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第 1 章量子力学的物理基础 


1.1 几个常见数值 


题 1.1 在宏观世界里，量子现象常常可以忽略，对下列诸情况，在数值上加以证 
明： （1) 长 / = lm ， 质量 m = lkg 单摆的零点振荡的振幅； （2) 质量 m = 5 g ， 以速度 10 cm/s 

向一刚性障碍物(高 5 cm ，宽 lcm ) 运动的子弹的透 射率; (3) 质量 m = 0.1 kg ，以速度 0.5 m/s 
运动的钢球被尺寸为 lm x 1.5 m 的窗子所衍射. 

解 （1) 由 Virial 定理可推知，谐振子的平均势能 00 = CT 〉=| ，再由谐振子的零点振 
荡能为¥，可得 

ma) 2 A 2 ho) 

"" 2~ "T 

式中： 4为对应零点能的均方根振幅，所以 


A 


n 


h 


2ma) 


2m' g 



CK41xlCT 17 m 


可见宏观振子的零点振荡实际上是可以忽略不计的 f 4也可用办求. 

(2) 如果把障碍物的宽度看成是势垒的厚度 a ，把子弹透射看成是越过障碍物所设置的 
重力势垒，则透射概率 


T «exp 


2a 




这里 v 0 = mg 丑 ，丑 =+ wv 2 , 则 


T «exp 


2a 


h 


2m 


mgH - 


mv 




2 


•« e. lo3 ° 


⑶人射钢球的 de Broglie 波长为 


A = —= — «1.3 x 10 ™ 30 cm 


p mv 

方形窗的水平和垂直方向的衍射角分别为 

X 


0^ « —«L3xlO~ 32 rad 
D 

^ « —«0-9x 10~ 32 rad 
L 
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1.2 基本量的数值估计 


题 1.2 用力，匕 q m (电子质量)， M (质子质量)表示下列每个量，给出粗略的数值估 
计 :( l ) Bohr 半径 ( cm );(2) 氢原子结合能 ( eV ) ;⑶ Bohr 磁子; ⑷电子的 Compton 波长 ( cm ); 
⑶经典电子半径 ( cm ); (6) 电子静止能量 ( MeV ); (7) 质子静止能量 ( MeV ); (8) 精细结构 


常数； （9) 典型的氢原子精细结构分裂. 
解⑴ «= l ^ J - = 5.29 xlO ~ 9 cm ； 


(2) E 


2(4 兀 f 。) 2 方 2 
eh 




1 3.605 eV ； 


(3) Mb = —= 5 J 88 xl 0- u MeV/T 

2 m 


⑷ —= 2.426 xlO ' I 0 cm ； 

me 

e 2 n 

(5) r cl = - r = 2.817xl0" 13 cm ； 

4ns^mc l 

(6) £ e = : me 2 = 0.511 MeV ； 


(7) E p = Me 2 =938.272 MeV ； 



2 


a 


4%€ 0 fic 




7.297 x 10 


137 5 


(9) 


AE = ~a 4 mc 2 =l.SxlO~ 4 eV. 



1.3 几个重要数值的量级 


题 1.3 导出、估计、猜测或背出下列数值(精确到一个数量级范围内 )：（1) 电子 
的 Thomson 截面； （ 2 )氢原子的电 离能； （3) 氢原子中基态能级的翹精细分裂 能量； 
⑷ ] U(Z = 3) 核的磁偶 极矩； （5) 质子和中子质 量差； （6) 4 He 核的束 缚能； （7) 最大稳定 

核的 半径； （8) /介子的 寿命; (9) f 介子的 寿命； （10) 自由中子的寿命. 

8 k 


解⑴ 


r e 2 =6.56 x 10 


( 2 ) 


2a 


13.6 eV ； 


/ 


2 


(3) A £> ine «13.6 x 


137 


⑷ /i = L 67 xl 0^ 26 J / T ； 


( 5 ) Am 


10^eV, A£ 


M fine xl 0^*10 -7 eV 


super 


-2.3xl0~ 30 kg 



第 1 章量子力学的物理基础 


(6) £ = 4 x 7 = 28 MeV ； 

⑺在核力范围内 ， r = 1 .4 A 1 /3 fm = 1 .4 x (100) 1/3 fm «6.5 fm ； 
⑻ r = 0.828 xl 0~ 16 s ； 

⑼衰变是弱相互作用过程 ， r = 2.2 xl 0- 6 s ； 

(10) r n «15 min = 9 xl 0 2 s . 


1.4 几个重要实验的意义 

题 1.4 指出下列实验中，哪些实验表明了辐射场的粒子性？哪些实验主要证明能量 

交换的量子性？哪些实验主要表明物质粒子的波动性？简述理由 .（1) 光电 效应； ⑵黑体辐 
射谱；⑶ Franck-Hertz 实验； ⑷ Davisson-Germer 实验； (5) Compton . 

解光电效应和 Compton 散射说明了光场的粒子性.光电效应表明每个光子的能量为 
Compton 散射更进一步说明光子的动量为 A / A ， 并且说明光子与物质相互作用时， 
满足动量守恒与能量守恒. 


黑体辐射谱与 Franck - Hertz 实验说明，黑体(常描述为一谐振子体系)与辐射场的能 
量交换过程、电子与原子的碰撞过程，能量交换是量子化的，即原子的能级是量子化 


的. 


Davisson-Germer 实验(电子在晶体中发生衍射)，则主要表现出电子的波动性，验证了 
de Broglie 波长与动量的关系 ， X = h ! p . 


L 5 电子的双缝干涉 

题 1.5 考虑如下 实验： 一束电子射向刻有 A 、 B 两缝的平板，板外是一装有检测器阵 
列的屏幕.利用检测器能定出电子撞击屏幕的位置.在下列各种情形下，画出入射电子强 
度随屏幕位置( X )变化的草图，给出简单解释, （ I ) A 缝幵启， B 缝关闭 .（2) B 缝开启， 

A 缝关闭_(3)两缝均开启 .(4) 将 Stem - Geriach 装置连在缝上，使得只有心=丄力电子能通 

2 

过 A ， 同时 只有心 电子能通过 B . (5) 只有& 电子能通过 A ， 同时 只有心 =丄方 

2 2 ^ 2 

电子能通过 B . 如果使束流强度低到在任一时刻只有一个电子能通过诙裝置，结果有什么 
变化？ 

解如题图 1.5. 

(1) 在屏处测得的是电子穿过孔 A 的概率[题图 1.5( a )]. 

(2) 在屏处测得电子穿过孔 B 的概率[题图 1.5( b )]. 

(3) / I 2 ( X ) = / [ +/ 2 +( : f #®)^/ I +/ 2 f 题图 1.5( c )]. 

(4) 通过缝 A 的电子和通过缝 B 的电子处于不同的本征态，无干涉项，屏上得到两单 
缝情况的强度叠加和[题图 1.5( d )] 
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⑻ 



h(X) 


( b ) 


⑹ 


从幻 （ d ) 


_ A 


力 



_i 





( e ) 





题图 1.5 

(5) 同 （3)， 但强度减少一半. 

由于电子波函数的自身千涉，对入射强度弱到单电子情形，各种情况结果不变 


1.6 电子、中子、光子的 deBroglie 波长 

题 1.6 导出非相对论电子、中子和光子的 de Broglie 波长. 
解因为 

„ h _ P 2 




2m 


式中： P ，五分另提自由粒子的动量和能量； w 为 质量； 办为 Planck 常量. 由上两式可以导 


^limE 


对于光子而言 


.c he 
— '― — ■ 


取 £ = leV ， 容易验算 


9 m 


6.626x10 


2x9.109x10- 3I xL6x 10 
6.626x10^ 


，-19 


12.26(A) 


^mj ： ^2 x 1.675x 10~ 27 xl.6xl0" 19 


0.286(A) 


he _ 6.626 x 10~ 34 x 2.998x10 

~E L6^I0 -19 


1.241x10 4 (A) 
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1.7 原子的稳定性 

题 1.7 在量子力学产生之前，一个大的理论问题是如何防止原子发光，解释之.在量 
子力学产生之后，一个大的理论问题是如何使处于激发态的原子发光，解释之.是什么使 
激发态发光？ 

解在量子力学产生之前，根据原子的行星模型，电子一般绕核做椭圆运动，由经典 
动力学知，加速运动的带电粒子必伴随着辐射，也即原子一定发光.这时电子不断损失能 
量，最后要落到核上，但事实是电子并不落到核上，基态原子稳定并不发光. 

在量子力学产生之后，根据量子力学基本原理，若无外界作用，原子的 Hamilton 量是 
不含时的，处于激发态(仍是定态)的原子应永远处于该激发态，即处于激发态的原子不会 
自行发光.但实际上原子会自发 辖射. 

根据量子电动力学，辐射场和原子中的电子形成两个量子力学系统，它们之间的相互 

作用包含了单光子产生箅子 W 项，这项即使在初始无光子时也不为零.正是这种相互作用 
使激发态原子发光，产生自发辐射. 

• 

1.8 光子衰变 


题1_8 —个 r 光子在经过一个原子梭 N 附近时，有可能衰变成为正负电子对 
r + N 4 N + 矿+厂，试求该光子的能量下限和波长上限. 

解 y 光子的能量下限为 


其波长上限为 


五 min -2 m c c 2 =2 x 0.511 MeV =1.022 MeV 




_1.241 xl 0 4 
~ 1.022 xlO 6 


A =0.012 A 


上面过程的逆过程 N 也可能发生，正负电子对湮灭，产生一个光子， 
但是这个过程发生的概率很小. 


1*9 电子偶素的衰变 


题 1.9 电子偶素( 〆 ，)是由正负电子对形成的一个不稳定的束缚 体系. 体系总自旋 
5 = 1称为正电子偶素，其寿命是 l . 4 xl ( T 7 S ， 湮灭表现为发射三个光子，体系总自旋3 = 0 
的，称为仲电子偶素，其寿命为1_ 2 '5><10—%，湮灭转化为两个光子.求过程矿产 
生的光子的最小能量. 

解由能量守恒定律 

2m e c 2 = E yi + E yl 

由动量守恒定律 
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0-=P r i^P r2 


因为光量子能量巧解上面方程组得到 


0.51 IMeV 


1.10 光波的反射与折射 

题 1.10 (1) 试用 Fermat 最短光程定律导出光的折射定律 niSinc ^ hsino ^ G ) 光的 
波动说的拥护者曾经向光的微粒论者提出下列 非难： 如果认为光是“粒子”，则其运动遵 
守最小作用量原理 = 若认为 p = mv ， 则5^出= 0, />指“粒子”动量， v 指粒 

子“ 速度”.这样将导出下列折射定律这明显违反了实验事实.即使考 


虑相对论效应，对于自由粒子 ， p 


Bv 


仍然成立，五是粒子能量，从一种介质到另一种介 


质，五不改变，因此仍然得到占 / pd / = 0. 矛盾依然存在，你如何解决这个矛盾？ 

解 （1) 证明此处 从略. 

(2) 此论证存在两个 错误： 一 是由于光子的静质量为零，因此光子没有与之相对应的 
经典粒子，光子的动量只能写为 p = 二是不能把粒子运动的速度 v 与光波在介质中的 

A 


速度——相速 


(« 为介质的折射率)混为一谈，此处认为 


是造成错误的根源. 


解决上述矛盾的关键在于分清波包的相速《、群速 V s 以及粒子的运动速度 V 三个不同 
的概念，并找出其中的关系，再将光子的动量/代人最小作用量原理之中，即得出正 

A 

确的折射定律. 

定义波包的相速《为 


波包的群速4为 


da ? 


粒子的运动速度为 


因此，若波包的色散关系⑽幻是线性的，则《 
V g; 而对于自由运动的实物粒子来说，由于 v = 


若色散关系你(幻是非线性的，则 


6H dE 

S 一 

dp dp 


，则 de Broglie 波的群速 '是 


相等的. 


下面把上述的具体关系应用于光子与实物粒子身上 
对于光波而言，色散关系为 


章量子力学的物理基础 


(o{k) 


c Q k 


真空 

介质 


式中： A 是光速在真空中的传播 速度. 色散关系均为线性关系，故 


但光子的静质量％ =0,没有与之相对应的经典粒子，其动量只能表示为 


⑴ 


其中; I 为光波波长. 


1_ 


对于非相对论性自由粒子，由于卜^，故相应的波的色散关系为 


2m 


是非线性关系，故 


即使是相对论性自由粒子，由于 £ = ( mo 2 c 4 + p 2 c 2 p ， 相应的 de Broglie 波的色散关系 


为 


/ 2 2 
mpc 

n 2 . 

\ 


+k 


2 


C 


仍为非线性关系，故仍有 


在题述论证中，错误地认为粒子运动的速度 V 总是与相应的 de Broglie 波的相速《相 
等，才导致了错误的折射定律. 

正确的解 释为： 若将光子看作“粒子”，则应遵守最小作用量原理 


sjpdl 


( 2 ) 


再将式⑴代入式⑵ 


sj pdl=^sj-dl^0 


(3) 


而介质中光波的波长; I 与介质折射率„之间的关系 

X ^ 


( 4 ) 


式中： 4为光在真空中的波长.将式 (4) 代人式⑶中， 可得 


S I ndl = 0 


此即 Fermat 原理 • 由此必有 
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n x sin = n 2 sxna 2 


1.11 de Broglie 波的相速与群速 


题 1.11 试确定与 de Broglie 波长 A = #相应的波的相速度\和群速度 v g . 


解 （1) 求相速 ：由五 


(2) 求 群速： 由定义 


又因为;1 = ! = 所以 

h p mv 


/ tv 可知 v 


2n v 
2n/Z 


vX 


— > c 


mv 


汲 d(2n/A) d(l/A) h 


-可得 
p mv 


8 dp 

通过相对论的能量-动量关系 £ 2 = m 2 c 4 = p 2 c 2 + m^c 4 , 两边微分可知 


mdm- pdp 


由此可得 


r 

g 


dm 


£ 


因此，和一个运动粒子相伴随的 de Broglie 波是用与之联系的由无数平面波叠加而成 
的一个波包来描述的.每一个平面波都以相速度运动，相速度可以超过光速.但是单个的相 
速度是观测不到的，可观测的量是局部扰动的速度，即群速度，这个速度即是通常所说的 
粒子的速度，它总小于光速. 


1.12 考虑相对论修正后电子的 de Broglie 波长 


题 1.12 电子被加速后的速度很大，必须考虑相对论修正，则原来 ; L 
的 de Broglie 波长与加速电压 V 的关系式应改为 


12,25 


A 的电子 


lv~ 


( l -0.489 xl 0 ^)A 


式中： V 为以伏特为单位的电子加速电压.试证明之. 

证明在非相对论情况下，电子若被电势差为 V 的电场加速，则 de Broglie 波长为 


• ▼ • w 

JlmeV 


12.25 


考虑相对 •论效 应后，由能量•动量关系式 

£ 2 = (^ + % 0 2 ) 2 =^) 2 + (^ 0 2 ) 
式中： 欠为电子的 动能；叫为电 子的静质量，有 
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1.13 de Broglie 波长的计算 

题 1.13 (1) 试求质量为 0.01 kg ，速度为 10 m/s 的一个小球的 deBroglie 波 波长; (2) 经 
过 10000 V 电压加速的电子的 de Broglie 波长； ⑶经过 10000 V 电压加速的质子的 de 
Broglie 波长； ⑷试计算 0.05 eV 中子的 de Broglie 波长 • 

解 （1) ^ « 6.63 x 10 -33 m = 6.63 x 10' 23 A , 这 说明： 实物粒子的 de Broglie 波 

长太小，宏观世界中的任何物体的线度都比它大得多，故难以观测到实物粒子的波动性. 

(2) = = ^ Q .12 xl 0 - 10 m = 0,12 A ， 这表明电子的 de Broglie 波 

长能与晶体的原子间距相比拟，故晶体的电子衍射试验能够显示电子的波长. 

(3) 质子的静质量为 

m p c 2 ss 9.39 xl 0 8 eV 

当质子获得 10 4 eV 的动能时，相应的 de Broglie 波长可用非相对论性关系式得出 

K - 厂户 » 2.9 x 10 " 13 m = 0.0029 A 

(4) 由于中子的动能远小于它的静动能，故可以利用非相对论性关系式计算 

K == i » 1.28 x 10 ~ lt? m = 1.28 A 

^rn n E k 

式中： m n 为中子的 质量； 馬为其动能.数量级为1 A 的这种常用波长在慢中子物理中用起 
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来非常方便. 

U 4 电子显微镜的分辨率 


题 1.14 如果我们需要观测一个大小为 2.5 A 的物体，可用的光子的最小能量是多少? 
若把光子改为电子呢？ 

解为了发生散射，光波的波长必须与所观测物体的大小同数量级或者更小.所以， 
在这个问题中我们能够采用的光的最大波长 ;I = 2.5 人，这样相应的光子的最小能量就为 


若把光子改为电子，则最大电子的波长 1=2.5 人，按照非相对论性计算 

p : yl2m e E 


因此 


则 


h 二 h 
P 4 2m e E k 


Ek= ^L 


»24.1eV 


由此可以看出，对于给定的能量，电子具有比光子髙得多的分辨率.正因为如此， 
子显微镜能够有比光学显微镜更髙的放大率. 



1.15 波函数的归一化 


題 1.15 讨论以下波函数的归一化 问题： 

(1) 粒子在一维无限深势阱中运动，设^) = Asin —(0 < jc < a ) ，求 A 使波函数归一 .(2) 

a 

S «) = Aexpf - ja 2 x 2 ")， a 为已知常数，求归一化常数 A . (3) 设 ㈧ ； c ) = exp ( ifcc ) ,粒子 

\ ^ ) 

的位置概率分布如何？能否归一？ （4) 设 K ； c ) = M ： r )， 粒子的位置概率分布如何？能否归 

— ? 

% 

解⑴由于在全空间(一维)发现粒子的概率为1,应有 


由此可得 | A | = ^f 
(2) 同理，有 


yr {x)y/(x)6x 
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A | 2 exp(-a 2 jc 2 )ck = 


得 |A| 


n 


(3) 概率密度 PU) = = 1，即在空间中任何位置，单位体积内测到一个粒子的概 

率为 1. 

若沿用上面的方法来求归一化系数，则会出现 

。|八〜-~、=厂 \ A\ 2 dx = oo .\ A \ 2 

要使积分为1，必须 A = 0. 因此波函数不能归一，只能归于5函数 


2n 


txp(-ik f x)Qxp(ikx)dx = S{k - k 9 ) 


(4) t ^( x ) 


^( x - x 0 ) 是粒子的位置本征函数，此波函数描述的粒子的位置概率分布为 

|2 


P(x) 


S(x f - Xq)S(x- x f )6x f 


S 2 (x-x 0 ) 


即在 ^==4 处可测得粒子，在其他位置测不到粒子.位置本征函数不能归一，只能归到在函 
数 


S(x-x l )S(x-x 2 )dx-S(x l -x 2 ) 


1.16 粒子的径向分布与角分布 

题 1.16 设在球坐标中，粒子波函数为 KM#)， 试求：⑴在球壳 (r,r + dr) 中找到 
粒子的 概率； （2) 在(氏妁方向的立体角 dQ 中找到粒子的概率. 

解 （1) 在球壳 (r，r + dr) 中找到粒子的概率为 


P(r)dr = 



\\lf{r,9,(p)f sin^d^d^l 


r 2 dr 


J 


⑵在(武的方向的立体角 dn 中找到粒子的概率为 


P(0 ， 釣 6Q = 



dQ 


M 7 验证不确定性关系 


题 1.17 对下列波函数所描述的粒子，分别求出位置和动量的不确定度，并验证不确 
定性关系： （1) 平面波 yU) = ;⑵ = jc 。） ；⑶ Gauss 渣波4 


¥{x) 


2 2 / ^ \ . 
-exp^aVj； (4) _ = 


exp 


x 


L 


J 


解 （l) 算符 q 在某一量子态 v 下的不确定度为 
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式中： = | (x)Cl^(x)dx. 




箅符 a ，之间的不确定性关系满足 

(A^Q 1 )(A^Q 2 ) ^ 


2 


㈣ ，心 


平面波是动量 P = M 的本征态，此波函数描述的粒子具有确定的动量 P ，所以动量的 
平均值也为 P ，均方偏差 A^ = 0. 


再计算私、 


2 


，易得 




dx 


xdx = 0 


：ikx x 2 e lkx 6x 


¥ 


故有 Aj 


综上所述，仍可以认为满足 


{ L ¥ x )(^ p )> 






(2) 与 (1) 类似，占 (x- 々)是位置算符的本征态，其本征值为戈，处于这种量子态的粒子 
具有确定的位置々，所以有 A,^ = 0. 对于〈戶^，可转到动量空间求解 


¥( k ) = ^( x - Xq ^ 


利用奇函数的性质，可求得 


(Pi = 0 , (p 2 )^fe-^p 2 e^dp 


故~彡 =0 °，因此满足 (v^x 〜^)>金方. 


注意动量本征态与位置本征态是两种理想极限，是真实的物理波包无限展宽和无限 
压缩的两种极限结果 • 它们是很有用的概念，但并非物理上真实的量子状态. 

⑶因为〈巧V、〈戶\的积分式中被积函数为奇函数，故在 -00 〜 00范围内的积分为零. 


另外易求出 ( 


P 


即 


¥ 


y/n 


f c-^ 2 x 2 dx 


2 a 




Vrc 


J 


-a 2 x 2 n 


/ 


• h 2 




V 


dx 2 


2 


h 


所以有 (A^?)(A 以) =#• 因此称 

jLi 


&-° 2 


x 2 /! 


为最小不确定波包 


(4) 同样因为被积函数为奇函数积分，易算出 p〉 =0 
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支 2 


_ 2 
¥ L^o 


e~ 2x/L x 2 dx 


z ? 

T 


L 


故有 v = 戈，下面求〜戶. 


因为 ！■ 

ox 


e 


W/L 


1 2 
L L 


9{x) 


，其中 


0{x) 


1, jc>0 
0 ， jc<0 


为阶梯函数，故有 


因此 


3 2 -Irj/L 2 


dx 2 


e-W 


^( jc ) e +|/ L +4 e _W/I 
L U 


{ P ) 


4 l 


e 


- W/L 


ih— 

dx 


vz 


e 


W /L dx 


一 ihi —e 
L 


^/L 


l _2 

L~I 




e^ /L dx = 0 


{p 2 } 


/ 


L 


e 


- Ul/L 


h 2 


3 2 


扣 2 


e^ /L ck 


) 




2 们 1 


e - 篇 ck 


2 方 2 ,, 」 2 方 2 ft 2 


L 


KO ) 


— ■ : S I 

L 2 ]} 




h 

L 


也可以转到动量空间求解 


¥(P) 


厂 e +l /z ^-_djc = - f^r - 

J ^ yj2nhL JO 


^JlnhL 


e cos 


v 


£ 

n 


\ 


x 


dx 


2/L 


s/lnfiL p 2 /h 2 ^l/L 2 




2 


^ 2nHL J o 


l 


2/L 






p 2 /h 2 ^l/L 2 


p2dp= w 


上面利用了积分公式 


dx 


(a 2 ^x 2 ) n 


丄 arctan!, 
a a 


x 


2n-3 


\2(n-l)a 2 (a 2 + x 2 )^ 1 2(n-l)a 2 


f 


dx 



n 


n>\ 
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由上商 计算可知 (\ x ){ A ^ p ) = -^>|. 


1-18 利用不确定性关系，估计无限深方势阱中的粒子的基态能量 

题 1.18 利用不确定性关系估计无限深方势阱中粒子的基态能量，设阱宽为 a . 
解因为对基态波函数有无=歹= 0,故 知〜 p ， 代人不确定性关系 


n 

ApAx> — 


给出/,因此基态能量为 

2a 


Eq = 


£_ 

2m 


n 2 

Sma 2 


1.19 波函数的归一化及7、7的计算 


题 1.19 —维运动的粒子处于状态= 上，其中 A >0, 4为待求的 

10 , x<0 

归一化常求：⑴粒子坐标的概率分布 函薮； （2) 粒子坐标的平均值 I 和粒子坐标平方 
的平均值 (3) 粒子动量的概率分布 函数； （4) 粒子动量的平均值？和粒子动量平方的 

平均值 (5) 验证不确定性关系 . 

4 

解先对态^00进行归一化.由波函数的归一化条件 


有 

得 

于是 




A\ 2 x 2 er Ux dx 


A 


2 


u 


W ( x ) = 


A = 2X m 

2X yl XQ Xx , 

0， 


x>0 

x<0 


(1) 粒子坐标的概率分布函数为 


pW = 卜 W| 2 



4A 


3 ^2-2Xx 


0, 


⑵坐标的平均值为 


x>0 

x<0 


又=/二,_ =厂4 攸、 =咅 
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坐标平方的平均值为 


p(x)dx = j o 4A 3 x 4 e~ 2 ^dx = ~~ 


⑶粒子动量的概率分布函数.因为 

幸 

c(p) = (2nhy l/2 r y/{x)^ hPX 6x = 2Jt 3/2 (2nh)~ 1/2 厂； ce ♦州 

J^x> JO 


3/2 /，_ a 、一1/2 


2 X ^\2 nh ) 




所以 


\c(p)\ 


2 


22? h z 


n(X 2 n z + p 2 ) 


(4) 动量的平均值为 


p\c{p)f dp ^ 


2 义 3 方 3 


(X 2 h 2 + p 1 ) 


2 


a 3 h 3 

%{X 2 fi 2 + p 2 ) 


动量平方的平均值为 


麟=竽/:5 


2 


六7^=外 2 


(5) 不确定性关系为 


( Ai ) 2 ( Ap ) 2 = p -3 c 2 )p 


2 


1 } VU 


\ nU 


1.20 自由粒子动量和动能平均值的计算 


题1_20设？ = 0时的粒子的状态为 #0:) = 4 sin 2 fcc + | cosfcc ，求此时粒子的平均动 

V 2 ) 

量和平均动能. 

解此题不能直接套用动量的平均值公式计算 


^(x)py/(x)dx 




(1) 


因为式⑴的适用条件要求体系的状态波函数必须是平方可积的，即要求 

> 0 


⑵ 


而题给出的态显然不满足条件(2)，故不能直接用式 (1) 计算.此题可用如下两种解法求解. 
解法一利用三角函数公式 


sinfcc = —(e^-e"^), cos 姣 = i (e 如 + e ■ 此） 

2i 2 
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可得 


y/(x) = A\ sin"kx + —coskx \ =—(e 


A • ifcy , -\kx A2kx -\2kx 


e ^- e ^+2) 




(2成厂 1/2 eP + (2 刪 _1/2 〆 # - (27^ r i /2 e ^ 


P 3^ 


- {2%ny ul ^ PAX + 2(2m~ in ^ 


⑶ 


式 (3) 表明粒子所处的状态实际上是由 5 个平面波线性叠加而成的叠加态，根据叠加态 
原理，此时粒子动量有5个可取值，它们的取值及相应的概率分别为 


Pi 二 hk ， 




A 


yjlnh 


2 




2 


P 2 = —hk y a> 2 


A 

7 


^ J 2 nh 


2 


Ttfl \ A i2 
A 


p 3 = 2hk ， 6) 3 = 


p 4 =-2hk, co A 


A 

1 


A 


\/2 nh 


2 


nh > A a 


v 2 tc ^ 


2 


机 A 12 


Ps =^ 




A 

2 


yJ2nh 


2 


7 th 

T 




由此可得粒子的动量与动能的平均值分别为 


5 


P 


一^-=0 


5 




(4) 


5 


r - 1 7- 1 5 ^ 

2m 2m 


2 叫 8 m i 4 l 


2 


1—1 

再由波函数的归一化条件，即在态 ㈧ ; c ) 中，粒子动量取各可能值的概率和必须等于1，有 


5 

2^/ = ^|A| =1, A = (nh) 


-1/2 




解法二将已知态 y(x) 作 Fourier 展开 




00 


c(p)(2nfty in ^ PX dp 


(5) 
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则式 (5) 的 Fourier 逆变换为 


c(p) = (2nh) 


-1/2 


- 

i//(x)e h 6x 


把式 (3) 代人式 (6)， 有 

C ( P ) • 


A f 00 - f 00 K?2 -p)t 


4y/2nfi 


ft ck + 


-00 


< k - J 




% i(P4 -^dx + 2 re i(Ps ~^dx 


由 5 函数的定义 W〆 - p ) = 4 ~「 辱 

2 tc J-oo 


C{p) = 4 令 2“ [ 2 谢 ( 巧 - 尸 ) + 2n ^(P2-p)-27ihS(p 3 -p) 

-2nM(p 4 ~p) + 4n^(p 5 -p)] 

再根据 5 函数的性质 = P = P ’" 可知粒子的动量有 5 个可能的取值且相应的 

[0 ， p 本 p 

概率为 


P4 


ft =0 


hk f 

岣 = 

= c(p') 2 = 

= ~^j2nfi = 

4 

f\4 

-hk. 

eo 2 

= Mp 2 )| 2 

= —^/2nh - 

4 

:迚 A 2 
8 

2M ， 

0^ : 

= k(P3)| 3 = 

= 

4 

， A 2 

8 

-2 秘， 

似 4 

=k(P4)l 2 

A 2 

= 

4 

8 

0 ， 

0) 5 = 

= Hp 5 )\ z -- 

A - 2 

= 一 yjlnh = 
2 

nh A 2 

2 


2 


这与式 (4) 的结果一致. 


1.21 流密度算符 


题 1.21 证明流密度算符 


| A, As 

f = ~ ^(r ~ r f )~+—(?(/•— r r ) 
2 mm 


是 Hermhe 算符，并求它在 y( r ) 态中的平均值表达式. 

解由 Hermite 算符的定义可知，当算符 A 满足下列关系式时为 Hermite 算符 
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J ¥{r )A^(r )dr= f<p(r)j Ay/(r) 




dr 


式中： y (/0, 炉 (6 为两个任意波函数. 


现将 i 代替上式中的并将多=-访▽代入，这时等式左边为 


¥ 


{r) 2 


S ( r - r f )^^^ d ( r - r l ) 


(p(r)dr 


存 〆 (r) 


S(r -r 9 ) 


- ih ^ 


(p{r) 


AS 


< P ( r )^ 


^(r-r ; )—+—^(r-rO 


m m 


y/\r)dr 


上式右边第一项面积 分因 〆 不在积分面上而消失，第二项正好是 JV ( r )[ iV ( r ) Tdr ，故 j 为 


Hermite 算符. 

上面用到了矢量微分公式 


以及 


/(r)VJ(r-rV(r) = vjy*(r)J(r -〆)〆/•)]-[▽〆(/■) S(r~r f )p(r) 
y/ (r)S(r - r l )V^(r) = V yr*(r)S{r - r^r)] - [v y/^ {r)S(r - r ( ) <p{r) 


同理可证 


(/) 


^( r f ) Mr f ) dr f 


ih 


2 m 


¥\rWy/{r)-y/{r)7y/\r) 


1.22 电子 Young 双缝实验与测量公设 


题 1.22 结合电子 Young 双缝实验中，电子被接受屏与控测器探测前后的实验测量过 
程，解释量子力学第三公设——测量公设中三个阶段的说法. 

解 设双缝屏上有 A ， B 两条缝，通过双缝之后的电子状态可表示为 

这说明电子的量子态在经过双缝仪器时，和仪器由两条缝所表示的两个可区分态构成了纠 

缠态.当我们要测量电子从哪条缝经过时，则测量结果一定是塌缩到和某一条缝纠缠的对 
应的态⑽ A ( r ， r ) 或者 v b ( m )). 当不测量时，则处于叠加态，于是可以认为当不可区分时， 

电子是同时通过两条缝.在电子到达接收屏时 r ( r ，0 可以分解为与接收屏位置可区分态相 

纠缠的电子位置本征态的叠加 

!K") = j]]V(rW(r - r’)dr, 

式中： 是位置本征值为 〆 的本征态.当在接收屏上 〆 位置发现电子时，即已经以 

卜(/*，0| 2 的概率塌缩到抑 - 〆 )态，然后以此为初态在接收屏新环境的新 Hamilton 量下继 
续演化. 
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1.23 测量公设例 (1) 

题 1.23 测量 公设： 可观测算符 Aj 本征值分别为 a „ ，匕，在任一态中，先测得 A 

的值 A ，再测启值《的概率为/ >( a 次）；而先测启值为乂，再测 A 值 a 的概率为 P 汍，& ) ， 
问： 巧心， b„) = P(b n ，aj 的条件如何? 

解 k 〉= I » n 〉， 其中在 | r 〉 态下测量 A 得到结果 为〜的 概率为 

n 

在|^〉态下测量 乂得到 a ,, 后，体系由»态塌缩为|乂〉态，在|七>态下测量彦值为 z > n 的概 
率为 |〈4 k >|' 

故在态下，先测 A 得义，再测舍得匕的概率为 

.吵 „也)+»| 2 |分>„〉| 2 ⑴ 

同理，在态 H 下，先测启得之，再测 A 得％的概率为 

P ( b n ，〜 ) = |»〉f | Of ( 2 ) 

若 , b n )^ P ( b nJ a n ) 对所有 n 都成立，由式 (1) 和式(2>知 

\{ a n\¥)f =\{ b n \wf ⑶ 

由态>〉的任意性，式 (3) 对一切 n 成立必有 

l a n 〉HM • 

故 A 和右有共同的本征函数系为 P ( a ni bJ = P ( b n ， a n ) 的条件. 

1.24 测量公设例( 2 ) 

题1 _24 —体系 Hamilton 量孖与时间无关，而//由非简并本征值; zv 对应本征矢 jv 〉 ， 
^\ y ) = h 6) \ v ) ， 可观测量 4 在同一 Hilbert 空间中，同样地用非简并本征方程 A \ n ) = a n | n 〉 来 

定义 .（1) 设体系开始处于状态 | v >, 这时测量 A , 问4的期望值为何？迭一测量给出 A 的 

值为〜的概率为多少？ （2) 如果测量值为〜，并且经过时间？后，再重复测量，问再次测 
得心的概率是多少？ 

解 （1) 在初态 | v 〉 中 A 的期待值为 

z = 〈 v I ♦卜 E 〈.〉〈 w I H v 〉 = Z 1〈+〉| 2 〜 

因此第一次测量结果，发现 a 的值 ^ 的概率是 n 

P m 

⑵后来，体系不再处于初态卜>，而是处于态 | m 〉， 其进一步演化由 SchrMnger 方程 

给出 
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访訃 Ml ，〉 


(1) 


演化初态是式⑴的解为 


M ^ 


时刻，再次测 得&的 概率是 


P m = H f )| 


2 


Ze 

M 


iciy 


\{M m )\ 


2 


2 


1.25 测量公设例 (3) 

题 1.25 已知可观测量 A 的算符 A 有两个本征函数雋，步 2 ,本征值为印七；观察量 B 

的算符身有两个本征态 Zp A ，本征值为沁匕.两种本征态有如下关系 

01 J 么 : 》 - 

M S 

当测量 A 后得到％，若再测量右，以后再测量证明第二次得到&的概率是 

169 

证明 测量 A 得到巧后，系统塌缩到 $ 态.由于 


0 一 2 冱 + 3 ^2 

0 「掘 

所以再测量右得到4的概率为得 到匕的 概率为1，测量古后系统的态将塌缩到不态 
或义态.由上式与 


0 


2 


3 ^ 1 - 2%1 

~ s ~ 


可得 


2<^j + 30 2 

Zl = ~] E ~ 


3<2> j -20 2 

X2 ^~7l3~ 


因此，当系统处于不态，测量 A 得到 A 的概率为去，因而从最初的态负连续测量糸 A 获 

X ^ 

得^ ，的概率为士县，类似从碼测量泉4获得々&的概率为 HiL . 这样 

13 13 169 13 13 169 

第二次测量 A 获得 a t 的总概率为 il + —=—. 

169 169 169 


1.26 能量守恒 


题 1.26 设粒子在势场 V ( r ) 中 运动： （1) 证明其能量平均值为 
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E = jd 3 xW = jd 3 x(~~Vi//^Vy/+y/*Vi// 


dw 


W 称为能量 密度； （2) 证明能量守恒公式 T + V j =0, 其中 


S 


2 m 


dt 

d ^\ w + ^y ¥ 


V 


dt 


dt 


j 


证明 （1) 设粒子的波函数为 y ( r )， 则其能量平均值 

2 m 


E = Jd 3 x^*(r )Hy/*(r)= ) d 5 xy/"{r) 


V 2 +V(r) 


¥< T ) 


d 


3 


2 m 


▽ •(〆▽#) + ▽〆•▽% ^y/Vy/ 


上式右边第一项，由 Gauss 定理 


JjJv * ( 〆 ▽ y /) d?x = < jj >(^* Vi^)'ds 


可以化为面 积分. 将束缚态边条件 Mb = 0, 可知这项为零，所以 


E 


! d " x 


n 


2 


\ 






2 m 


丰 拿 

Vy/ *Vy/^y/ Vy/ 


( 2 ) 


dW 

~dT 


2m 


V 


dy / 

^dt 




dy / 

~dt 


\ 


专 ㈣ 


▽ •s 


2 m 




dy / 


dt 


dt 


vV+v^i-v^+^vV 


dt 


dt 


J 




dt 


dt 


dt 2 m l dt 


dt 


▽V 


) 




dt 


dt 


dt 


dt ) dt 


~\ n d ^ 


dt 


o 


1,27 


维束缚态无筒并 


题 1_27 考虑任意势 V(x) 的时间无关的一维 Schr5dinger 方程， 证明： 如果一个解具 
有 性质： 当 X 4± oo 时 y ( x )->0, 则此解必然非简并，进而是实的，除了某一可能的相因 
子. 

证明用反证法.设另一 〆 ^满足同样的方程，且具有与^/以)相同的能量五，并有 
lim <(f(x) — 0 ,贝! j 

JC— 

> w _ 2m(E-V) 

w h 2 

f 一 2m(E-V) 

♦ h 2 
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所以 = 〆 多一多 V = 常数. 

由无穷远处条件得 〆 多-多>=0,因此 

K ，〔 In 斗 0 
¥ • \ 

所以 V = 常数 x 0, y 和0代表同一个态. 

当以幻为实函数时，^与^满足相同的方程，有相同的能量和相同的边界条件 
l | m ^=0, 槪 y / = cy / 袭 y / = c * y /* ， 由此得 | c | 2 = l ， c = e iS . 此处5为实数 • 不妨取5 = 0, 

则 c = 1， v 为实数. 


1.28 


维束缚态的性质 


题 1.28 考虑一个一维束缚粒子： （1) 证明: 


6_ 

dt 


^( xjy ^ ix ^ dx ^ O ； (2) 证 明：若 


某粒子在一给定的时刻是定态,则它将永远保持定态; (3) 若在£ = 0时，波函数在 - a < x<a 
范围内是常数，而在其他处为零，利用系统的本征态表达以后时间的完整波函数. 

f ¥* (^t)yf{x 9 t) <k= f 


解 （1) 


dt 


d 


dt 


¥ 


¥+ y / jt ¥ 


dx 




dx 


兰 

2m 


g 2 * q 2 

¥ 7 ^ /七 < +HW+<vy) 

OX OX 


<k 




3 


/ 


2m dx 


3 


v 




dx 


) 


i 為 

2 m 


V T- 




因为 K 是束缚态， ^(^->±00)=0 , 所以上式为 0. 

⑵所谓定态即指能量本征态.设粒子 在&时 刻处于定态，则有~(从)=即(口 A 

任意时刻 r ， 粒子满足的 Schr 5 dinger 方程为访 = 在泠不显含^下，积分 

\Jt 

此式得形式解 

y/{xa) = t m ~ tQ)l \{ x ,t 0 ) 

不难证明，此波函数满足定态 Schrodinger 方程 

Hy/{x,t) = Ey/{xj) 

即在任意时刻也保持定态. 

⑶设 


⑷， 0) 


9 

c, \x\<a 
0 ， \x\>a 


章量子力学的物理基础 


• 23 • 


式中： cr 是常数，归一化得 M 


n 


，在为位相因子.设 （= 0 时刻，粒子的能量本 


征态完备集为 {% Cc ，0 )ln = 0， l ，2，〜}， 则有 

Hy/ n {xfi) = E n y/ n {x,0) 

任意粒子态可用它来展开，得 

n 

义是与时间无关的系数，上式两边同乘以 <(; c ，0) ，并且从 M 到 +0) 积分 


由匕 的正交归一性，得 


wlM, 0)y/{x, 0)dx = ^a n J^^(x t 0)^ n (x t 0)dx 

a m =e ^^/ 


由⑵得 




v0c ， 0) = 2v^ ； v„(^0) 


1.29 宇称(空间反演)算符 

题1 .29 宇称(空间反演)算 符彦： ~( r ) = ㈧ ~ r ). (1) 证明# =彦；⑵证明方 2 = 1， 

并求#的本征值、本征态. 

证明 （1) 对任意的蚵 r )， 〆 ;•） 

I y / (r ) A < p{r )dr = | y / (r yp(-r )dr 

J -co J -oo 

令上式右边 /* = -/*， 有 

f w\ r )却 (， )dr = f < p { r ') [和 (r ')f dr ' 

J —CO ¥ —00 

故 充 1 = 允‘ 

(2) 显然有彦>(，)=_(-广)=^*)，且^0为任意的，故尤 2 =1，即奇宇称 

算符为 Hermite 、 自逆、幺正的.由# =1可知 方的本 征值为±1，相应的本征态为 

W ^ ir ) = \ f / + { r \ ( w ) = V + ( r )， 偶宇称态 

%_( r ) = -^_( r ), y /_ (- r ) = -^_( r ), 奇宇称态 

1.30 在 Hamilton 量定态分立谱中动量的平均值恒为零 

题1 .30 在 Hamilton 量分立谱的束缚定态中证明动量的平均值恒为零. 

证明 ^ = ^ V ( r ) ^ M ^ E n \ ip n ) , 且有 [ r ， 泣] = i < ，故 
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-^ E n[{<Pn\r\<P n )-(<Pn\rM] 


= 0 

以上证明过程利用了 H 的 Hermite 性〈％|洛|炉„〉= »句％〉*，在一维的情况下， 


Landau 给出如下证明 


P 


m ic 





- 访 JV:w 去 


%0 )dx 


上式左端由于 P 为可观测量，故为实数，由于一维束缚态波函数总可以取为实函数，右端 
为一虚数，因此必有 p = 0. 


1.31 广义 Virial 定理 

题彳. 31 在 Hermite 算符 A 的分立谱本征态下，证明 f =[又甸的平均值为零. 

证明 A = A \ A \( p n ) = a n \( p n ) 

{ £ ) n = Jp * nl ^ = Bp n drBA^ n dr 

= dr ~ a 士:知 n dT 

= a nj<P*n^<Pn dT ~ a n j0^ = 0 

讨论上面的证明过程中，右为任意的，但必须保证左炉„在^的 Hermite 定域中，即函 
数~„保证乂的 Hermite 性成立.本题结果可称之为广义 Virial 定理，若1 =泠为体系的 
Hamilton 量，给出的结果则称之为超 Virial 定理. 


1.32 广义 Hellmann-Feynman 定理 



1*32 广义 Hellmann-Feynman 定理 ： Hermite 算符/ " = #( 乂)且 




证明:态下感 


证明 由力 乂) 


fnWW n W , 两边对^求导 


( 1 ) 


式 (1) 向％ 态上投影，有 
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5F 

dl 




对上式左边第二项，利用/户 


dX 


dr = J(~ n ) 


dx 


dr 


f n f^r 


-9/1 


所以 


Ml 

dA 


9F 

al 


实际上，式 (l) 向…态上投影，有更一般结果 

3/" r * 8 F 


9/1 


S m,n = JV 二 + f n )JWL ^ dt 


1.33 


A,B 


0 时，在 Hennite 算符 A 的分立谱本征态下启的平均值为零 


题彳. 33 若 A 为 Hermite 算符，且又启=0,证明在 A 的分立谱本征态下，乡的 

一 

平均值为零. 

证明义=义，义|外〉=〜|的 1 〉，由于 

{ p n \[ lB ] j i p n ) = 2 a n { B ) n =0 


八 〈吨 =0 

讨论身为任意算符，但要求右|%〉在 A 的 Hermite 算符定义域中. 


1.34 


H, 


0时能量本征态的性质 


题 1 . 34 若系统的 Hamilton 量 H 与某个力学量 A 反对易 H,A =HA + AH =^0 , 

■ - J + 

㈤为冷的本征值为五的本征态， 若淘句 *0,则$£〉也是片的本征态， 本征值为- E . 

证明证明是直接的，这一结果表明，除了 A 的零本征值外，此系统的所有能级都是 
正负值成对出现的. 

—个简单的例子是 S = ~ 的带电粒子在磁场中运动 

4mi 

其中只为磁矩， B 为磁场强度， or 为 Pauli 矩阵.若 iV 为另—与垂直的矢量 


则泠与算符 G=N a - 反对易 
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~H,g\ =-Z[^'B,aN] + = B i N j 

■ ■ • • 


»n s 

(/ I 


故这个泠的本征值一般是正负成对出现的，事实上，此系统的两个本征能量差一负号. 
135算符函数# 〃的 展开 


题 1.35 设一个力学量算符戶有 W 个不同的本征值.试证明算符^^可以写成算符 
，戶，…，戶 w 的线性叠加，其中1为单位算符_ 

证明记力学量戶的斤个不同的本征值为 / p / 2 ，… ，八， F 的正交归一化本征函数完 
备集为现构造一个算符 ☆ 为 

6 = ( F -/ 1 )( F -/ 2 )...( F -/ yv ) 

将6作用在任一波函数 W 上，有 

^ ( \ 

Oyr = G Yj c kA = J ^ c k (^ A ) 

\ k ) k 


得 (5 = 0, 即 

有 


k 

( f -/ 1 )( f -/ 2 )...( f -/ w )=0 

f n -Zfi^~ x + 备放 〆 〜… +(- i )" n /； =0 

i Z i*k i 


( 1 ) 


即 


iE 




有 


，：刃乂戶 AM — 这广行乂 ⑵ 

i Z i^k i 

式⑵表明,可以写为算符 H 戶 2 , …，戶 w 的线性叠加，其中2为单位箅符，命题得 

例1若戶只有两个不同的本征值/；和/ 2 ,则由式 ( i ) 

(F-/ i )(F-/ 2 ) = 0 

例2若戶有三个不同的本征值/、/ 2 和/ 3 ,则由式 (1) 

(# — / 1)( 戶 -/ 2 )(# —/ 3 )=0 

^ 3 =(/t +/2+ / 3 )^ 2 -(/i/ 2 + /i/3 + / 2 / 3 )戶 + /1/2/3 
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1.37 动量算符本征值谱的讨论 

题 1.37 从基本量子化条件出发，求动量算符的本征值谱(讨论一维情况). 
解动量算符的本征值方程为 

P^ po ^ Po^ Po 

引人线性幺正算符 




r 


式中：$是坐标算符，它与动量算符之间遵从基本的对易关系 式氏闳 == 访； w 为实参数， 
在区间 (-^， o >) 内连续可变.有 



= rp ( tj ) 


即 

将 PU { X ) 作用到 > 的本征函数上 


pU (7 j ) = U ( tf)(p + ?]) 


奸⑻、= 0 ( m )( p + n ) w Po = u ⑻ ( p 。 +初 Po 


即 


PU{n)W Po ^(Pq-^ r?)U(tj)y/ p(j 

表明 0( tj )^ P () 是动量算符 p 对应于本征值仇切的本征函数，即彡的本征值可为外切， 


而7取区间(-①，①)内的一切实数值，故卢的本征值谱为连续谱，取区间(-00, 00) 内的一切 
实数值. 


1.38 坐标平移算符的本征值及本征态 

题 1 _ 38 试求算符 f ⑷5的本征值谱和本征函 数集. 其中多为动量算符， 

i dx 

a 为一个给定的实常量. 

解 （1) 先求的本征值谱 •由 算符的本征值方程 


f {a)yr x (x) ^ Xiff x {x) (1) 

出发，将算符 p ⑷]、卩⑻] _1 左乘方程⑴两边再作积分运算/抑:⑶得 

/ W ⑻ [^(a )] 1 f{a)y/ k (x)dx = j ^w[f(«)]' Jl^(x)dx 

即 

/ Kw| 2 ^ = ^| dx = AA*j\^(xfcbc 


得 
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\ Jl \ 2 = 1,即2 （ 2 ) 

式中： a 为算符 f ⑷中给定的实常量，&为标记本征值 A 的“量子数”，它可取区间(-00, o >) 

4 

中的一切实数值.事实上，由六幻=/>是动量算符於的函数直接可知，它的本征值为动 
量算符的本征值 P = 本征值谱为连续谱. 

(2) 再求/⑷的本征函数集.将式⑵代人式⑴有 

f{a)y/ k {x) = t a< V* ⑻ = ^ iha Wk W 
而 

f (-a) n d n , 、 , 、 

nl ^ 

再引人函数七⑻ 

U k (x) = c~ tkx yr k (x), 即％ ⑷ = (x) 

联合式 (3)、 式 (4)、 式 (5)， 有 

u k {x-a)^Y k (x-a) = c~ ika Wk (x) = e~ {ka e lkx u k (x) 

由此得到函数七 Ot ) 满足的条件为 


⑶ 

(4) 

(5) 


u k (x)^u k (x-a) 


式⑹表明，々⑶是 x 的周期函数，周期为 a . 于是算符 f ( fl ) 的本征函数为 


此即调幅平面波. 


y/ k (x)^u k (x)^ 


⑹ 


1*39 轨遒角动量算符4的 Hermite 性条件 

題 1.39 (1) 证明： 为了保证之：=-访#是 Hermite 算符，波函数 v ( r,A 的必须满足 

0 <p 

单值性条件 

W{r,e,<p) =y/{r,0,g> + 27T) ( 1 ) 

(2) 在球坐标系中，粒子角动量的 z 分量-访于是按照关于戈和炱的对易规 

则来推论，人们期望下列对易关系和不确定性关系或许会成立 

■ 

炉， Z/ z = ih (2) 

A £ z ._>| (3) 

试说明：式 (2) 在一般情况下是不成立的，而式 (3) 是和 Heisenberg 不确定性关系矛盾的. 

证明⑴若&是 Hennite 算符，则它应该满足 Hermite 算符的定义式，即对于任意两 
个波函数/、 V 有 

/ /*4^dr = J(4/Vdf ⑷ 
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若/=/_ 、无 关，则由于有4/= 0,因此由式⑷给出 


Jf * i z ^dr = 0 


即 


r 2 drj sin^d^l f ( r , 0 ) — \ j /{ r , 9 ,( p ) A(p 
o Jo Jo d(p 


0 


由于被积函数 r， 部分有任意性，因此要求 


9 


d<p 


^(r,0 9 ^)d<p = i//(n9^) 


In 


0 


o 


又由于炉= 0的方向可以任意选择，故上式亦即 


y /{ r y d y < p ) = y /{ r , d ,< p ^ 2 %) 


(5) 


此即周期性边界条件 (i). 

(2) 由 (1) 所述，欲保证-访 I 的 Hermite 性，函数㈧ r， 武的必须满足周期性边界 

dtp 

条件( 5 ).但是一般来说，如果函数外 r， 艮炉)满足条件(5)，则 v 乘以自变量炉后的结果炉 y 就 
一 定不满足条件(5)，除非 K(r，A^ = Kr，0# + 2n) = O. 故将式 (2) 左边作用于函数 y 上，有 


[<p, 4 W = <Pih¥) - 4 ^¥) 

由于不满足条件(5)，故 4( 例 d 不能表示可观测量，这样就把对易关系式 (2) 的正确性仅 
仅只限制在要求扒 r， 仏的 = y(r，0w + 27i> = O 这样一类特殊的函数上，故式 (2) 在一般情况下 

不成立.且炉与 £ z = 也不是一对正则共轭变量. 

d(p 

显然式⑶与 Heisenberg 不确定性关系也是不一 致的. 因为在球坐标系内，炉的取值范 
围是 [0,2 k ]， 炉属于有限空间，使得不确定量 Ap 也必须是有限的.于是，如果 A 4—0, 

则炉= 0,导致式( 3 )变为0>|的错误结果.既然不能建立 炉与矣 间的对易关系式 

[炉， L ]^\ h , 也就不会有 a £ 2 . Ap > | 的不确定性关系式.但是用炉的一个周期函数/⑽(周 

期为 2 幻去代替炉，就可以建立 /( 的与忌之间的不确定关系.例如 sin 炉和 cos 炉是与&同 
域的 Hermite 算符，有 


得 


[sin < pX z ] = ihcos^D 
[cos < p , L z ] = -ihsintp 


n 2 


(AL z ) 2 (Asin^) 2 > — cos<p 

4 

(AL ) 2 (Acos ^?) 2 >—sirup 

4 


2 
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1.40 Kubo 恒等式 


题 1.40 设两个算符 A 与 B 不 对易： 为参变数，试证明 


A , e ^ 


j\ A§ [A, 


⑴ 


上式叫作 Kubo 恒等式. 


证明 若 〃 = 0，则式⑴两边均等于零， Kubo 恒等式成立若 w 0，则对式 (1) 左边作运 


算去 


d 

da 


A，e 


- a 3 


d f Ae~ aB - ABe ~ a§ - B^ ah 


da 


，% 
A 




-B{ t w A- Ae^UlA^le"^ 




A ， e- 


aB 


+ [A y B]t 


-aB 


⑵ 


对式 (1) 右边作运算 


d _ 

da 


~ U ~ a& f a e^[A,B]e*"^d/l 

da lo 


(-B)e 


-aB 


da 


，a e^[A,5]e"^dA 

0 




0 


^°[A 9 B]t AO dX + e，e 如 [A ， 5]e 


-aB 


-5 e 



c x& [A, B]t~ A§ dA + [A, B]t~ a§ 


比较式 (2) 和式 (3)， 看出式 (1) 的左、右两边满足相同的微分方程，故 

aB 


A ， e_ 



e^[A,B]e~^cU 


成立. 


1.41 压缩算符的转置及 Hennite 共轭算符 


⑶ 


题 1 . 41 定义压缩算符也，汾#⑷ 


\ 


¥ 


A . /K 

Ml =M 


\Ic 


yfc \ C 

A J , A, 

Ml =M 


, c >0. 证明 


l/c 


A 

M ： 


证明算符戶 的转置算符的定义为，对任意的，多⑻ 
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CO 


y/ (x)F T ^(x)dx 


cO 


Fy/ {x)^if>{x)6x 


故 


cc 


\/ {x)Ml <j>{x)6x 


00 


M c y/\x)\<^{x)6x = 4=rf W* 

- J yJC J 


X 

c 


^( jc)dc 


x 


上式中令广，故上式又可写为 



00 


t/r* (x)^(cx)dx = j y/*{x)M l}c ip{x)6x 


故有 M e r = 私 / c , 进一步 ， Ml =( M；) T 




142 算符 & 的转置及嘛共轭算符 


题 1.42 求算符爸的转置及 Hennite 共辄算符(0<一. 


解 


r 2 drdD = JdQ(^V r2 ) 


00 


0 


2 9 

-+ 一 

r dr 


孝 


/ 


(2 d 

U 3 r 




幸 


^dV = j 


¥ 


3、 

Yr 


0r 2 dr<Kl 


T 


¥ 




^dV 


其中 ， dV = r 2 drdn . 所以 


T 


dr 


2 a 
_ + _ 

r dr 


l 


dr 


• (1 3 

- j - 

r dr 


以上推导过程中要求 w 


幸 


2 


co 


0 


0, 


1.43 对 Hermite 算符又 启， 算符 (A + i^) 2 Hermite 性的条件 

题1 .43 A ^ Aj ^ = B , F ^ A^iB t 在什么条件下# 2 为 Hermite 算符? 
解 F 2 = A 2 ~ B 2 + i ( AB - hBA ) 

若户 2 为 Hermite 算符，则有[义紅 =M + 说 = 0. 


1.44 压缩算符在; c 表象中的表示 
题 1.44 定义压缩算符 = 


A 

M c = exp 

~~(p^ + w) 

= exp 

、乂 f … d 〕 
1 + 2lx 

一 I - 

1 

• 

2h 


•八 山 J 

渾 


r> 

证明： （1) M.JEM； 1 --, MJM 

C 


c 


CP ; ( 2 ) MMx) 


x 


Tc'c 
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XA 


证明⑴利用 


X 


2 


B + Z [ A 9 B ]- f —[ A ,[ A , B ]] + '"Mxp + px , x ] = -2 i 鉍，有 

* 


同理 


( 2 ) 


M.xM 








2! 4! 


x 


c 


\ 


A 

x — 

A + i + … 

J 

、 3! 

\ / 


A 

X 


M c pM ： } = cp 


心5士〔_香)卜去) 


y /{ x ) = Yj C n x 


^M^ = Yu C n^~ XI2 ^ 

— ml 


n =0 

4 

1 + 2^:— 
dx 


\m 


J 


X 


ZcX 


X 


mil 2 


(1 + 2 nf x ： 


YjC n x n exp 




k 




Tc 


¥ 


x 


c 


1.45 压缩相干态在: c 表象中的表示 

题 1.45 位移谐振子的基态称为相干态 


j 

¥Q(X — Xo) = t ^ P \ff Q {x) = 


a 


2 


N 


V 


n 


1/4 


e 


2 


(X-Xq)' 


其中， 《 


flG) 

~n 


1/2 


• 定义压缩相干态求％ ( X ) 在 A ： 表象中的形式 


(2) 在该态下求 M ， 知及“.知，并与相干态情况比较. 


解⑴ 


y / c ( x ) = M c i // 0 ( x - x 0 ) 


r c 


n 


X 


c 




J 


卜 2 、 

1/4 

^{X-CXrS 1 

U^ 2 J 


2 c 2 

_ ■ 


(2) 由 Gauss 分布有 Ax 


C - ~2 C 


2 


\fla 


， X = cx 0 ^ X 


2 a 


2 


岵 4 或者由 


(^) C =/[ M C ^ 0 U - J ^)] x [ M c y / 0 ( x - x 0 ) 


dx 
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1^0 (- ^) XM/ xM c )^0 (x-^dx 

j ¥ o ( x ~ 々)( 考 oO -尤 0 )办 = 叫 

: 2 | \/ 0 (x - x 0 )x 2 y/ 0 (x -x 0 )dx = c 2 


同样由 


有 


( Ax ) 


c 


yfla 


c(Ax\ 


{ p ) c = jy / l ( x - x o )- n ( x - x ^ 6 x =~{ p ) 


( Ap ) c =-( Ap ) 




ah 

y /2 c 




= h 
n ~2 


与相千态一样，为最小不确定态，但可调节 c 使 Ax 和卽中一个量增大(减小)而另一个量减 
小(增大)，故称为压缩相干态. 


1,46压缩态的另一种形式 


题146压缩态的另外一种形式 


< PM ) = ^^ c ¥ o { x ) 


其中 


a 2 x 2 

~ 为谐振子基态，力. 


-^ p 


为坐标平移算符 .（ i ) 求朽 ( x ) 在 x 表 


象中的形式 . ⑵证明 <p c (x) 也是压缩态. (3) 证明 M C D^ « . 


解 （1) <p»£y 


、 1/4 a V 

0 2/ 


JC j 


、"4 a 2 (x-XQ) 

e 2 ?~ 


(2) 同上题 ( Ax ) c = 各，(~) aH 


^2 a 

⑶由也細，有 


y /2 c 9 


M 




m ! 




A A A Ak 

M c D x , = D cxJ ^ 
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1 .47 Fourier (积分)变换的性质 


题 1.47 证明 Fouriei •变换性质，若 F [ yOc )] = 0( ㈣ ，则： (1) FU >( jc )] 




\ n 




⑵ F 


■ih— 

dx 


少 （ x) 


J 


证明 （1) 


所以 


(2) 同理 


⑶ 


由 (2) 


丄 £ 

P n ^( P ) ； (3) F [ y/(x + Xq )] = e nPX °^( p ) ； (4) F [ e^VWl = - P 0 ) 


ih— 
^ P ) 


< Kp ) 


ih 




/ 


1 

^Pj 


2nh 


2 , 、 -rpx ^ 

i //( x)e h dx 


v 


/ 


2nh 


2 




ih 




3 p 


y/{x)t h dx 


2nh 


2 r w —-M 

x n y/{x)t h dx 


ih 




d 


^( P ) = F [ x n \ ff { x )] 


F 


访去) ¥ 、 x 、 


P n ^( p ) 


PXQ 


+ = >( jt ) 

d 


e ^ y / ix ) 

謝， 


y ^( x ) 


F[^(x + Xq )] 


f 丄 ㈤ 
t ^\ h ) 


P n Hp) 


(4) 同理可证 




1.48 动量空间的 Schr 5 dinger 方程 

题 1 48 一个质量为讲的粒子受力尸 ( r ) = - W ( r ) 作用，使其波函数满足动量空间 

Schrodinger 方程 
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P 


2 m 


a 


K 


\ 


at 


其中 A = l， 是某一实常数，且 




9 2 d 2 d 2 


dpi dp) dpi 


求印） . 


解根据对应 r <■> 以及动量空间 Schrodinger 方程 


P 


2 m 


+ ^ K ) 


9 

< pipj ) = i —( p ( p 9 t ) 

ot 


得 


V ( r ) = ar 


力 F ( r ) 为 


F ( r ) = - VV ( r )^-2 ar 


149 F = ap^fix 的本征态 


题 1.49 求 Hennite %^F = ap + px 的本征值为 / 的本征态 
解 F 的本征方程为 

d 




其解为 






K/ix-f) 

2hap 


) 


归一化常数为 c， 由归一化条件 


¥ 〜， (x)^ f (x)6x = S(f-f) 


确定 C = (27^ a ) j . 

1.50 算符 ; c + f 的本征态 

QX 


题 1.50 求算符的本征值为/的本征态. 
解本征方程为 


JC + 


d ^ 


W f ( x ) = fy f ( x ) 


解为 
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y/^(x) = Cexp - 


(x-f) 


由于算符非 Hennite , 故其本征值一般为复数，设/=/,+%，归一化的本征函数 


W f ( x ) 


exp - + i/ 2 x 


1.51 两反对易算符存在共同本征态的条件 

题1_51 算符 A 、 启反对易， 「 A ， 身 1 =0, 若 A 、 右存在共同的本征态 

― -J+ 

^¥ ab = a ¥ ab ，^ ab = Wab » 则必有肋 = 0 • 

证明由[又名] + ^=2 a ~^=0, 有❿ = 0. 如宇称算符; f 和坐滿符戈 ，[禾 习+=0 
它们存在共同的本征态沢幻，且 ; r = u = 0. 


1.52 线性算符在连续谱表象中的矩阵元——积分核 

题1 .52 线性算符 A 在0表象(本征值2为连续谱） 

¥\Q) = A ¥ iQ) = I A(Q t Q f MQ r )dQ f 

A ( G ，20 为算符 4 的积分核，是一个普通的二元函数(实际上是 A 在 (5 表象中的矩阵元)，求 

线性算符 A 在^表象中的积分核 A “， jO 与在 p 表象中的积分核 A ( P ， 〆 ) 之间的关系. 

解对任一态矢10，在 X 表象中 


W\x) = Ay/{x) = j A(x,x')^(x f )dx r 


在 P 表象中 


^(p) = M{p) = f A(p,p f ^(p f )dp 


注意到 


1/2 


¥( x ) 


2nh 


f ^( p ) e nPX dp 


把式 (3) 代人式 (1)， 两边左乘以 


1/2 


2 nn 


，对讀分 


27 ifi 




(x)e n dx = 〆(/?) 


H 


2 


2兀方 


擎 

e nP Jdx'ACx.x^Jdp f ^(p r )e^ pX 


2 蝻 


⑴ 


( 2 ) 


⑶ 


对照式 (2), 可知 
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同理 


A(p ， p f ) = ^^jJA(x ， x’)e; (PX PX> dxdx f 


对三维的情况有 


A(x t jc r ) = l ^ (px PX) dpdp r 


2nh 


/ t \3 


乂 ( P ， 〆 ) 


2 %h 



• T ( P ' r ^ ) 

A(r，r )e ft drdr 


A(r ， 〆) 


/ i 


2 rth 


ff A (p^p > 




dpdp 


1.53 算 符上和 的积分核 


r 


题 1.53 求算符丄和 ^ 的积分核 


解在坐标表象中，显然有 
算符為=丄的积分核 


W ) = -< J ( r - r ’) 


算符4 = 4的积分核 


A,(ry) = 4<y(r-rO 


而在动量表象中 


/ 


物， 〆 ) 


2nh ) 



1 —(J? V p -r) 

—S(r —r 9 )^ n drdr 


2 nh 


j 



e 


h 


(p’-p)r 


dr 


1 


2n 2 h(p -p f ) 


2 


上面最后一步利用积分公式—得 


^ r 


l ? 


3 


^liP.P ') 


2nh 



2 


抑一 r> W 


/ ， \3 


V 


2nh 



2 


e 


-( P - P>r 


dr 


2nh j 


3 


2n 


(Wo wo r 



2 


exp 


n 


p 9 -p\rcos9 r 2 smdArd9A<p 


Anti 2 p f -p 
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I 

积分中利用公式 

I - 6 x = — 

Jo x 2 

注意到 A 2 = 為 2 ,可以验证有木0；，/0=]\(^，/0.4(^，，你' —般地，设 A 的核为 
A ( p , p r ), 则 A 2 的核为 

A 2 0 , p f ) = J A(p ,p ff )* A(p \p f ) 6 p n 

1.54 算符 £ 的 Air , €的积分核 


题 1_54 线性算符£的积分核为 L ( y )， 求 f ，^，^ 的积分核，分别讨论下列 算符: 
宇称算符方，压缩算符 M c ， 坐标平移算符 f a ，Jc = ^, p = Ah ~. 


ax 

解 L \^)= m^)T 

L T (U f ) = U^) ( 1 ) 

此， OAd ) 

其中式 (1) 的证明如下， 由疗 的定义 

/ (p\^¥im= ( 2 ) 

/ = // < p \ OL T ⑶ 

在式 (4) 右边，令 f 和 f 互换 

/ -//(5) 


由式(2)、式(3)、式(5)，且 K 炉是任意的，有 

L T ( i ^ f ) = L (^) 

对于宇称算符， W ( x ) = w (- x ), SP 

f n(x,x t )ifr(x t )6x , = y/{-x) = f^(x + x 1 ) y/(x f )6x r 

所以 

n(x 9 x r ) = S(x-hx , ) 


对于压缩算符 A #(; c ) = 




f 财 = + — - x ^\ y /{ x r ) 6 x l 


所以 


M c ( x , x ')- 
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T a y/{x) = y/(x - a\ T a {x,x f )- S(x - a-x f ) 

X(x,x f ) = xS(x-x f ), P(x 9 x f ) = -ih —— S(x-x f ) 

dx 


1.55 已知算符£积分核的形式，讨论 £mHermite 条件 

题 1.55 L ( x〆 ) 为 Z 的积分核，若 : ( l)L = /(:c + x ，） ； (2 )L = /(; c -^ ; (3 )L = / WgOO _ 
当 /， g 满足什么条件时，£为 Hermite 算符， 

解当万=£时，有/^，/)=1：(/,4 = 1^，；0.£为版1111^算符的条件是 ： ( i ) f ( x ) 
为实函数 .(2) /⑻是偶宇称的实函数.⑶ f ( x ) = c /( x )， 其中 c 为实常数. 


1.56 两对易算符的积分核之间的关系 


题 I 56 L 的积分核为 L ( jc 〆 )， [6, t ] = 0, 若 t 为: ( l)x = x ； ⑵ 戶=-访去， 求 6 的 

积分核 G ( jc 〆 ). 

解若 (?= 肋，则 

C ( x , x r ) = J A ( x 9 x n ) B ( xW ) dx ff ( 1 ) 

(1) 算符戈=文的积分核尤(又，太’）=文^>」：0， ^ Gx~xG , 由式 (1) 

j [ G ( x t x ^ dix " - x f ) - xS ( x ^ x n ) G { x \ x l )\ 6 x n = { x - ^)0{^) = 0 
有，这里是任意函数. 


(2) 由 (5 户 = 卢 <5, 且 P ( jc ，：0= - 访 立占 ( 又 - a :，） ，有 

dr 



\dx dx 9 



G ( jc ， y ) = 0 


故 


G(x,x f ) = g(x-x f ) 


1.57 与无多都对易的算符为常数算符 


题 1.57 证明若#与夂戶都对易，则#为常数算符，即 F = /^ 

证明由「戶，戈"| = 0及「#，步"| = 0,有 

尸 0 ，久 ’)= f(x)S(x~x t ) ( 1 ) 

Fix . x ^^ gix - x 1 ) (2) 

由式(1)、式⑵得 f(x) = F 0 = const ，故 

F(x i x , ) = F 0 S(x-x f ) 
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所以 #=4. 

rv A 

另外证明为[以 U P )] = ih ^- = 0 


dp 


> 知， p)]=- ~=0,故 


F = F 0 = const 


1.58 积分核形如算符的本征值、本征态 

题 1.58 #的积分核 F( jc ， jO = /( jc )/(；0, 求其本征值、本征态. 
解由本征方程 Fy /{ x ) = /V W ，有 

f (x^y/ix^dx 1 = fy/(x) 

(1) 方程 (1) 的一个解为 W(；c) = C /U), 相应的本征值为 

/o =J|/O)| 2 ck >0 

(2) 方程 (1.99) 的另一个可能解妁 (x) 满足 

f f\x)y/ x (x)dx = 0 

J -CO 

相应的本征值 /i = 0 ， 即 a ( x ) 与 f ( x ) 正交. 


⑴ 


1-59 若 7 ry /( x ) = v (-又)则 ri ( p { p ) = < p (- p ) 


题 1.59 彦为宇称算符卸 •(：*：)= ，若〆 /?)=/nyu )] 为在 p 表象中的表示 
证明# ( p ) =〆-/?) . 

证明在 x 表象中彦的积分核而>+/)，则在/?表象中 彥的积 分核为 


< ^(PyP ， ) = ~-rj J ^ + xOexp 


n 


(p'x'-px) 


6xdx f 


2nh 


s 


— 以 ” ) x 


dx = S(p^ p f ) 


w ( p )= j ^( p +~ < p {~ p ) 


1.60 算符函数在连续谱表象中的矩阵元——积分核 

题 1.60 A f 且如 n Q) = 4% ⑷，为4的整函数，求 

解任意函数 _) ⑻, F ( A ) = Yj C m^ m 

打 m 

~ =Z a ， n ⑻ ZQA ： =Z^(AM) ⑴ 


• 42 ■ 


量子力学 


n 


由式 (1), 式 (2) 有 


F{q,q ， ) = Y J F iK)9miq> m iq) 


( 2 ) 


1.61 投影定理 

题 1.61 算符#的本征值为力，相应的本征态为妁（/ = 1，2,3,…)，定义投影算符為， 

Pi¥k = ^ik¥i = | •证明 = A ， A? s A • 

[ 0 » ft ^ fk 

证明对任意的 v， 炉， r =乏^〜 ( p = YJwk . 

k k 


⑴ 


PPi^dT^j ^A^]a^ jfc dr = a I -J^V/dr = a^* = J[p t p] y/dr , 故 # = 色 . 


(2) 因为抑 / = 〜％， AV = a i¥i , 故 P 卜 Pr 


1.62 投影算子 


题 1.62 构造投影算子户(文 > 0)， P^M 


咖)， 


解 


显然户 T = A 戶 2 = P ,且 




P = 0{x) 


1， 

0, 


^>0 

jc<0 


x>0 

x<0 


PV ^( x )= 



x>0 

x<0 


1.63 投影算子的积分核 

题 1 . 63 投影算子 p ^ p , p 2 = p t 求其积分核， 

解 p ( x i x t )^ cf ( x ) f \ x f ) 9 且 C - 1 = J * |/w| 2 dbc , 显然有〆=表这是因为 

[pC^’XT = p *( x \ x ) = p ( x , x ) 

以及〆=卢，因为 

p 2 ( x , x f ) = j pix . x ^ pix ^ x ')^ = p ( x , x r ) 

且啟 W = cJVw/V)/ ⑺ d^ = /(x)， 即 /(x) 为多的本征值为 1 的本征态.所有满足 
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f*(xy//{x)dx = 0的 y/(x) 态(与 f(x) 正交)为 p 的零本征值的本征态 


1.64 投影算子的形式 

题 1.64 Hermite 算符 F 有 n 个不同的本征值，力（, 
征值为/；•的本征态奶上投影的投影算子，求 A •的形式- 


1，2,3,…， n) ，算子 灸是向 #的本 


解 




式中： 连积号 fr 中不含有灸的因子. 

设任意函数 r=Z c A ， 只需证明奶，事实上 

J • • 

\Ji- Jk> i j hi — h) 


分母相同其值为 1 


中必有一个为零，即 


yr> (F-f k ) 

ii (fi - A ) 

Pi¥ = Ci<Pi 


s iJ 


1.65 力学量平均值对时间的二次微商 


题 1.65 证明力学量不显含0的平均值对时间的二次微商为 

VZ _ 

dr 

// 为 Hamilton 量. 

证明 不显含/的算符 A 平均值的时间导数为 

冬 ^*(x)A^(x)6x= f ^-[y/ {x)Ay/{x)]6x 

df dN J at 


[f 9 / 

dt 


A— 6x 


dy / 、 

~dt 

/ 


J W* AH yf - {Hy/)Ay/]6x - 


同理可知， A 平均值的二次时间微商为 


= — 


¥ 
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1.66 坐标算符平均值对时间的二次微商 


题 1.66 证明对于一组波包，有 


证明由题意可设4 


^2 

〆 ， 


^ A 2 1 y A A A, 

—X =_(xp + px) 
at m 

考虑到 

2m 


有 


d - 
— x 

At 


~x 2 9 H 

■ 一 


2mih 


^2 2 1 r Ay % 

x ,p ^—[xp + px\ 


1.67 算符整函数与夂，的对易关系 


题 1.67 设阶，/7)是々，外的整函数，证明 

r n dF r .^df 

[Pk， F l = :.^~， [x k ,F] = ih— 

i d Pk 

整函数是指可展开成 Zero? 的函数. 

m^n kj ^] 


证明由对易关系易证 


以 


ip k ， n=t Pk ， ziqr< P miqr[ Pk ，：^ 




/*/=: 


3 


EE c r [-说 

mn jj=l 

h dF 
i 


^P^jk = Z)ZlC『(-ijpf 

mn I^i V 0 X k J 


同理可得 


[ x k , F]^\h 


9 F 


1.68 Baker-Hausdorff 公式 


题 168 给定算符 A 和右，令4=反之=[又身]，4=[足6 1 ；^__，4=^4 1 _ 1 ]，一,若 


^为参变量，则有如下 Baker-Hausdorff 公式 


t XA B€^ xk 


00 ^ n 


先用〆的指数定义式專接验证此公式的前三项，接着作一般性证明. 
证明令 /( 又)= ed 焱，将/(沏按; I作级数展开，有 
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渉？ 


对照上式，只须证明下列关系即可 

/(，)=< 

下面用数学归纳法证明_先验证前三项.将 / u ) 按 a 展开，有 


e AA ^ e - A ； 

[ =(l + ZA + -Jl 2 A 2 +' 

•- B 1-AA + -A 2 A 2 -'- 

上式 右边： 

1 .2 

J 1 2 J 

只含妒 的项的系数： 

A A 

乡=(7 0 ; 



只含乂 1 的项的 系数： ab-ba^[Ib]^c 1； 

只含 A 2 的项的 系数： -ABA + ~A 2 B + ^BA 2 = i[ A, [ A, b]] =U 2 . 


由此可知 


假设 


则 


/W = e 〜 0 e -气 

dyi 


< u 2 2 


e 


^XA 


/ ( Q ) ( O ) = C 0 

/ (1) (0) = c, 

/ (2) ⑼ =4 


d ^ 1 

dAT 


fU) 


AA 


C n ^o 


-AA 


f in ~ l) (0) = C n _ l 


X[ eA 


A —Ai4 

n-\ e 


故有 

得证. 


=Ae^C„-i -e^C n _! e~^A 
= e xA [A f C n ^ AA ^e xA C n c AA 

严⑼ 


1.69 Glauber 公式 

题 i .69 证明#碥 =^ w #= e ~^ 2<? ， 其中 e =[ A , q 且与 u 都对易. 

验证它是上面 Baker - Hausdorff 公式的特殊情况. 

证明令/(幻=##,则 
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d 




dX 


/ W ) = Af ( A ) + = A /(/ l ) + A n Be 

n \ 


XB 


因为[足身]与 A ， 舍对易，易证[上 1 ，右，即有 A n 》= 益 ^ n + n [疋舍]上 1 - 1 ，代人 


上式得 


dA 


，”胃 1 jB 


d + -e 

M Tt • M 


n \ 


(A + B ^ AC ) f ( X ) 


同理，可证 


d 


cU 


m ) = f ( Z )( A ^ B ^ AC ) 


因为 [/，(A + ^ Ad )]=0, 所以，可对上式积分得 


ZA + AB +- A 2 C 

/W = e 2 


C A(A+B) = 


a 2 c 


a ~X l c 


7 -X 2 C 


又可证 ^ V ^ e 2 = e ^ e M e 2 , 只需将上题中的身换成 e # ，且 &=0( n >2), 则 


： ^e^e-^ =2^ A B n e-" A =2— 


ni 


r 


^—(ZCq+A^C^ =e^+^i 


e 


ab+a 2 c 


身与亡对易，所以 


M t XB = e ^ e ZA Q ；, 2 C 


1.70 对易关系的一个重要结果 

题 1.70 设疋启不对易，令<? = ^，身"|，设亡与右对易，即 

■ ■ 


B，C 


0. 证明 


A , B n ~j = nCB n ~\ 


A 9 e A 




kCt xh 


特例 


A，e 


=de 气 [AJ(B)]^CfXB) 

f ( B ) 是可以表成舍正幂级数展开的函数. 

证明用数学归纳法.因为 n = l 时式子成立， jm[l B n ~ l 


( n - l ) C #- 2 , 则 


" A , B rt ] = [ A , M - 


~ A 9 ^ B ^+ bIa , B n - r 

■ J Li ■ 


欲一 l +(n - 1) 乡故一 2 


因为 <? 与否对易， [ AJ n ~\ = nCB n - 1 ,证毕. 


所以 
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A , 


足 ㉞ j 


冗丄又叶又 否叫 = xc ^ 

^ rn \ L 」 V / i ! 


对于特例[又^]只需令上式中又=1，即可得证.对于[足/(由] 


[I fw ] 


n=0 _ 

J^na.Ct- 1 = Cf(B) 




1.71 矢量算符的点乘积、叉乘积与标量算符的对易关系 

题1_71设禾1?为矢量算符， F 为标量算符，证明 

[F,A*B] = [F,A]B + A*[F,B] 

[F,AxB] = [F ? A]xB + Ax [F,B] 

证明 [F,A]^B^A-[F i B]^FA-B-AF'B^A-FB-A^BF 

= [ F , A - B ] 

[F 9 A]xB + Ax[F 9 B]^=FAxB-AFxB + AxFB-AxBF 

= [ F , AxB ] 


1.72 轨道角动量算符与整函数算符的对易子 


题 1.72 设 F 是由 r ' 户构成的整函数算符， ffi 明 


证明 

由题 1.67 结果可知 


[£ 9 F]=m 


dF 蛘一 mr ! 

dr 


[LF]=[fxp t F]^[r t F]xp + fxlp f F] 




1.73 轨遒角动量与动量算符的两个代数关系 


题 1.73 证明 


注在证明这一类题时， 


p xL -bLxp = 2 ihp 


ih(pxL-Lxp) = [£ 2 t p 

■ 

切记算符不可随便交换顺序，利用三个关系式 
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A-(BxC)=-(AxB)'C 

AxCBxC：) = 4 fiC «-( A . 茲 ) c 

(AxB)xC=A a BC a ~A(B-C) 

其中 A ， B ， C 是矢量算符 _ 上面采用了 Einstein 求和约定，以后也一直釆用.再给出几个常 
用的对易子 

[\ ，太 j ] = 0, [Pi*Pjl ~ l X i 5 Z 7 ； ] ~ 

[A»^ 1 ― ^^ijk x k ， C^V*P/] = 谈石 ijk Pk ，， Lj ]= 访石 ijk^k 

以及 

rxr=0 ， p xp = 0, LxL :iHL, L = r xp 

证明用分量来求 

(P 乂“七 xp) x ^p y L z -p z L y ^L y p z ~L z p y 

= [p y ,L z ]HL yt p z ] = 2ihp x 

[ L \ p x ]=[ B x ^ i } y + B z rp x ] 

=[4,色]4+4[4,么]+[4，兎]4+4[4，么] 

= ih [- p z L y - lyp z + P y L z ^ Lj y ] 

= ik(p xL -Lxp) x 

同理，动量在方向的分量，也具有上面的对易关系 .. 


1.74 矢量算符与角动量算符的一般代数关系 


题 1 . 74 证明 


证明 

同理可得 


r jL=L*r =0, p L^L p =0 
(£xp)-p=0, p^(px£)^0 

{py.L)'L =0, £ *(L xj») = 0 


(Lx j p).£=0, L-(pxL)^0 

^p-(Lxp) = 2]fip 2 
p x(L xp ) = -(L xp)xp = Lp 2 

(L-r)^ - r * L • (r x p) = (r x r) ^ p - 0 


p 'L —L -p =0 
{Lxp)^p =L (p xp) = 0 
p (p x£)^(p xp)^£ = 0 
(p xL)-L •( LxL ) = ihp L =0 

JL • (L xp) (L xL) • p ~ihL . 卢 =0 
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下面用到题 1.72 结论 

(Lxp)-L=(2inp -pxL)-L^2i^-L=0 = L-(pxL) 

(p xL)-L =(2if^ ~Lxp)J =2inp 2 =p -(Lxp) 


lP x (£ ^P)l =P ' hP - Piii P) = PjkPj =ikPj-lhe ijk p k )p j =L i PjPj 

l(L ^p)xpl : t ， (p 釣 - L t $ 伽 it -p)p t -L.ip ./) = -V 2 

讨论更一般的结果，若 4 为矢量算符，即 

[ L a ，〜】= ihs ^ Ay , a ， 夕，^ = 1，2,3 


则有 


[L 2 ,A]^ih(AxL-LxA) 


⑴ 


⑵ 


A xL +L xA = 2iM (3) 

上面式⑵的证明如下 

[ l 2 ， a ] = [44， V /?] = 4[4，〜>々+[4 ，^W 多 

+ 访 4 办 ' 4 ^ ^ih(AxL-LxA) 

其中利用了 

A x B = - - e 吻〜 B a e Y 

式⑶的证明：由式⑴ 4 今 = 〜 4+ 加柳 4 可知 . 

LxA =〜?AVr = s a 0 rh A a e r + i? ^*WVV 

= -AxL + 2ihS $r A^ r =-A xL +2iM 

其中 

s a 0 r £ afie = 

附关于矢量算符 4 与角动量 L 的一些代数结果. 

若 [4,4]=< 办弋，则有 


[L 2 i A] = ih(AxL-LxA) 


A xL - \-L xA = 2iM 

(5) 

[L,A 2 ] = 0 

⑹ 


由式 (4) 、式 (5) 、式 (6 ) 进一步得到结果 

(A xL)-L = A -{L xL)= ihA -L 

L -( AxL )= i^-A 

(L xA)'A - L '{A xA) 

A '(A xL)= (A xA)-L 

(A xL)-A - -L-(A xA) + 2iM 2 

A ■(LxA) = -(AxA).L+2iM 2 
L *(L xA) = iftL 'A 
(IxA)*L=iM*L 

Ax(L xA)=A 2 L +iM xA -(A-L)A 

(L xA)xA =-A z L +ife4 xA +A(L -A) 
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不难看出本题结果是上述各式之特例, A ^ P . 

1.75 /?， 〆 的代数结果 


题 1.75 证明 


L 2 ^r 2 p 2 -(r^p ) 2 + ihr^p 


P 


2 


2 


£2 + p 2 = 1 


d 2 2 d 


dr 2 rdr 


注 /v 
证明 


丄 

2 


’1 1 
i A A A 八丄 

-rp^pr- 


J - 1 = (r xp)-(r xp)=[(r x j p)xr]-p / 

■ (p/)Pi~n(p f)p. t = rjPirjPi - r^jrjp. 

^jPi - 制 +^ iJ )r J p i 
r 2 p 2 -inr *p-Pjr/iPi -ihr p 
r 2 p 2 - ihr -p - (fjPj - - ihr p 


其中，用 到了& =3. 


r 2 p 2 +ihr p -(r -p) 2 


在球坐标下戶 = - i W = -访 


/ 


3 

e r — 
r dr 6 


d 


3 


\ 


r ^ rsirup dq>) 


由径向动量的定义 


Pr¥ 


2 


1 


r 


A A . A A 

r jp +p r 


1 


¥ 


_ih 

—T 

-ih 


A 


L.v+-^v+( v~ 


r 


¥ 


A 


2 




¥ 


将7 


iv^r + V-^ = ^ 


r 


代人上式可得 


a 


^=^l- +7 ir 


v 为任意波函数，故有 


良=-访1^+丄) 

or r 


不难得到 


P % r 


dr 2 r dr 


\ 


h 2 vl 


因为 方 r 一 ，(r ^ p ) 2 

dr 


h 2 


dr 2 dr 


，由上面一问得 
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2 


9 2 ) 1 

a^ + r dr 


\ 


争 


+方 2 丄_上 

r dr 


2 . *2 


= P^n 

P 2 ^Pl 


d 


2 


2 9 

_ -|- —. ■ 

dr 2 r dr 


P 2 -Pl 


L 2 J 9 2 2 3 


r 


2 


h 


3 r 2 r 9 r 


注意 题 l. 74 , 题 1.75 证明的是算符恒等式，在证明时应考虑到在它们的后面尚有一 
任意的波函数. 


1.76 厶 P ， 多的混合积与二重叉积 


题 1 . 76 证明 


(Lxp)~ 


L 2 


r 


-*(Lxj?)=-—+ 2A 2 — 
r r dr 

— x(Lxp)-\-(Lxp)x^ = 2ih 




r 


r 


证明 


L = i^r xV = - i ^ 


e 


e 


d 


- 9 d0 9 sin^s? d(p 


所以尤及 ㈣无关，⑹=0’心= 0 


(L x ^)~ = L *f p 


X 


r 


r 


a 

r 


L —— x(-iW) + i* Vx 


L 2 


J 


^ A 

一 ♦(£ x 声 ） = — (2i 喊 xL) = 2ift— 

r r r 


P 


r 


xp 


• L=lh 


2 


L 2 


dr 


r 


x(Lxp)^(Lxp)x — 
r r 


I 




{ LiP )~ 




r 


l A 




Pi 


A 


b\P 


A 


r 
1 

r= — 

r 


^rjL.pj-hiLjp.rj-L.PjPj)^ 

~ l ^ £ ijkh)Pj + - )—~LiPj -ihSjj)— 


L.r-p+ih-L^ihL ^+ 3ihL 

r r r 


L 


A A 丄 

r p,- 

r 


+ 


3 访厶丄 = 访厶 

r 


r a 7 5 7 


+ 3 


喊丄= 




r 
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1.77 关于£，多的几个代数关系 


题 1.77 证明 

(Lxpf={pxL) 2 =-(Lxp)^(pxL) = L 2 p 2 
-(pxL)-(Lxp)^L z p 2 -^4h 2 p 2 

(Lxp)x(Lxp) = -iftLp 2 

证明下面用到题 1.72, 题 1.73 结论 

(L xp) 2 = (2i^p - p xL) 2 

. =(2ih) 2 p xL) 2 ~2\Hp ^ x£) + (p xL)>p] 

=(lififp -p+ipxL) 2 ~2ih[p-(pxL)+p -(liflp-p xL)] 

=ip x£) 2 = (L xp)-(2iflp -p x£) = -{L x/)-(p x£) 
(Lxp) 2 =(Lxp)-(Lxp) = [(Lxp)xL]-p 

=[£.(AL)-4(p^)]A- 

= L j p i L j p i =Lj(L j p i -\%e ijk p k )p i =£ 2 p 2 
~(jp xL)*(L xp) = -(2ifip -L xp)-(L xp) 

=-2i 矽 . (2/ 祕 -px£) + (£xp) 2 

= 4 作 2 +£ V 2 

l(£ XP)^(L xp)l =L ■_ xp)]-^[p.(£xp)] 

= L^p I (L xp) j -L i p -(2\hp -p xL) 

= (Pi^j -ihs ijk p k )(L xp), ~2ihL t p 2 
= pfi .(£ x/) + ift\p x(Lxp)]. - HftLiP 2 

=^[p-(A/)-(p -np^-uhL^ 2 

^ifiPjl^pj-lxfiLiP 2 = ihdp) -ihs ijk p k )pj -lihLip 2 

= -ihLiP 2 

1.78 Schmidt 正交化方案 


题 1.78 设属于某能级£有三个归一化的简并态(妁 ，内， 6)， 彼此线性无关，但不正 
交.试找出三个彼此正交归一化的波函数，它们是否还简并？ 

解可以用线性代数中的 Schmidt 正交化方法.设三个彼此正交的归一化波函数为〜 
^2, e 3 不难证明 

Wi 


^2 




fl 


fi 



A 

h 
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式中： / 2 = W2 -( W2 > 1 ， |/ 2 | 表示爲的模长；/ 3 = ^3 - ( e 2 ' - (^1 - r 3 M , I / 3I 表示/3 

的模长. 

因为是妁，仏,妁的线性组合，所以，它们仍龠并. 


1.79 算符的逆 

题 1.79 设又是一个小量，算符4之逆 P 存在，求证 

(i- m~ l = A ' 1 + AA- l BA~ l + Z 2 A- l BA- l BA - 1 + 

证明右边可以表为则 

n=0 

(A-AB)A- l J^A n (BA- l ) n 

rt^O 


2 nM - 1 )£ r (价 1 y 1 


n=0 


n^) 


Y i X n {Bk- l f =A°(M _1 )° 


^=0 


n=l 


左边 (A — ZB)(A - XBT x 


1.80 算符的导数 


题 1.80 设算符依赖于一个连续变化的参数 f ，证明它对 f 的导数定义为 

在 — 0 s 

证明 （1) 用微积分中的 Leibniz 法则 

!(仏)= lim + s)B(4 + 幻 - A(^)B(s) 
d 岑 ㈠ o s 

- um + €) ^ w )- 女 o ^ + e)m - mm ) 

£—0 S 

^ lim f A(^ + .) - m + A( | + .) - A(^) k - 

^0 S e 

_ 

^ dB dA ^ 

= A. — ■"• + 3 


( 2 ) 


⑶ 


a d dA 2 A-i ^ 

0 = —(A X A)= - A + A 1 — 

叱 

d r 2-u dA ^-1 

—) = -A —A 
^ d# 


A e ^ 


^mr=Y.^omr 1 = 


d^Vnl 
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1.81 Virial 定理的应用 


题 1.81 对幂次势V=a|;c| n ，分别就 a>0 和 a<0 情况，用 Virial 定理讨论存在束缚 
态时， n 的取值范围. 

解 由 Virial 定理因为幂次势是对称势，只考虑; c>0 的一边 • 

«>0,束缚态存在的条件是<7^0 


〈” K 卜「〉 > 0=>">0 

^<o, 束缚态存在的条件是 



>o=>(e}={t+v) = 


n + 2 
~2~ 



<0^-2<n<0 


1.82 态随时间的演化 

题 1.82 对一个系统，物理量算符 A 与泠不 对易.其有本征值为叫 、处， 相应的本征 

态为 


<th 


W 1 +«2 

了， 


也= 


«1 -u 2 

~ir 


这里《1、《2为泠的本征函数，相应的本征值为灼与五 2 , 若系统的初态为為0 = 0)，证明 A 
在 f 时刻的平均值为 


㈤ 


= ^1±^2 

2 


• a i cos 巧 


2 


n 


证明 设初态 


Y(0) = 於 


~~ir 


然后在每个~•乘上相因子 exp(-i<y/)， 


0)： 




. 即得到（时刻的态 


曾 ^ 叫 exp (-+ % exp (- io ) 2 t ) 广 ％ 十 《 2 , % 

糊 a = Ci ~ir +Ci ~ir 

1 1 

= C M +C 2 ^ 2 =-(^ + (l> 2 ) expC-i^f) + - (^, - ^ ) exp(-i© 2 0 

最后一个表达式是 f(m A 的本征态叠加而成.所以 A 的平均值显然是 


{i) = |C 1 | 2 a 1 +|C 2 | 2 a 2 


由式(1)、式 (2) 相等可得 


Q + C 2 = exp(-i 邮)， C x - C 2 - exp (- icD 2 t ) 


因此有 


( 1 ) 


( 2 ) 


⑶ 
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C { = •- [exp(-i^) + exp(-icy 2 0], C 2 = — [exp(-i<^0- exp(-ifi? 2 r)] 

2 2 


2 

将式(4狀人式⑶给出 


C x f =— [1 + C 0 S ㈣ - |c 2 


2 


2 


[1-cos ( 叫 -co 2 )t] 




_ 叫 +G 2 
2 


- fl 2 cos (^zM 


2 


方 


1.83 力学量平均值随时间的演化 


题 1.83 设质量为 m 的一维粒子在势场 V (」 c ) 中运动，其波函数为 〆 jc ，?).（1) 证明其位 
置与动量的平均值的时间演化分别为 

d 


dt 


〈 ㈣ ， 




(2) 解释上述结果的物理意义. 

解 （1) 设4为某一力学量算符，则 


若 A 不显含时间，则 


这里泠为 Hamilton 算符.令 A 


〈A〉 = J y/*Ay/6x 

{a)=Uah^ha) 


i ，则有 

d (x) = ^-(xH-Hx) 




dt 


设 Hamilton 算符为 


2 


2 m 


故有 


•代人式 ( l ) 得 


为了证明第二个关系式， 


xH-Hx^—(xp 2 -p 2 x) 

2m 


d ( P ) 

= 我们有 

d ( phi ([ p ^]} 


im 


dt 


m 


lh 


〈[师 )]〉 


-jV 

-f 




^/dx 




dx 


dx 


( 1 ) 


⑵ 


⑶ 
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在上式中用了结果 


4-y(x)^V(x)-f\w= 

ax ax ax 


A\ff 

dx 


/ 


dV ^ 


L 6x 


¥ 


j 


(2) 式 (2) 的意义是粒子的速度可以用两种等价的方法计算.假定我们有一个可用很好 
的局域的波包表示粒子，在连续的时间 h 和 h 这个波包的位置如题图 U 3 所示， ㈡ i 和 <巧 2 


相应于0和巧时刻粒子的经典位置，所以速度为 


(4 -{^)i 


h 一 t 


1 



题图 1.83 

当趋于0时，上式趋于 f . 另外我们还可以由 Wxv ) 计算动量的平均值 

at 

(p)-Jy/*P^dx 

然后用 m 相除得到速度的平均值，这两种方法相等. 

AV 

因为 F = - Z ， 所以式( 3 )说明力的平均值等于动量平均值的变化率.如果粒子足够局 

域可以用一个足够窄的波包表示，则算符的平均值相当于观察量的经典极限，即式 (3) 相当 
于牛顿第二定律，也是对应原理的一个例子，这就是说当系统可以表示为一个很局域的波 
函数，量子力学必然产生与经典力学同样的结果.式⑶即为 JEhrenfest 定理. 
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2.1 自由粒子波包的扩散 


题 2.1 VU ?) 是质量为 m 的自由粒子的一维 SchrSdinger 方程的解. y ( jc ，0) = Ae 
(1) 求出 r = 0 时，动量空间的概率振幅 .(2) 求出 rOM ). 


解⑴ 


(2nh) 

A 


1/2 


⑽) dx 


(2nh) 


1/2 


exp 


2 




ipx 

~h 


dx 


Aa 


/ 




心 2 、 


2 




J 


(2) 由动量空间 Schr6dinger 方程 

ot 




P 


2 


2 m 


Hp >0 


即 


^(p 9 t) = Bexp 




2 


2mh 


由 MO 时的 y ( p ，0) 知 5 = v (；7,0) ，所以 

^(/?,0 = -^exp 


/ 




a 2 p 2 




2 . 


4ft 2 2mh 




j 


¥{ x y t ) 


r 


{!%%) 


1/2 


exp 


ipx 

T 


¥ip^t)Ap 


Aa 


^la 2 + 2iht / m 


exp 


x 


2 


(a 2 2iht / rnj 


如果我们直接注意到自由空间的波函数可以展开成平面波的线性叠加，则可得到 


W ( xJ ) 


(2nh) 


1/2 


^(p,0)e i( ^^ /；i) dp 


(2nh) 


1/2 


Aa 

^ l 2 h 


exp 


a 2 p 2 


2 


V 


exp 


：i p x p 2 t 

h 2mh 




Aa 广 
2 h ^ fn ^^ 


exp 




2 


ip t ipx 


4h 2 2mh ft 






Aa 


4a 1 ^mthn 


exp 


x 


2 


fl 2 +2 访 " m ) 


x z /a 2 


与前面结果相同. 
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2.2 自由粒子运动的普遍解 


题 2.2 证明 




m 


in •的 i(x-y) 2 m 


2mth 


e lth y/{y,0)dy 


是初条件为 Wx ,0) (设为已知)的波包的自由粒子运动普遍解. 
证明将上式代入自由粒子的含时 Schr 6 ding er 方程 

访 I 平、 x ，= 

dt 2 m dx 


左边为 


ot 


in 


m 、 1/2 声的 


2t{ lidht 


e 


(x-yfm 

^ i^(y 9 0)dy 


m 


、 l /2 你 i(x-y) 2 m 


27 dht 


e 


2th 


„ — — 


y/{y,0)Ay 


又因为 


3 f m ^ 1/2 ^ 00 


e 


i(x-y) 2 m 
~ 2th ~ 


i(x- y)m 
th 


^(y,0)dy 


所以 Schrddinger 方程的右边应为 


方 2 3： W 方 2, w 


2 


、 1/2 從 Hx-yTm 


2m dx 2 


2m( 2mht 


e 


2th 


i(x - y)m V + im 
th ) th 


^(y,0)dy 


‘2 


m ^ ,/2 -. 心 


V 


2niht 


e 


2 th 


2 


(x-yym ih 
It 1 It 




比较可知，左边等于右边. 


m 

2ht 


令 a = ^， 注意到 A = 4( l - i ), 有 


^(xj) = (1 - J ^c ia(x ~ y)2 i/f(y,0)dy 


因为列 y )= ，所以有 

2 苽 


a->cc 


摊， 0) 


co 


S(x-y) y/(y,0)dy = y/(x } 0) 


2.3 粒子在一维无限深方势阱中的运动 

题 2.3 —个质量为 m 的粒子在一维无限深势讲(0<太<^0中运动 ， f = 0 时刻的初态 
波函数为 
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^0) 




凝 


+ COS 


7 UC 


a 


a 


( I )在后来某一时刻?0的波函数是什么？ （2) 体系在£ = 0和？ = 时的平均能量是多少? 


(3) 在？=化时，在势阱左半部 


a 


0< x <^| 发现粒子的概率是多少? 


解 （1) 无穷深方势阱中粒子的定态波函数为 

n 2 n 2 h 2 



，相应的能量 


2ma 


2 


将 r = 0时刻粒子的初态波函数用这组定态波函数展开 


n 


y/{x,Q) = +^ 2 ^ 2 


其中 A 






y ^( x ,0) 




2tzx 


a 


J 


=化时刻粒子的波函数 


= e -^ o / VfeO ) = 


e 


^iE^/h 


( 4 ( [2 , nx 

V?i* sm Tj 


J-sin 2nx 


5 


a 


a 


⑵ f = 0 时，〈£> = jV *( x ，0) 泠 


+ T 五 2 


4n 2 h 2 


5 J 5 ^ 5ma 2 


?0 时，同理可得，能 


量与？=0时相同. 
(3) 


2 


0 


Y (x,t 0 )i//(xj 0 )dx 


a 


2 (e -¥ 柄 +e -^ / %^ 2 ) # (e- i ^ //i ^ I + 一 ,0/ % 妁 ) dx 


a 

2 

0 

a 

2 


AVl 2 + J^wl + ^A A 2WlW2 COS ^ 


dc 


v 


1 

8 . iwc t 2 . 2 2nx 8 . tuc • 2nx 3n 2 ht^ 
—sin — + — sin + — sin —— sin cos -^ 

a 5a a 5a a a 2ma 2 


dx 


2 


0 


_ 4 fl-cos—| + —11-cos 
5a \ a ) 5a \ a 


4 


+ 


5a 


nx 3wc 

cos - cos — 

a a 


\ 


3n 2 ht Q 

2ma z 


dx 


1 16 37i 2 ^ 0 

一 + cos u 


2 15 ti 


2ma 


2 
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2A 


维盒中的粒子 


题 2.4 质量为 m 的粒子处于长为 Z 的一维盒子中 

V = oo, x<0 

-y=o, o< 

V = oo, x>l 


在 f = o 时刻，该粒子波函数为 




r = o , 

求 W ( xj > 0 ) 的级数表示式和级数系数的表 达式. 
解本征函数和相应的能级分别为 


0<x<l 


x > l ^ x <0 


ft 2 f % 

2m i / 


1,23, 


所以 


(«|^0 = 0 )) = 

= WI ?( 


^sinfc 


n 


• 夢 "-^ 


3 


nn 


(l-cosnn) 


4 死(士) [1 ' (_1)n] 


¥i^ 0 = X (n I y/it = 0)) w n ( x ) ex P [ ^ ~f 

V n 


8 !#. 


,/ 2/1 + 1 


(2n + 1) 


wc e 


— iAfW 

2m{ / 


2 


2.5 平面转子 


题 2.5 自由转子-个量子“刚体”，具有惯性矩4，自由地在邛平面内转动， 

多为转角 .（1) 找出其能量本征值和本征波函数; ( 2 )在时转子由波包 

y ( O ) = / tsin 2 0 描述，求在？>0时的 ㈧ 尔此系统的 Hamilton 量为丑 

2L 


解 （1) 写出其 Schradingei * 方程 


% 1 

2 f z '^ 




解此方程可得 
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其中 A 利用波函数归一化条件可求出 


n 


A 



再利用周期边 条侏㈧ 2 ^ = V(0) 可 知&为 整数，故可知 
能量本征态为 




能量本征值为 


nh 2 


n = 0 ? ±l^- 


z 


(2) 《= 0时的波函数 y(0) 用这一组本征波函数展开 


y /( 0 ) = Asin 2 ^ = A 


1 一 cos 2卢）4 4 e 2i # + e" 2i ^ A A 




2 


2 2 


2 


2 4 


(e“W 平） 


冲） =e 


-涵， V (0) 竺[/(-坤+加" z ) + e - i (2^2*"/^ 


由归一化条件， 


2 4 

|A| 2 /sin 4 ^>d^ = l ,有 


A 


2 


-J3n 


2.6 禁闭在一维盒中电子对器壁的压力 


题 2.6 —个电子被禁闭在一维盒子中，并处于基态上.盒宽 l(T iU ni， 电子能量为 38eV. 
计算 U) 电子在其第一激发态的 能量； （2) 当电子处于基态时盒壁所受的平均力. 

解设盒宽为 A —维无限深方势阱中，能量本征值为 

n 2 n 2 h 2 


2ma 


2 


第一激发态 


毛= “丑 1 = 4 X 38 = 1 52(eV) 


2ma 


(2) 利用 Hellmann-Feynman 定理 


犯„(又) 

dA 


(F) 




dV 

da 


dA ^% n { x )6 x J m ^ 


dx 


da 


da 


d 


6a 


dx 

n 2 h 2 


2ma 


2 


J 


n 2 h 2 2 n 2 h 2 


3 


<1 2ma 2 


7.6xl0 9 (cm" 1 -eV) 
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2.7 半壁无限高方势阱 


题 2.7 考虑质点在下列势中运动的一维问题 

V =oo, jc < 0 

- V =0, 

V = V Q , x > a f 

⑴证明束缚态能级由方程 = [五 /(% -五) f 2 给出； （2) 不进一步求解，大致画 


出基态波函数的形状. 

解 （1 ) Schrodinger 方程 
0 < x < a 3 




2mE A 


jc > a 时 

h 2 

边界条件：义 = 0 时 v=0，x->+oo 时 y->0. 合乎条件的解： 0<太<<3时 y = sm (% f 2 mEx / h ) ； 
时 y /二 Ae ^ m ( v 0 - E ) X n , 由 (ln ^y 在 ；c = a 处的连续性可得 賊^ Eafh ) = 


[Ef(V^E)\ Xi \ 

(2) 基态波函数的形状如题图 2.7 所示. 



题图 2.7 


2.8 // = // 0+ il p 的求解 

m 


题 Z8 在势 V(x) 中作一维运动的粒子，其运动决定于 Hamilton 量 


P 


2 


十叩）， 


d 


其中:-访石为动量算子_设<，；^1，2，“.为^的本征值，现考虑 Hamilton 董 
H = H 0 ^~ p . 又为参数. 给定；I、 m 和硿， 求丑的本征值. 

m 


解新 Hamilton 量为 


h = i / 0 ^ A p = £1^ A p+V(x) 

m 2m m 
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㈣ ) 2 一琳 〆 


2m 


2 m 


新波函数 v 与旧波函数〆 G) 间的关系为 


y/ = % ⑼ 方 


其相应的本征值为 




il 

2 m 


2.9 


维束缚态的逆(反散射)问题 a ) 


题 2.9 粒子在一维势场中运动，其束缚定态波函数为 


( 1 ) 


15 


16a 


5 


( a 1 - x 2 ), \ x\<a 
0， \ x\>a 


(2) ^(jc) = 4 ae ~ alxl , -qo<jc<oo 
⑶ y /{ x ) = ^ 2 a 


xc~ aixl t - co < x<oo 


求粒子相应的能级及势场 V( jc ). 

解这是一维束缚定态的逆问题，亦称为“反散射”问题.由 

n 2 d 2 


2 m dx 2 


+ V ( x ) 


= Ey / g ( x ) 


则有 


V ( x ) = E + 


ft 2 


y/ E (x\ -0O< JC<00 


( 1 ) 


lmy / E { x ) dx 2 

如果给定一个定态波函数心⑻，则由式 (1) 可给出V⑻-五，欲分别求出 E 和 F(JC)， 
还需要附加条件，例如设定 V(x) 的零点. 


(1) 对于 




15 


16 a 


5 


(。2 - p), |j^| ^ a 


0, 


X 


>a 


由式 (1) 有 


V ( x ) 


E + 


n 2 


m ( x 2 - a 2 )' 


x 


< a 


oo. 


X 


>a 


取 jc = 0 处 V(;c) = 0, 得 
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n 2 


h 2 x 2 


， V( X ) = I 腦 2 x 2 -a 1 * M < 


⑵利用 


d 2 


x >a 


2<? U ) 及 


y/{x) = y[a^ a]x \ 


- oooc<oo 


有 


V ( x ) = E ^-^^-— S ( x ) 

2m m 


得到 


h 2 a 2 

2 m 


V(x) 


h 2 a 


S{x) 


(3) i//(x) 



，一 oo<jc<oo, 贝 ！) 


V{x) = E^^~^\l-^S{x) 

2m m \x\ 


得到 


n 2 a 2 

2m 


V(x) 


^\y- + S(x) 
m \x 


2A0 


维束缚态的逆(反散射)问题 (2) 


aV 


题 2.10 —维运动粒子处于能量本 征态外 ^:) = Axe 2 ，求粒子所处的 势场, 


解 


羚 2 


V { x)-E + 


h 2 




2m yr 


可得 


若令 V(0) = 0, 则 


V(x) = E-^^ + ^~J^- 

2m 2m 


3a 2 h 2 

2 m 


V(x) 


nW 

2 m 


2AI 


维束缚态的逆(反散射)问题 (3) 


题 2.11 考虑如下一维波函数 


^( x ) = A — 

Uo ； 
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其中 乂，《与冲 为常数 . （ 1) 利用 Schradinger 方程，求位势和能 量五， 对于它们，该波 
函数为一本征函数(假设当时， VU )^0). (2) 在你看来该势与轨道角动量为 /的氢 

原子态的有效径向势有何联系？ 

解 （1) 定态 Schrddinger 方程为 

h 2 d 2 


2m 6x 2 


+ V ( x ) 


y /{ x ) = Eifr ( x ) 


由题中波函数得 


—y/{x) = A- 

QX JCq 


d2 


/ 、”⑽ J 』 

( 、 

n 

( . \ 

X 1 

Uj 

e 為 + A 

1 x 

1 人 


r 1 


e 




dx 2 


4 


e 


-xlx^ 




-2A 


4UJ 


e —，+ A 


4 


xo 


e 


-X/Xq 


n(n — 1) 




•v 4 

由定态 SchrSdinger 方程，两边消去 yU )， 得 


W ( x ) 


E - V ( x ) 


2 m 


n(n - 1) 2n 1 


x 0 x 


4 


当义 400, V ( x )^ 0 , 因此 


E 


h 2 


2 m 


势八幻为 


V(x) = - 


2 m 


n(n - 1) 2n 


2 




(2) 氢原子有效势为 


n 2 i(i + 1 ) 


r 2m 


r 


2 


故 VM 中正比于 f 2 的项与氢原子势中正比于广 2 的项形式相同， K ( JC ) 中正比于； T 1 的项与 
"有关，而氢原子势中库仑项 却与/ 无关，这是两者的区别. 


2.12 


维束缚态的逆(反散射)问题 (4) 


/ \n £ 

题 2.12 设波函数 yU ) = v 4^| “是一维势 V ( jc ) 中的能量本征态，其中木 《， a 为常 
数，当 z — 0 时， V ( x )^0 J 求粒子能量和 V ( x ), 

解由 = 有 

2/d 
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V ( x )= ^. y ^ l +E 

2fi y/{x) 


将 VO ) 代人上式有 


V ( x ) 


2 fi 


n(n - l ) x ^ 2 -—X 




由于 jc — O 时， V ( x )-^0 , 因此 


V ( x ) = —\ n ( n ~ l ) x ~ 2 

2 //L « 


2.13 半壁无限深和有限深对称方势阱存在束缚态的条件 


题 2.13 考虑下列一维势阱(题图 2.13 ⑻和题图 2.13( b )). ⑴对任意小的阱深 V ；.,每个 
阱能有一个束缚态吗？定性解释之 .(2) 对于两阱束缚态能量之间的关系是什么？ 

(3) 对给定能量的连续态，每个阱可有多少个独立解？ （4) 定性解释，怎样才能有这样一些 
束缚态，比起在阱内来，它们更像是在阱外. 



0 ^ -a 0 

⑷ ( b ) 


题图 2.13 

解⑴和⑺两小题的解此处略. 

(3) 对能量£给定的连续态，阱 ( a ) 仅有一个独立解，即在 jc = 0 处# 为零时‘ 驻波”解， 

阱 ( b ) 有两个独立解，对应于沿; c 轴正向和负向传播的两个“行波”解. 

(4) 这等价于要求(以奇宇称解 为例） 

( 处于阱内的概率 _ / 0 、 2 啪 2 論 


e - 2 叭 24 ) S i n 2 f 


A 2 k!a f sin 2 ka\_f e ' 77 
' e~ 2k，a { 一 ~ 



式中$ = 4是在 x = a 处波函数连续条件给出的， 

o sm^ 

k 


ImiVi + E) 
~ h 2 ~ 


l/Z 
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描述 Schrddinger 方程的本征值解的下列方程组 

—岑 cot 含= 7 


h 2 


当 


ImVfi 

~1T 


2 


n + 


2 


K 


2 


n - 0 ， 1 ， 2, 


时，有解 




n + 




2 


n 


7 = 0 

代人上面概率比值的表达式中，可知这时 

/ 


n 


sin 2 爹 


1 


v 


sin 2^ 


- >0 


故只需要 




2 m 


警 

( 1 > 



i n +—' 

% 


l 2； 



n = 0，1，2, 




就会有所要求的情况出现. 
2.14 <5 势阱的束缚态 


题2_14质量为 m 的粒子处在一维短程势 V ( x ) = - V ^( x ) 中，求束缚能 

解 Schrddinger 方程 


/ -2 


n 2 d 2 




2m dx 2 


- V Q S(x) 


y/(x) = Ey/{x), E<0 


在离开原点处， SchrMnger 方程 


ft 2 d 2 


2m dx 2 


Hx) = Ey/{x) 


kx 


V I= Ae w ， x<0 ^ 2 _ 2mE 


y n = AeT 1 ^, x>0 


在原点附近 (- Ad 积分式 (1), 并取极限 s — 0 


lim 

汐 —o 


h 2 d 2 




V 


2 m 


5? + % 在 ( 又 ) ¥ix)ix = limj Ey/{x)Ax 


于是得 


) - y/\~e)] + y/(0) = 0 

" fC 


s^O 


( 1 ) 
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]lm[-Ak^ k£ - Akc^ ke ) + = 0 

ft 4 


得 


由于^一学，所以 


k 




n 2 


£ = 一 


fnVo 
2 


in 


2.15 5 势阱的束缚态中，使粒子处于>|<而的概率为1/2的邱值 

题 2.15 质量为 m 的非相对论粒子在势 V(x) = -a 负 ;c) 内作一维运动.粒子处于束缚态 
求％值，使得粒子处于卜|<%的概率为 I. 


解束缚态茗<0 


h 2 d 2 


2m dx 2 


-aS(x) 


y/{x)- Ey/{x) 




lim 丨 dx ，得 


由 (1), 考虑到 


代人 (2) 得 


¥ X 0^)~^) = -~ a ¥ (0) 


h 2 


±«> 处的有限性，得 

Ae ^, 

5 e 


x<0 


x>0 


k 


2 m 

Y 


E 


( 1 ) 


( 2 ) 


所以 


k = 


Y 


i//(x) = Aexp 


P(\x\<x 0 ) = 2 \a\ 2 Pexp 


f 

Y 

V 

一 ma- 

A 

A 

_ 


1 

J 


2|A| 


h 2 


2ma 


*| >w| 2 办 


-~2ma-^j6x 

I 

1 - expf -2m 


h 2 


2 


x2 A 


2 h 


2 


2ma 


2 


得 
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所以 



而= 


2 ma 


In 2 


2.16 V ( x ) = 


V 0 S ( x \ 


00 


-a < x<oo 
x<-a 


/ 


题 2.16 对一质量为 m 的粒子，有一个一维量子力学势能，如题图 2.16 所示 

V 0 S(x) y -a<x<oo 

oo, x<-a 

2 m V 、 


V(x) 




定义如下量， k ' 哮 ， a 


¥ 


在 r =0 时，粒子波函数完全禁闭在 - a < x <0 的区域 


J 


中 .（1) 写出？ = 0时粒子最低能量的归一化波函数 .(2) 给出能量本征函数 

仏 W = W ⑶， ¥ k i x ) = ¥ki x ) 

所必须满足的边界条件.其中两区域为 ( l )- fl <; c <0 及 ( II ) jc ；>0. (3) 求两区中满足边界条 
件的能量本征波函数(实数的)解，准确到一个常因子 .(4) 时的波函数 y ⑻可表示为能 

量本征波函数的积分 

¥(x) = ^f(k)tff k {x)dk 

指明怎样从解确定 /( A :). (5) 利用/(幻给出一个波函数随时间演变的表达式.经过 
长时间后，&的什么值支配着时间过程？ 



题图 2.16 


解 U ) 要找的波函数 vU ) 满足边界条件 v (- a ) = v ( o ) = o . 对满足这两个边界条件并 
定义在 - a < x <0 中的函数类，有如下一组正交、归 一 、完备基 


A W = 





a 


0， 其他 

这里《 = 1， 2, …. 它们在 [- a , 0] 内满足 Schrodinger 方程，并且 




E. 


2 m 


nn 




所求的归一化的最低能量波函数为 
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nx 


- a < x <0 


0, 


其他 


(2) 这时的 Schr 5 dinger 方程为 

H 2 d 2 


2 m dx 2 


^ ^ V 0 S ( x )^ = Et // 


或 


y / n { x )^ k 2 ^/( x ) = aS ( x ) y /( x ) 


边界条件为 


〆 (— a ) = 0， 〆 ⑼ = y n (0)， y/ m (+00)= 有限 

⑼ -〆 ⑼ =a〆 ⑼ 


最后一个关于导数不连续的条件是将 Schrodinger 方程对包含;^ = 0点的小区间 [ s y e ] 积分， 
令 f 4 0取极限而得. 

⑶满足⑵中方程和边界条件的解为 

\ ff \ ( x ) = c k sin h ( x ^ a ). 




- a < x <0 


Wk ( x ) = c k s ^ n ^( x + ») + s i n ^ jc>0 


0, 


x<-a 


由 (2) 中边界条件可得 


a 


桌 = [喊 


c k 



2 


1 + 


a sin fa ? 1 a sin 2 ka 


k 


k 


1/2 


⑷将？ =0 时的波函数 vCc ) 按上面 h ⑻展开 




f 物 k ( x )6 k 


^ k ( x )^( x ) dx =^ J J f ( k ) y/ k ( x)^* k r ( x)dkdx 


/賴 fc - m =/(*) 


或 


m 


yrl { x ) y /{ x)Ax 


(5) 由于 


^(x) = i^(x,0) 




f ( k )^ k ( x)dk 


所以 


Hx 9 t) 


f ( k ) y / k ( x ) t ， 邱 6 k 


在时，粒子处于宽为 a 的无限深方势阱的基态上，是个波包.当 f >0 时，由于势 
垒的可穿透性，总趋势是波包要弥散到 JC >0 区域.为具体研究起见，先计算 /( 幻 
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f(k) = I c k sinA：(x + fl)* J~sin—dx 
J -a \ a a 


區 c 


cj cos 


k 


n 




x + ka 


k + 


% 


a 


x + ka 


Idc 


7t 2 sinka 


a y a 


k 


2 


n 

a 


才 k 


⑽ 〆 ） = 


n 


a 



Ck 


sin ^2 


sink(x + a ) 


k 


2 


n 

a 


2 


a 


sink(x + a)^—sinkasmkx 


^ t/h dk 


这里民 


n 2 k 2 

2 m 


. 大括号中取上一行还是下一行要视等式的 JC 取值在哪个区域中而定 


当 ？ — 时，振动因子无限加快，而积分号下其余函数关于是正规的（灸 
并非极点），因此对任何给定的; c 值，积分所得的均趋于零.显然，当？很大时， 

数 A 的成分起主要作用，此时粒子实际上已“逃离” [- a ,0] 区域. 

2.17 一维束缚态逆问题 

题 2.17 处于一维势 V (; c ) 中的一个质量为 M 的粒子，其波函数由下式给出 


= 7t/a 

小波 


W( x y 0 


axc ^ x e iyt/ \ x >0 
0， x <0 

其中 a 、 A 和 y 都是正常数 .（1) 粒子处于束缚态吗？为什么？ （2) 测量到粒子的总能量为 
E 的概率密度 P (幻等于多少？ （3) 用已知的量求出 VU ) 的最低能量本征值. 

解该粒子处于束缚态.因为其波函数在无穷远处为零 lim ( KW )=0 

X-4-C0 

lim y /{ x , t )= lim axt ~ Px t iytlh x = 0, 々 > 0 

: t->-co X—-<o 

将 a : > 0 时的波函数 y /{ x ， t ) = axe ^ x e iyt/h 代人 Schrodinger 方程 


\ h ~\ fr ( xj ) 

ot 


h 2 


2 M dx 2 


^ V ( x ) 




则得 


rx 


n 2 


( fi 2 x -2 j 3)+ V ( x)x 


由此可解出 ； c >0 时的势 


v ( x )^- r + 


h 2 



2々 


2 M \ x 

现在求势 V ( x ) 作用下粒子的定态波函数. V £ ( JC ) 满足方程 


• 72 • 


量子力学 


即 


若令 


ft 1 


2 \ 


>0 


2 


d y/ E ( jc ) 2 M 


dx 2 


n 2 


E+r .m ^ n21 


M 


^ E ( x ) = 0 


E f ~ E + y — 


p 2 n 


e 


2 


pn 2 


则以上方程化为 


d 2 y / E ( x ) , 2 M 


dx 


e 


2 




E f + 一 |^ £ (^) = 0, jc >0 

JC 


注意到 ^£(A：) 


x^O 


★o ，即知上式为 / = 0 的氢原子径向波函数⑶所满足的方 


程.这里相应的 Bohr 半径为 


a 


n 2 


Me 2 P 


而能级为 


A 


K 


p 2 h 


I % 2 n 2 2 M n 2 ’ 


n - 1，2, … 


所以 


E n =- y + 


p 1 % 1 f 1 i 、 

^%jr 1 一 TT 


h = 1 ， 2, 


所以，最低的能量本征值为 




容易看出粒子的波函数 y /{ x , t ) = axe ~^ x e m/h oc y /^ ( x )e 




所以 


pm 


1， 

0, 


E = —y 
E^-y 


2.18 V ( x ) = - aS ( x ) + V ’， 



0， ^<0 

V 0 , x >0 


题 2_18 质量为 // 的粒子在一维势场 

V ( x ) = - aS ( x )^ V \ 



x <0 

x >0 


中运动，其中 《 与％均为 实犹⑴ 试给出存在束缚态的条件，并给出其能童本征值和相应 

的本征函数 .(2) 给出粒子处于 nO 区域中的概率，它是大于1/2,还是小于1/2,为什么？ 
解在此势场中的束缚定态 能量五 <0,令 
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£ = -|£|, p 


2 ME 


h 2 ' 


r 


2/4( V 0 + E ) 


h 1 


不包括 X = 0 点的定态方程为 


dx 2 


々 V ⑻， 


<0 


y /{ x) y x >0 


yf { x ) 满足条件 


^/(0 + ) = v((T )， y/(±oo) = 0 

^(o + )- ， (cr) = —_v(o) 


方程 ( 2 ) 满足条件⑶的解为 




Ae 气 jc <0 




>0 


将式 (5) 代人式 (4) 中得 




2jua 

I 


或者 


2 ju ( V 0 + E ) 2 /ja Ylfi E \ 


h 2 


h 2 


h 2 


式 (6) 两边平方，得 




2/ja 


'^0 


显然问 有解的条件是 


亨>〜或 


a 


n \ 

2 M 


这正是存在束缚态的条件.由式 (7) 得 


E 


n 2 


S/ua 




2 "a 


v 0 


即 


E 


h 2 


%fia 




2 jua 


\2 


- V 0 


J 


⑴ 


( 2 ) 


⑶ 


(5) 


⑹ 


⑺ 


相应的波函数如式 (5) 所得，其中#与 r 是由式 (1) 与式⑻决定的已 知量. 常数 A 由归一 


化条件确定为 


A 


，喻、 xn 






j 


粒子处于 X >0 区的概率为 
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2 


Ar e，djc 


o 


^Ty <l 2 


这是因为夕 > o , r > o , 夕 < r _ 


2-19 V ( x ) 


00 . 


x <0, x > a 


aS ( x - all ), 0< x<a 


题 2.19 —个质量为 // 的粒子在一维势场 


V(x) 


x<0 ， x>a 


aS(x-a/2\ 0<x<a 


其中， 《 和“为正的常数， 

解在太 <0 ，义 >0 区， 


求第一激发态能量，并讨论 a ->0 时的定态能量 
5^(^) = 0 . 在 0< z < a 区， y ( x ) 满足方程 

^■^ +aS { x -^ w(x)=EHx) 


及条件 


7 ( 0 ) = 0 ， yr {a) = 0, 


¥ 


a 


2 


W 


a 


2 


¥ 


a 


2 


¥ 


) 


a 


2 




方程 ( i > 的一般解为 


其中灸 = 」¥.如果 a 


( 1 ) 


( 2 ) 


⑶ 


y/ x (x) = Asin(fcc + q> x ), 0< ; c < a /2 
y / 2 (x) = B sin(fac + < p 2 \ a/2<x<a 

0,则 VOc ) 变为宽为 a 的无限深方势阱，这时条件 (3) 变为 


(4) 


V 


a 

2 


¥ 


a 


2 


0 


(5) 


对《 = 0的无限深方势阱，波函数的一般解也是式(4)，但波函数满足的条件是式 (2) 与式 (5). 
a=0ma^0 两种情况的唯一差别是 wXx) 在 x = a/2 处波函数的值为0,则 a # 0对应的条 

件 (3) 就变成了 a = 0的条件(5)，，(为在又=«/2处是连续的.这样的波函数就成为两种势 
阱中的定态波函数.我们可以检验无限深方势阱的定态波函数 





w = 1 ， 2,3, 


看其中是否有满足 条件％ &/2) = 0的.显然《 = 2,4,6,…的满足这个条件，他们也是 
0的势阱中的定态波函数.因此本题的一部分解是 


, v ,2 • rnvc 

%W = a/_ 咖 — 

a a 


E. 


n 2 n 2 h 2 

2"a 2 


2,4, 


另一部分解由方程 (2) 的一般解式 (4) 与条件 (2), 条件 (3) 得到，将式 (4) 代入条件 (3) 得 
(p x = 0, 炉 2 = -ka y B = -A . 于是 
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yr x ( x ) = A sin kx y 0 < x < a!2 

y/ 2 ( x ) = -A sin k ( x - a), a / 2 < x<a 


再将式⑹代人条件 (3) 得 


令 


式 (7) 变为 


-k cot 


ka 

T 



4 - 


ka 

T 


Q 


fxaa 

I 


(常数) 


-纟 cot 会 =Q 



题图 2.19 


⑹ 

⑺ 


定态能量 E 由曲线乃= -fcotf 和直线 y 2 = Q 的交点会 (f = 1，2，...)决定(题图 2.19) 


最低能量为苟 
因为 


2办 2 


pa 


2 




k t Q 
2 


2fiE\ a 

n 


E ; 


離 2 


//a 


2 


K 匕 
1 ^ <% 


前一组中的最低能量为馬 


In 2 % 2 


jua 


2 


n 2 h 2 _ f 2n 2 h 2 

. 可见体系的基态能量 是巧， 第一激发态能暈是忍. 


当《 — 0时(此时 v(x) 为宽为 a 的无限深方势 讲）， 2^0. 由上图看出，曲线 
-Vi =-^cot^ 和直线乃=12的交点《 = W2, 371/2,571/2,…处，相应的能量为 
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E; 


2nfn 2 h 2 

2//a 2 


n t = 1,3,5, 


这正是无限深方势阱中 《 = 1,3,5,…的定态能量瓦. 

2.20 处于谐振子叠加态的〈 X 〉 

题 2.20 考虑一谐振子，令剀和％分别为它的基态与第一激发态的波函数(均为实的 
和归一化的).令4^0+ 5内是某一瞬时振子的波函数，4和 B 是实数.证明 x 的平均值一般 
不为零. A 和 S 取什么值为最大和最小？ 

证明谐振子的本征态仏，《为奇(偶)数时，分别为奇(偶)函数 


〈文卜 | (A^ 0 + By/ X )*x{Ay/ Q + By/ x )dx 
= J + AB*y/^ xiff^dx 


j* 2AB\j/ Q xy/ { dx 


2AB 


I WoWi^x 


= [l-(A-J5) 2 ]| yf 0 x\jr 、 6x 

般不为零.考虑到 A 2 + fi 2 = l，A = 5 = ~^ f , 〈又〉最大 ； A = -5 = 时，〈4最小 


2.21 V(x) = 


i~V 0 S(x% 


00 . 


X 


x<—d 


题 2.21 原子在势壁附近的行为，可以从下面的近似模型出发 考虑: 
一个粒子在一维势(题图 2.21( a )) 


V(x) = 


J-W)， 


x>-d 

x<-d 


^运动.⑴求出当势壁离粒子很远时，对束缚态能量的修正值，还要说明多远才算是“很 
远 ” .(2) 至少存在一个束缚态时， F 。 和4应满足什么严格 条件？ 




解 （1) Schr 5 dinger 方程为 

〆 +誉 [丑 + VW ] 俨= 0, 


x>-d 
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记灸解的形式为 

h 


^( x ) 


| ae to 


+ bt 


e 


kx 


-d<x<Q 


x>0 


波函数连续条件和在 ^=o 处的导数跃变条件给出 

a^b — \ 


k 一 （ ak-bk) 


2mV 0 

H 2 


a^ m +be kd =0 


所以 


e 


2kd 


a 


1-e 


2 kd 


b 


l-e 2W 


k = !^ ( l . c -^ ) 


n 2 


壁远离粒子意味着 w»i， 


则上式右边的々可以用^ ■ 代替， 


即有 


k » 


^^0 


1- 


/ 


V 


2mV 0 d 、 


于是 


E 




n 2 k 2 ^ f mV 0 

2 m 

mV 0 2 


2 


2 h 


2 


2 m \ r 

f 2mV 0 d 

m 

\ 


一 exp 




2mV 0 d 


2 


- 2 exp 


饥 K 2 


2 h 


exp 


h 2 

f ImV ^ 


n 2 


) 


后一项即为能量修正.从上面可以看出，如果要使能量修正很小，就应有 




h 2 


k mV 


o 


这就是“远离”的含义. 


⑵若使有解，从题图 2.21( b ) 中可以看出，应有 曲线户 — e _， 


在原点处的斜率大于 y = A 的斜率，即 

dk 

这时存在一个束缚态解. 


k^O 


_ 2mV 0 d 


>1 


2.22 Dirac 梳 


题 2.22 质量为 m 的粒子束以动量 p = hk}kx 


处人射，受到周期性5势垒 


V(x) = V 0 ^S(x- na\ a>0 


n-0 
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的作用，求能够出现完全反射的动量值. 

解 在 x 表象中直接计算，以便更加形象地分析在各个5势垒处波的反射和透射情况. 
为了便于讨论，先设5势垒总数为 V ，最后再令各势垒位置为 

x = O r a t 2 a ，“.，（ N - l)a 

它们把空间分隔为 W + l 个区域，我们把区域 ( n - l ) a <; c <«^ 作为第 n 区. ； c <0 为第0区， 
x>(N — l)a 为第 N 区. 波函数 yOc ) 满足能量本征方程 


+ 灸 V - — ^° ^ jS(x - na ) y /{ x ) = 0 

n 


在各个区域中，式⑴的解只能取 e ± ife 的形式.设第 n 区中波函数为 
在文=加处，％的连续性条件要求 


¥n (⑽ ） = %十1 (««)， 《 = 0,1，2,…， (# 一 1) 

在 ; c = mz 处， 〆 的跃变性条件要求 


h(na)-i/ n (nd) = 


2 mV 0 

~1 T 


¥ n ( na ) 


在波函数取式 (2) 的情况下，式(3)、式⑷给出 

h - m )e 2 ^ 

Hia ( W ) 

其中 


( 1 ) 


( 2 ) 


⑶ 


(4) 


⑶ 

⑹ 


a 嘌 

各系数 D n 、 弋原则上可以由式(5)、式 (6) 解出.但如果 M 是任意给定的，结果较复杂，这 


里不讨论.下面只讨 i 仑下式成立时有何结论 

严=1， n = 0， l ，2, … 


这时式 (5) 给出 


~"A = ^i -^o 


d x -d 2 =r 2 -r x 


D n - D n^\ = ^« + l - K 

= - Rn ~1 

(最后一个区域中只有透射波， 尽 =0) 以上各式相加，即得 

D 0 Rq = D n 

其中 A 为入射波振幅，馬为反射波振幅，仏为最后的透射波振幅， 


反射概率= 





^0 


透射概率= 


A 


因此 


⑺ 

⑻ 


概率守恒要求 


^r=w 2 +i^r 


⑼ 
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式⑻、式⑼表明， D 0 , 心， 仏作为 复数，如题图 2.22 所示，应该在复平面上构成直角 
三角形的三条边. 



题图 2.22 


式⑺给出 

R n ^ D n =R n^\ + D n + l =…= D n 

式⑹给出 

= ia ( R n + D n ) = iaD N , « = 0，1，2,… 

即 

尺一氏 : '- R ' =^" = - R n _' = iaD N 

容易解出 

—民= \ NaD N> - R t = i(N - l ) aD N ,- (10) 

给定入射波 Aeh 后，由于 | 氏|<|£)。|，当5势垒总数汉趋于00时，必有则式 (8) 

给出 

^ —^ i^ 0 j N — > 0 

亦即透射波概率为0,反射波概率为1,由式 (10) 逐可以看出，各見（《=0，1，2，...)式是同相 
的，其数值则按照等差数列逐级 递减. 各仏也按同样的规律变化. 

2.23 双5势垒中的共振态能级 


题 2.23 如题图 2.23 所示粒子在双5势垒 

V(x)~V 0 [^(a: + a) + ^(x-a)] 

作用下运动，求共振态能级. 



解能量本征方程为 
由于 V ( x ) M )， 所以£>0.令 


(1) 



♦ 80* 


量子力学 


k 


2 mE 


n 2 


(2) 


在处，式 ( l ) 可以写成 

，+ A ： V 〒0 (3) 

解为 y = C 0 S fe 、 sinkx , 在 ; c — to 处 y 并不趋于0,而呈周期性变化.因此，本题没有严 

格的束缚态解和分立能级.所谓共振态是指 V 在垒间区域的值远大于垒外区域 

的值.与此相应的能量就成为共振态能级. 

在文= 0处^应该连续， 〆 的跃迁条件为 


¥’{a + 0) - y/\a -0)- ^^ y /( a ) 

在 x = - a 处也有类似的公式. 

(1) 偶宇称态 

W (- x ) = y /{ x ) 

我们只写出区域的 y 区域的 v 可按偶函数的条件写出.由式 (3) 有 

( cos kx , 

Acoskx^Bsinkx = Csin(fcc + ^X 

由处 v 的连续性条件，应该有如下关系 

cos ka = C cos(ka + 9) 

由 〆 的跃变条件式(4)，应该有如下关系 

C eos(ka + 9) + sin k 0 = ^ m Y ° coska 


(4) 


- a < x<a 


x > a 


作为共振态，要求 C 〜 0，由式 (5) 可得 


cos ka\<$:l 


因此可令 


ka = 


n + 


V 


2 




0 , 1 , 2 , 


2 


代入式 (6), 并略去其中较小的 (: 项，即得 


2 mV 0 I 2 


= tan 在 


(5) 


⑺ 


j 


k (n^l/2) 


U Q 


aU 0 


其中 


U Q 


2 mV 0 


代入式 C 7), 即得 


k »\ n + 


2 


\ 


^oj 
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再代人式(2)，即得共振能级公式 


E 


(n + 1/2) 2 方 2 


2ma 


2 


2 




aU Q 


0，1，2, 


(2) 奇宇称态 




在区域波函数为 


¥( x ) 


sin kx ^ 

Dsin(kx + <p) y 


-a<x<a 


a 


类似的可以求出 


k 


nit 


a 


\ 


aU 0 


1，2,3, 




E 


n 2 it 2 n 2 


2ma 


2 


1 


2 




aU 0 


式 (8) 和式 (9) 可以统一写为 




2 


U 0 , 


1，2,3, 


偶宇称态《取奇数，奇宇称态 n 取偶数. 
共振态出现的必要条件为 


k 

u 0 2 




亦即 


r , 2mV 0 a 
" 0 a =-^-》 n ， 


1，2,3, 


«♦ _ 


在这条件下，对于能量£„来说，5势垒可以近似地认为是“不透明 
近似于宽度为 2 ci 的无限深势阱，式 (10) 中当 al /。— 00，即得 


⑼ 


( 10 ) 


的，双5势垒的作用 


1 


2m 


nnh 

^2 a 


1,2,3, 


J 


这正是无限深势阱的能级公式. 


2.24 5势阱中粒子波函数系数矩阵 

题 2.24 质量为//的粒子在势场 V (; c ) = - a 》0)， a >0 中运动，设粒子能量五<0,它 
的波函数为 


(^)= A &Xx + ^<o 

V 2 (x) = Aje^ + jc>0 


(1) 计算矩阵 M 


4 ) 
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(2) 求能量 S 的值并解出波函数 .(3) 动量的概率分布. 

解 （1) X 夺束缚态来说，由束缚态边条件 y - > 0有 


y 2 ix ) = 


<0 


^>0 


= 0 

由于 v ( A 具有空间反演对称性，能量本征态具有确定宇称，故可判定奇宇称束缚态不存在， 


只存在偶宇称态為=4,故 M 


，即 


0 0" 

1 0 J 

4) 一〔0 一〔0 

oJUJ^U 


\ 


(2) 对束缚态，由前面讨论只存在偶宇称解 


\y/ x {x) = A& 


* 


<0 


>0 


利用 JC = 0处 〆 的跃变条件 


^(0 + )-^(0~) = -_以0) 


解出 E 


pa 

lh : 


2 


，只存在一个偶宇称束缚态(基态). 


归一化的波函数为 


^( jc ) = VIe ^ w > 义=# 


% 2 


(3) #(为在动量表象中形式为炉 ( p ) 


<PiP) 


2nh 


y/(x)t h dr 




\< pip )\ 


2 


2{ftXf 


71 


1 

( p 2 \ n 2 z 2 ) 2 
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2.25 在动量表象中求 解在势 阱束缚态问题 


题 2.25 在动量表象中求解5势阱 

V(x)^-V 0 S(x) 


的束缚态能级和本征函数. 

解 动量表象中能量的本征方程为 


P 


2 


2 m 


9(P) 


V D J(PW = E^(p) 


其中 




2nft^ ^ 


V(x)c TtiP， '' P)x dx = ' V ° 


2nh 


代入式 (1)， 有 


P 


\ 




2 m 


E 


9iP) 


V 0 


j 


2nh 


MW = C 


所以 


< Kp ) 


A 


p -2mE 


将式⑶代入式 (2) 右端，得到 




nh 


p 2 - 2mE mV 0 


此即能级方程.束缚态 £<0 ，令 


k 


\j-2mE 


h 


由于 


dp 


dp 


^ p - 2mE 


p 2 ^n 2 k 2 nk 


代人式 (4)， 有 


k 


n^o 

I 


因此 


E 


h 2 k 2 mVl 


2 m 


2 h 


归一化能量本征态 


♦ ip 、 


2 


(m 


p 2 +n 2 k 2 


2.26 粒子在非经典区的概率(谐振子基态) 


⑴ 


( 2 ) 

⑶ 

(4) 


题 2.26 力常数为*、质量为 m 的谐振子基态波函数为 
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a 


n 


e 


a 


ma ? 0 

~ 




k 


m 


求在经典区域之外找到粒子的概率的表达式. 

解非经典区域是五的区域.基态下 




因此非经典区域为 




X 2 > 


h 


x> 



co 0 m a 



在非经典区域里找到粒子的概率为 

P =r^K-^r 

x V tc 



V^dx = 2 f X 4 =e^dr« 16 % 

n y/n 


2.27 粒子在对称方势阱中运动，阱口刚好出现一条束缚态能级的条件 


题 2.27 粒子在深度为 V 。，宽度为 a 的对称方势阱中运动，求： （1) 在阱口附近刚好 
出现一条束缚能级(五的 条件； （2) 束缚态能级总数， 

解 写出 1 ， 2 ， 3 区内的 SchrMinger 方程 


h 2 d 


2 


2 m d 


¥\ +Vo!^i =Ey/ { ， x< 



2m(V 0 _ E) 
~ h 2 ~ 


2m 


d 2 


2mE 


= ^2=5 sin k 2 x + Ccos k 2 x f k\ - ^ 


~^m +v °^ =E ^ y 音， k l = 

(1) E ^ V q ( E < V 0 ), k ^ O . 将仏分为奇、偶宇称态 

平 2 二 B sin k 2 x ， 奇宇称态 

\^2 = Ccos 々 2 a 偶宇称态 

并利用 V ，^连续， w { (^/ 2) = y / f 2 ( a /2 )cc k x -^-0. 

对于奇、偶宇称态分别有 


¥['~ 

， COS \ = 

= 0 ， 

灸 2 = 

nn 
= 一 ， 
a 

n =1 ， 3,… 


= Ck 2 sin ^^ = 0, 

, n% 

fc 2 = ， 

a 

n = 2,4,… 
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因为么 


nn^ _ 2mE 
a j fi 2 


阱口刚好出现一条能级的条件是 


nn 


2mV 0 

了 


即 


(2) 若 


2mV 0 a 2 


2 m 


7 c 2 , 阱中存在一个束缚态，为偶宇称态; 


若< (2 tc ) 2 ，阱中出现另一条束缚能级，为奇宇称态 
若 (27 r ) 2 < (3 n ) 2 ,阱中出现第三条束缚 能级； 


2 

若 ( mu ) 2 <^^-<[(« + l )7 if ， 出现第 n + 1 条能级. 

_ M M « 

所以，束缚能级总数况=1+ 4%/^，这里的表示不超过的 

m nh nh 

^ — 一 m4 

最大整数. 

2.28 van der Waals 力势场中的束缚态 


题 2.28 分子间的 van der Waals 力所产生的势能可近似的表示为 

CO, x<0 

V 0 , 0<x<a 

V(x) = \ 

_VJ ， aKx^b 

0 ， x>b 

% 

求束缚态的能级所满足的方程. 

解 van der Waals 力即分子间的内聚力，用它可解释表面张力、吸附作用和其他分子 

现象. 此例表现在实际的气体的 van der Waals 气体方程中，束缚态下粒子能量的取值范围 
为 - V ；< E <0. 

当 x <0 时，由于 V ( x )_> ①，所以 ％( jc ) = 0. 

当时， V ( x ) = V 0 , 相应的定态 SchrSdinger 方程为 

-^*■^-^2 W + W = Ey/ 2 (x 、 

令灸卜争 ( K _ 丑)>0 ,其解为 

y/ 2 (x) = ^ 1： ° + Bfi^ k]X 
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当《<文<办时， V(x) = - V t ,相应的定态 Schrddinger 方程为 

h 2 d 2 

n(x)-V^(x) = Ei// 3 (x) 


2m dx 2 


令么 


2m 

7 


(叫+ £)>0,其解为 


t^ z (x) = sin k 2 x + B 2 cosk 2 x 
当办时， V(x) = 0 9 相应的定态 Schr 5 dinger 方程为 

h 2 d 2 

令- k 卜专 >Q ， 其解为 

= 4e M + 5 3 e _v 

根据波函数的有限性，要求吨) 」■卜 > 0,故4=0,于是 


再让波函数满足连续性要求，有 






Wz 


¥a 




:=0=^2匕，故 4+^=0 


x=a 


Wi | x=a ^ sinl^a + B 2 cosk 2 a = Afi k ^ a + Bfi^ a 


坤 =M L a ，故 4 ^ 2 sin M- B 2 k 2 sink 2 a = 為矣 e v - B'kp 


X = 办 


K W ， 故 ^3 e = 4 z S i n ^ + ^2 C0S 


:=* = W L ，故 ~ B ^ e hb = 4 A ： 2 cos k t b - B 2 k 2 sin k 2 b 

要使有非零解，系数屯屯屯尽，马不能同时 为零. 则其系数组成的行列式必须 
为零，有 


= 0 


110 0 0 
0 0 sin k 2 b cos k 2 b - e ~ 

0 0 k 2 cos k 2 b — k 2 sin k 2 b ^ 3 e "^ 

e M e ~* i a -sin k { a -cos k 2 b 0 

K^ k ' a — — k 2 cos k 2 a ^2 silica 0 

计算此行列式，得到超越方程 

tan 明 - a ) = „^ h ^^ + ^sinhy 

kl sinh ^ a -^^ cosh k x a 

因为都含有能量 £ ，故 式⑴就 是束缚态能级满足的方程. 

2.29 限制在圆周上运动且存在一个 5 势垒的束缚态 


题2_29 —个质量为//的粒子在一圆周(周长为 L ) 上运动.如果还存在5函数势 

C \ 

X - 


( 1 ) 


V{x) = ad 


2 


请求出系统所有能级和相应的归一化波 函数. 



解定态方程为 


第2章一维定态问题 


• 87 • 


4 

21 


+ V (勿 


(K 炉）= Ey /{< p ) 


L 


⑴ 


式中 J = /?为圆的半径.以炉)由 = -一 | 令 x = 卽与 [= 2 砍得到 

2 


a 


V(g>)^aS{R((p-n))^^S((p-7t) 

K 


( 2 ) 


d 


将式 ( 2 ) 及 4 =- 〜代入方程⑴中， # 


^.^ + ± d {( p - K ) 


21 d < R 


H9) = ^¥i<P) 


这个方程的解为 


以沪)= Ae _ +Be 


_imf9 


0<( p <% 


y/ 2 {g>) = Cfe 胃 + W 一， n<(p<2n 

其中 m = 0， l ， 2 , ….由 ㈣ 史)在 p = tc 的连续性 条件： yf x ( n ) = y / 2 ( n ) , < ⑼在 p = 0 或 2? c 处的 
连续性 条件： ^；(0) = ^(0), 及 〆 (炉)在炉 = Ji 处的不连续性条件 

兀 )- 妒 ㈣= 当妒 ⑽ 


n 2 R 


得到系数 ABCD 满足的如下 3 个方程 

A + B = C+D 

A - B = C~D 


C - A - D+B 


ilia 


2 


R 


( A + 5 ) 


由这三个方程解得 


5 = C = A , D = -A 

y / x {< p )~ Ai ^ 9 + e _ 一)， 0 << p<n 

y » A ( e —- e ， 


% <(p < 2 % 


即 


\ ff {( p ) = A f sin m < p , Q <( p < 2 n 


粒子的归一化定态波函数与相应的定态能量为 


¥(9) 


y/n 


sin m < p , Q < g >< 2 n 


E 


h 2 m 


21 


= 1，2, 


由于 m = 0 ， y /( tp ) = 0 , 故不含 m = 0 . 


2.30 限制在一段圆弧上运动的粒子 


题 2 . 30 质量为//的粒子被约束在半径 r 的圆周上运动 .（ 1 ) 设立路障，进一步限制粒 


子在 0 < 炉 < %的一段圆弧上运动 


量子力学 


V(g>) 


_ 0 < 史 < 炉 0 

•, q> 0 <tp<2it 


求解粒子能量本征值和本征 函数； （2) 设粒子处于情况 (1) 的基态， 

子仍然处于最低能量态的概率. 

解 ⑴在路障外，波函数 K ㈣ = 0.在路障内，定态方程为 


求突然撤去路障后，: 



% 1 dV ⑷ 

21 d ^ 2 


Ey /(< p ) 


其中 / = Ar 2 . 方程 (1) 的解为 


其中 A 


\2IE 

IF 


Wi¥) = + 5e™ 抑， 0<q><tp 0 

. 由? K 0) = 0 ，得 B = - A ，代人式 (2) 得 


y/{<p)~ —e 初 ) = csin ^>， 0<^< 於 0 


由得 


% 


„ n 2 % 2 h 2 m 

丑 = 17^’ ㈣ ， 2 , 


由归一化条件 


0 


\y/{<p)f dip = 1 


算出归一化常数 c ' i 




¥{< P ) 




sin^, 0< ㈣ 
% 


( 0 ， q>Q<(p<2Tz 

(2) 设 / = 0 时撤去路障，撤去路障后的定态波函数与定态能量为 

E m =^- 9 m = 0 ， ±l ， ±2〆" 

1% 21 

任意 r 时刻的波函数为 


^ o = E c « e_i£m，M -?= 

m y 2 ^ 1 t 


咖 0 )=E 




V^o <h 

% 0， 




%<( p <2 n 


其中系数 


c m =~rt^sin^d<p 

Vm Jo % 

c 0 = ~= r ° sin ^ d ^ = - 


( 1 ) 


( 2 ) 
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粒子仍处于基态的概率为 k / =# 


2.31 计算散射势垒的宽度 

题 2.31 能量为 leV 的电子人射到矩形势垒上，势垒高为 2 eV 为使穿透概率约为10 
势垒大约多宽？ 

解如题图 2.31 所示 17 


h 翌试哪 


V 0 2 


2 d 


-~^2m(V 0 ~E) 

n 


= 4exp 


2 d 


h 


pm ( V 0 - E ) 


h 


leV 

mwm 

\b 



2eV 


b 


题图 2.31 


所以 


d=-n-- T = 8 .i A 

2 pm % - E ) Ige 


232 谐振子基态为最小不确定性态 


题 2.32 证明若 AxAp =^， 其中(却) 
解对谐振子有 


2 


{[ P -( P ) J }^ 则简谐振子最小能量为 


{ x ) = { p } = 0 


因此 


( Ax ) 


2 


X 


〉， 


( Ap ) 2 ^{ p 2 ) 


谐振子 Hamilton 量为 


2 


孖=』-+ 


2 


JC 


2 


2m 2 




P 2 ) 


2 


+ 




2 


2 


2m 2 


+ 


2 


〈 Ax 〉 


2 


利用 


a + b 


(其中 a 、 b 为实数)，得 


{ h L = v{M 2 <M 


2 


(0 


2 


2 


2.33 谐振子能量本征态的演化 

题 2.33 一电子禁闭在一维谐 振子基态，使 得 

W [:: wT〉 =io_1 ° m 

求激发该电子到其第一激发态所需的能量(用 eV 表示 )( 提示利用 Viriai 定理). 
解对一维谐振子 Viiial 定理为 
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因此 


E 0 ^(H)^(T)^(V) = 2(V) = m e o> 2 (x 2 ) 


即 


— ho ) = 
2 




谐振子的 <J^ = 0， 故 


J〈[V-〈x〉] 2 ) =洞=10’ 


因此 


n 


2m e 〈x 2 〉 


到第一激发态所需能量为 


E - h& 


将仿 的表达式代入，得 


£= ^ r 3 . 8(eV) 


2.34 谐振子随时间的演化 (1) 


题 2 . 34 在 f = 0 时，处在谐振子势 V = 中一粒子波函数为 


y/(x t 0) = Ae~ (ax)2n cos ^H 0 (ax) + S ^£H 2 (ax) 

_ 2 v 2 


其中夕和 4 为实常数， a 2 =fV^, 且 Hennite 多项式是归一的 

n 


!： 


〆 [H 0 (ax)fdx =—2 n n] 


⑴写出的 x，r) 的表达式 •（2) 在该态中测得粒子能量的可能结果是什么? 
相对概率为多大？ （3) 在 f = 0 时 〈: c〉 为多少？〈X〉是怎样随时间变 化的？ 

解⑴系统的 Schrddinger 方程为 

0 

ih—yr{x,t)- Hy/(x,t) 
ot 

^ ?) 在 r = 0时取给定值 yr( X> f) ， 因 /f 不显含 f ， 则 


且得到这些值的 


¥ ni ^ t ) = lf/ n {x)Q ] 


tfh 


用能量本征函数展开? K^O) 


H^ n (x) = E n ^ n (x) 



其中 


第2章一维定态问题 


• 91 • 


因此 


a n =j y/ n {x)y/{xfi)dx 

少 (x ， t) = Yja ， n (x)er' 勾 fh 


对谐振子 


¥tt (x) = N n ^ ,2 H n {ax) 


a n =fdxN n 


c- a 2 x 2 / 2 H n (ax)e~ a2x2/2 -A 


9 I 

cos pH 2 (ax) + ^Sh 2 (ax) 


i 4 i 


A 


N 0 慕 cos 风 。 + N 2 ^2V2sin^ n2 


所以 


/ 


yr{x y t) = A 


yfn 


a 


2 


(cos py/ Q (x)e 2niE ^ ,h +sin y?^ 2 {x)t 2 ^ tih ) 


5 


⑵可能测到的能量为馬和馬相对概率为 

P Q COS 2 S 2 n 

-^- = ―= cot 2 B 
P 2 sin 2 p 

⑶由于 V ( Jf ，0) 仅为％ O ) 与％⑶的组合，因此 

y/{-x, 0) = y/(x, 0) 

0时 


{x) = (yr(x 9 0),x^(x t b)) = 0 


平均值不随时间变化. 

2.35 谐振子随时间的演化 (2) 


题 2.35 (1) 对一个一维谐振子势中质量为 m 的粒子，利用谐振子本征态 

⑽ ，写出时间相关 Schi ^ dinger 方程的最一般解 yU ,?). ⑵利用 (1) 证明; c 的期望值〈 X 〉作 
为时间的函数，可写成 Acos ⑽ + Bsin 攸形式，其中 A 、 B 为常数.⑶利用⑴证明对一般 
的势能对时间的平均满足〈 V 〉 = Ue ). 注意等式 


h 


• X( K + 指 h 


2 


解 （ 1 ) Schrodinger 方程 


3 


ift 士 y/{x ， f) = H\f/(x ， i) 

ot 


"不显含（，则 


咖 ）= 6 一鍾咖， 0) 
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展开 W ( x 9 0) 


因此 




n 


H^ n {x) = EJ n (x\E n = 


n + 


2) 


V ⑽ = 2 Xe _ 議么 Cx ) 


( 2 ) 


(jc) = J 6xi//*(x,t)xy/(x 9 t) ~ ^a u a n ,e 


-2iti(E n .-E n )t/h 


Jdx^*(x)x^(x) 


Tj^n' 


e 






n f + l 
— 2 


《 n ，+ i + 



Z 


本 


a 


u 


a ^ J Qi01t+a ^ 




\ 


2 


e 




h 


Acosa)t^Bsino)t 




J 


其中 



B — 


ft 


E ia : 



n + 1 




2 


\ ，— 1 " j 

(3) 势能对时间平均应理解为算符 F 对' yOM) 的系统平均值再对时间 / 平均，由于体系 

状态具有!；= 一 的时间周期，故时间平均只需在一个周期内进行.按题中符号， A 的时间 

(0 


平均记为 〈 A 〉， A 的系统平均记为1 


所以 


v 



2〉 k 啊 


办 ^ J ( n _ + l)(n + 2) e ， i2 ^ 




2 




n=0 

CO 


n + 




v 


2 2 


+ ^ W Yj \ a n a n V (« + 1 )(« + 2) COS (2^ + S n ) 

2 rt=0 
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式中4是 < +1 七的位相.将7对一个周期平均，第二项为零 


另一方面 

得 

两者相比较最后得 


〈屮崎4 


E = ( y /\ H \^) = hmj ] a n a n \ n ^ 


2) 


(E) = E 


( V ) = 2( E ) 


2.36 谐振子势中心加一个很高很薄势垒 


题 2.36 考虑在一维势中运动的粒子，如题图 2.36 所示 

y W ={^ V， H> " 

%， \ x\<b 

其中％»沪//^ 2 »力必，也就是说，在谐振子势中心有一很 

高、很薄、几乎不可穿透的势垒 .（1) 在势垒完全不可穿透的 
近似下，低能量谱是什么？ （2) 定性描述由于势垒有有限的 
穿透率时对能谱产生的效应. 


V (^) 



题图 236 


解 （1) 势垒完全不可穿透.此时势相当于两个具有一壁为无限髙的半谐振子势.低 
能谱对应于通常谐振子的奇量子数 (2 n + l ) 的情况 ， BP 

E n = 2 n + -^ ho , w = 0， l ，2, … 

V 


能级是二度简并的.波函数在坐标原点均为零. 

(2) 势垒有一个小的穿透 • 显然与无势垒时相比，粒子在内出现的概率变小，相 

对地说，在势垒外出现的概率变大.粒子的态中混入了少量的偶宇称解，但在原点附近， 

偶宇称态的概率分布值将大于奇宇称态的概率分布值.与之相应，在 (1) 中能级上，也将混 
入少量的 



数值.由于 〈 M 矩形势垒 k 〉# o , 此势垒的加人，所有能级均要上移.在题设条件下，偶宇 

称态成分的能级移动大于奇宇称态成分的能级移动.并且，随着能量的升高，能级上移也 
逐步变小(对同一宇称态而言). 
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237与给定的谐振子本征态能级相邻的本征态 


题 2.37 谐振子的 Hamilton 量可以用无量纲单位 (m =方=似= 1) 写成 




a 十 ^ 1 

(34 十一 

V 


其中1 ㈣ )’ a ^Ti 


( x -\ p ). 某个未归一化的能量本征函数为 


y/ a = (2x 3 - 3x)g 

求能量最接近％的另外两个非归一化本征函数. 

解首先考察^对应的占有数是多少 


- jc 2 /2 


/ 


a } aif/ Q 


2 


x 


V 


2 


x ~ 


d ) 
dx 


d 

x + — 
6x 


\ 


(2 x 2 - 3; c)e 


- x a /2 


J 


(6: t 2 -3) e ^ 2/2 


d /2 


= 3(2〆 一 3;c)e^ “ = 3% 

可见 仏对 应的占有数是 3. 所以，与仏最相近的两个本征函数的占有数分别为2和4, 
函数为 


波 


/ 


¥\ = W a 


ri 




x + — | (2 x ° — 3 x)g 
dx 


- x 2 /2 




2 in -^ 2 /2 


(2 x z - l)e 




s 


X 


6_ 

dx 


(2x 3 - 3 x)&~ x2/2 -(4a: 4 - I2x 2 +3)e~- 


n 


上面的结果已将无关紧要的常数因子略去. 

2.38 谐振子随时间的演化 

题2_38在时，处于势 V ( jc ) = | ⑽ y 2 ： c 2 中的粒子由波函数 


_ 

y/(x y 0)^AYj 


/ ^ 


描述 、% ( I )是能量为 


n 


, a /2 


Wn (^) 


J 


n 


2 


+ /i 


hco 


j 


的能量本征态， K 、、. ( X ) 求归一化常数 A (2) 给出 r >0 时 KM ) 的表 示式, 
明 ko ^)| 2 是时间的周期函数，指出最大周期 r .(4) 求/ = o 时的能量期待值. 


⑶证 


解⑴ 


(yo,o) ， v(jc ， o))=|A| 2 ^] 


(m+n)/2 


2 


(y/ n ^ m ) = 2\A 


2 
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取 A 为正实数 


( 2 ) 


A 


= e - 沿 " V(jc ， 0) = Z 


V 2 

’ < \ w+1 -i^/i n+ 


Ti) 


e 


2 


¥ n ^) 


⑶ 


kM 2 =E^ ^ 


2 


显然 e _^ ( k 〜是时间的周期函数，最大周期为 


2n 


G) 


(4) 

注意到 




h= < yo , o)，if #( x ， o )) = 

n^O 2 


H + 2 J 


X 


§ 7'-1 


于是 


-n 


§x rt+1 (X-1) 


从而得 


fJL 

Lu rjrt+1 

L 


代入互式中 




2.39 谐振子基态和第一激发态波函数在 /> 表象中的形式 


题 2.39 —维谐振子基态和第一激发态在坐标表象中的波函数分为 


¥ oix ) 


a 

Mh 

n 


2 


4 e + V 




'4 a 广 


% 


4 」以 


axe 


2 


J 


求它们在动量表象中的形式 卿 ( p ) 和的 O ). 
解由 


9iP) 


2nh 


2 fW y/(x)Q^ PX dx 


有 
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炉 oO 7 ) 


2 


2ith 


a 


,4 


exp 




dx 


由广义 Gauss 积分公式 


Jo 


-dx 


dx 



0 2 

4 A 


其中 


X . OeC , Re 又 >0 


Mp ) 




K 


这里 


p=z h 


f 


Mp ) 


2nh 


( 4 a 2 V 


v ^ / 



xcxp 


-—a 2 x 2 一 A 


2 


h 


px 


dp 




J 


上式利用了 




4 c 


a 


do 


h 


亦可利用 Fourier 积分性质，若 F[y/(x)] = 〆 /?),则 F[xi/f(x)] 


ih i Hp) 


2.40 两个能量本征态的能级差 


题2,40已知描述单粒子一维束缚态的两个本征波函数分别为妁， 

」《v 

n = B ( x 2 i - bx - hc)o 2 ，其中 A ， c 均为实常数， - oo <; r < oo , 试确定办， e 的取 

值和两个态的能量差巧-乓. 


解依题意可得 


由式⑴得 


n 2 d 2 

2m dx 2 


^ V ( x ) 


2m 6x 2 


+ V(X) % ( 文 )= 五 2 A 00 


V(x) = E { + {a 2 x 2 -1) 


h ^_ 

2m 


(1) 
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显然 X)=VU)， 具有空间反演不变性，故 fc = 0. 


由〈的 I %〉 


y /*( x ) y / 2 ( x)dx = 0 , 可有 c = "'5， 故 


y / 2 { x ) = B x 2 - 


a 2 x 2 


2a 


最后解出馬-尽 


2 a 2 ft 2 


，另外由节点定理，可直接断定，妁无节点，故为基态，事实上 


妁是--维谐振子的基态波函数，仏可能有两个节点，因为 


在一定的条件下，它有两个节点， 


+ 于是可以判定^为第二激发态且 


C < 


b 2 


2.41 对势场以幻=%(1“严，用不确定性关系估计基态能 


题 2.41 考虑质量为 m 的质点在一维势八；0 = %(;^) 2 ” 中的运动，其中《是正整数， 
V 0 >0, 在定性讨论能量本征值的分布和相应本征函数的宇称 (如 果有的 话). 用不确定性原 
理，估计基态能量的数量级.具体用于 《 = 1 和 n = oo 的情况下，说明迭时 V( jc ) 是什么样的， 

把你的估计同你以前对这些势的知识作一比较. 

解由束缚态和分立谱的知识， VU) 中有无限多个束缚态.能量本征值是分立的.第 
m 个激发态在 E < V ( x ) 区域应有 m 个节点. 

Ax - k -( m -^ l ) n , 但随 m 增大， Ax 也缓慢增大.由 VMal 定理 2r = 2nV ，得 


k 2 x ( Ax) 2n oz 


+ l)n 


所以 


^ocPocCm + l) 2 ”/^ 1 ) 


即一般来说随着 w 增加，能级间隔也增加.因为 V(-x) = V ( x ), 故所有本征态都有确定宇称 

基态和第二、第四、…激发态宇称为偶，其余本征态宇称为奇. 

下面用不确定性原理估计基态能量 


p ，h 




2fi\2b 




卢为质量 


雜值，即盖=0有 
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% +2nV 0 ^ = 0, b 


4 〆 


’ h 2 a 2n ^ 

8 // nV 0 


所以 


五=_4 


， h 2 a ln 

BjmV Q 


\ 


1 时， 以; c ) 为谐振子势 


v(x)=^ = -/^V 

a 2 


上式给出五= 7 /^，与准确结果 一致. 

fc 2 fe 2_2 

=刃时， VOt ) 为无限深方势阱，上式给出£ = -^ •精确结果为 


S /4 U 


2/ia 


242 


个关于一维 Schrodinger 方程本征值的定理 


题 2.42 下面是一个关于一维 SchrMinger 方程本征值4(乓 < E 2 <均<“.)的定理. 
定理如果势 Vi ( x ) 给出本征值 E u ， h ( jt ) 给出本征值&，且有 KOcXRCc ) 处处成立， 
则有 . ( 1 ) 证明这个定理 • ( 2 ) 考虑势 

"/ 、 u A Uka 

2 [a l y \xl>a 

求这个势所能具有的束缚态数目.假设这个数目 iV > l ， 决定 iV 的上界(或下界)， 

提示 （1) 利用 Hellmann - Feynman 定理，考虑一个含实常数; L 的辅助势 

V(A, jc) = (1- X)V 1 (x)^XV 2 (x) 

( 2 ) 选择一个可解的比较势，利用此定理. 

解⑴令7(；1，幻=；11/ 2 00 + (1-；1川00,显然 ^(0 ，； 0=^( ； 0, V(U)=V 2 (;c) 

dv 

V 2 ( x )- v l ( x )>0 


dx 


a2 

P 


H { X )^^- + V { X >X ) 

2nt 


由 Hellmann-Feynman 定理 


AX 


n,/l 


dH(JL) 


dJl 


n，A 


=( n.X 


dV(A,x) 


dx 


n y A 
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2 


6 x >0 


因为关于 A 是增函数， 所以、 = 仏⑼< E„(l) = E 2n . 

jtc 2 

(2) 令^>) = ^-， 则 V ( jc )> t / ⑴. 

设仏 为势 U(x) 对应的能级,则有 E n <(n + 1/2 麵 ( 仿 = 4kl^t) .E n <ka 2 i2 对应于束缚 
态，因为 £„<(n + l /2)— ，所以，在(0，& 2 /2)区间内，以⑶相应的能级数大于相应 


的能级数，所以解 (iV + l /2)^< h 2 /2, 将得到束缚态数目的下限 


mcoa 

^2 h 


2 


另外，若取势 v (； c ) 为一有限深方势阱 


V ( x )^< 


2 


炉， 

0， 


\ x \> a 


\ x\<a 


同理可知， r ⑶的束缚态数少于 VW 的束缚态数，后者为 


2 m(oa 

nh 


+ 1. 所以，束缚态数 


目上限为 


间. 


2 moa 

nh 


2 


( N » l ， 1可以略去).综上，束缚态数目应介于 


nw ) a 2 

知 

Imma 2 

2 h 


nh 

■ 


之 


2.43 束缚态存在定理 


题 2.43 考虑作一维运动的粒子， Hamilton 量为 

2 


H 


P 


2 m 


^ V ( x ) 


其中 V0c ； K0 . 对所有 x 值成立， V (± oo )^0. 且 V 并非处处为零.证明至少存在一束缚态. 
解法一如题图 2.43 所示， V ( x ) = /( x ) .在此势阱内取一方势阱 

\ x\<a 
\ x \> a 


V f ( x ) = 




0 , 


V ㈨ 


且 VXx )> /⑶，对所有 ; c 值成立. 

在势阱中我们知道至少有束缚态存在 


( i //( x )\ H f \ y /( x )} = {^( x )\^- + V r ( x )\ i //( x )) = E 0 <0 

2 m 


2 


在的幻态下 


2 


P 1 



令好的本征态为…⑶,…(这里以分立形式表示本征态只是为方便起见，实际上 

还可以是连续本征态，也可以一部分分立，一部分连续.对连续情形.下式中求和应为积分 
形式） 


量子力学 


rw=E c «^ (x) 


n 


所以 


〈 H •卜 旧 H K 〉 <0 


n 


可见至少有某一态 ¥ M ) 满足 


〈糾咖〉<0 


也即至少有一束缚态存在 • 
解法二取试探函数 


W ( X ) 


"b 

u 


1/4 


exp 


一产 


用变分法.计算 


、1/2 


71 > 


e 


> 2 


%1 d2 +V(x)}e^ bX 6x 




2m dx 2 


b 


xI/2 


It 


21.2 


r 方 \七 2 _^l x V^ 2 +y(x)e 


2 m 


2m 


6x 


h 2 b n 2 b 2 ( b 

2m 2m In 


1/2 


2b 


x 


Ju 

H - 

2b 


t bx2 Ax 


+ 


(y)= 


n z b 

Am 


M 上丄〈V〉 

db 4m 2* w 


b 


、 l/2 


It 


\^x 2 V(x)e^ bx2 dx 

J —so 


会+>斜 0 


所以 


b 


(y) 


2 


㈣ 


4m 


以此代入 〈好〉 ，得 


2( X 




，〉令〉 


2 


㈣ 


4m 


因为对任意X值， VW<0, 且以±00) = 0,所以 


〈 F 〉< 0 ， (/ v)<0 


于是 


2 


〈今〉令〉 >0 

㈣ 4 <0 


+〈 v 〉 
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由五，6的表达式得 


五 <0 ， b>0 


其实，此题中的粒子，只要总能量是某些负值(只要大于〈 V 〉，以使 〈 r 〉 为正值)，不论 y 的 
形式如何(在题目所设范围内)，粒子均不可能运动到无限远处，即为束缚态. 


2.44 


维势存在束缚态条件的讨论 


题 2.44 —个一维吸引势满足 

V ( x )< 0 9 [ 


有限， 


do ： 2 V ( x ) 有限 


(1) 用形如的尝试函数证明这个势至少有一个束缚态 .（2) 假设势相当弱 

/ / CC J*C 0 \ 

dxKOr)，j to ： 2 V ( x ) 都很“小”，对于这个尝试波函数求能量的最佳上界 .（3) 用 

-CO ¥ —CO J 

无量纲的叙述明确表明 (2) 中“小”的的含义. 

解⑴取归一化波函数 £ e -奶 2 ,令々： E ， 贝 II 

h 

2 m ox 


£ 


1/2 


2 m 


iP - p 2 x 2 )^ V { x ) e~^ 2 dx 


f o\l/2 

~pA~ fvw e-^ 2 ck 

4 m [n J J 


8 H 二 h 1 

SP Am 

n 2 




V ( x ) e ~^ 2 6 x 



V ( x ) 


由于々 — 0 时， —->- co ; ^ —>0, 故^ _ = 0 时，至少有一解怂 （: >0) 


从而尝试波函数适用.于是，所求的能量为 

= H ( fL 、 = ’ 〜 - u /,, 


I"- 芒 + {¥iPo)\x 2 V{x)\HP,)) 


一仏 

_ 丨 ■! 

4m 

所以，系统至少存在一个束缚态, 


2 Po { wiPo ) I x 2 V ( x ) I y /( P Q )) < 0 


⑵设 J V ( x ) 6 x = A , r x 2 V ( x)dx = B . 当 A ， 5 都很小时， 


势 VW 只能在 |； c | 较小处 
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有可能取较大的值，而在大处， vu) 必须是快速衰减的，于是 


CO 


A 


e-^V(x)dc « 厂 （1 — /3x 2 )V{x)6x == A - 尽 B 




oO 


x 2 e^^ x2 V(x)dx» 


00 


V(x)6x = B 


由： =0, 得 


h 2 冷 

—I— 

4m 2yjnfi 



o 


nh 


4 


A 


12mB \\44m 2 B 2 3B 


于是，得到能量的一个估计 


E 


^ IIb 

Am V n 


yfnfl 1 

1 沛 4 

A 、 

i 

2 

[人 

卜 4 

4AB 

i 

YlmB ^ 

\ 

i l44m 2 B 2 

3 〜 


12m 

i36m 2 

3% 

J 


对它的最佳下界可如下 估计： 注意 A, 5 均是负数，故云 <0 ,于是有 


E<- hl 


Am 


由于对任意两实数 h & 有 (fl + 幻 2 >4㉛ ，故上界为 


nh 


4 


+ 


A 


v 


y/nh 2 


YlmB V144m 2 B 2 3B 


\2 


E< 


nh 6 


4im 2 AB 


lUm 3 B 2 


1 + 


nh 4 


(3) 由 (2) 知 # = ^ 

B 


含其中 


VteA 2 

12m 


^2 


nh 4 


\44m 2 B 2 


，则有 


e"^V(x)dx« f H °V(x)(l-J9x 2 )dx = A-jSB 

J -co 


e 


-办 2 


V(x)dx « VX0)j* e'^dx - 


V ⑼ 


/2 


略去常系数不影响结果 


在一级近似下有 


^J = A ~ P B 


V(0) 


1 卯 

p xn A 


A 


其中 V(0)<0 


A 




fi 

B 



A B 

+ ‘/-^ + - 

B 2 3B A 


\2 



a \ 


+ 



4ab \b 


A B 
2 + 3 B A 


\2 


第 2 章一维定态问题 


由于 u 皆为小量， 故有： 


『A 


对 B 类似的有 


D ^ x \ 2 V{x)6x 対 B- ^x 4 V(x)dx 

J—CO 

e - 〆 x 2 V(x)dc » V ⑼广 e 々 2 x 2 dc 〜 V^O) 户 

•I-<o 


-3/2 


在一级近似下有 


=> 


V (0)/? 

爾 

o 3/2 n 


1 


B- f 0 f3x A V{x)6x 

J-co 

^ J : (袖 : 


又因为 —-»1 , 故有 

B 


m 

o3/2» 


«1 


综上有 


V ⑼ 


P in A 

V ( Q ) 

/ >3/2 n 


《1 


Cl 


此即以无量纲的叙述明确了 (2) 中“小”的含义. 

2.45 双势阱中态的一些讨论 

题 2.45 质量为 m 的粒子在 f = 0 时刻以下述方式被置于如题图 2.45 所示的 双势阱 中：其 
波函数(在/ = 0时)是一正弦曲线（“半个正弦波”），该 

正弦曲线的波节在左半势阱的两边缘上，如图所示. | _ 十：^ _ 

(1) 求 r = 0 时能量的平均值(用图上定义的符号表 示). ^ ~ H | ~ | n ~ 

(2) 在粒子被释放后的时间，能量平均值是常数吗？为 ^ L W < 

什么？ （3) 这是具有确定能量的态吗(就是说，对它进 (〕 l-J j j 
行能量测量总是给出同一数值)？为什么？ （4) 波函数 颍图 

会从？ = 0时刻的值开始随时间变化吗？如果“变化”， ' 

解释你如何去计算波函数的变化，如果“不变化”，解释为什么不变化 .(5) 有无可能粒子 
逃离势阱(从整个势阱，从两个半势讲)？为什么？ 




a cc a 

~ n I~I n~ 

Lo 

m rnmmmm I 

I i i—i \ 

* I _ 

L ^ nJ i I 


题图 2,45 


解 ⑴ d 


• V 0 - 


h 2 l 

2 nux 


sin(^]dx = ^- V 0 
\ a ) 2 ma 


(2)' 〈句是常数，因为 


0. 
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(3) 这不是一个具有确定能量的状态.因为初始的状态波函数是阱宽为《、阱深无限的 
位阱的能量本征态，并不是这里位阱的能量本征态.它是本问题的不同能量本征态的叠加 
态. 因此，对这个状态的每次测量不是均能给出同一能量数值的，而是以一定的概率序列 
给出一组能量数值. 

(4) 波函数的形状将随时间变化.这是因为符合所给初始条件的解是个叠加态 


9 ^ 

»0) = ^|~sin 


⑽， 0) 


由于五 „随《改变，故的形状将随《改变. 

(5) 粒子有可能逃离势阱，只要符合如下条件 

h 2 n 2 v 

- >Vn 

2 ma 


Yj C n¥nM 


就是说，当势阱足够窄(动能大)、势阱不很深( V 。数值不很大)，粒子总能量为正，即可从整 
个势阱逃离. 


2.46 


维反散射问题 


题 2.46 —个质量为 m 的粒子在势 VCc ) 的作用下作一维运动.假如它处在£ 


为 y 

2 m 


的能量本征态 KW = (7 2 h ) 1/4 e + 2/2 上 .（1) 求粒子的平均 位置； （2) 求粒子的平均 动量; 
⑶求 VU ) ;⑷求粒子动量在 p -^ p + 6 p 之间概率的 P ( p ) dp . 


解⑴ 


( X > = [ 


V n J-oo 


因为 i 为奇函数，所以上式积分为 0. 
(2) 解法一 


則 ― 


w \ x ) 


-ih-^\y/{x)dx = e~ /2x2 / 2 xdx = 0 


解法二这一结果也可以通过下述考虑给出，因为 〆 = 为实数），所以， 
( p ) = ~ifir ^( x )^( x)dx , 上式左边为实数 （/? 为可观察量)，而右边为一纯虚数，故必有 

w —CO 

〈 P 卜 0. 所以在一维束缚态中 〈 p 〉= 0 (—维束缚态波函数，可取为实函数). 


(3) 


Ey /{ x ) - 


% 2 d 2 


2 m d 


2 


^ V { x ) u /( x ) 


2 m 


(- y 2 + y 4 x 2 )^ V ( x ) y /( x ) 


V ( x ) 


—方 V 4 , 


2 m 
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(4) 波函数作 Fourier 变换转换到动量空间 f 积分公式 


yfn 



(pip) 






2 a J 

p 2 

ir 2 n 2 


dx 


4 




2nh\ n 


2 


P(p)dp = (p*(p)<p(p)dp 


- _ i _ 


〆 

2 yV 


24,2 


ny ft 


2 A 7 自由粒子波包随时间的演化 


题 2.47 —质量为 m 的粒子处于一维势阱的基态，使得该粒子被限制在一空间小区域 
内(题图2.47)，在时刻？=0,该势阱突然消失，使得 Z >0 时粒子是自由的，给出在时刻^ 
该粒子单位时间内到达一个相距为 L 的观察者的概率公式. 

解 设初始？ = 0时刻波函数为^(幻，则 


c，，)=〈 2 D 


在 r < 0时粒子被限定的区域 观察者 


〈又| 


Ap 2 tl{2mh) 


卜’〉〈秦 0 〉 dt ’ 



{ jc | e-^ /C2mft) |^> 0 UW 


题图247 


〈爿 


-\p 2 t/(2mfi 


f 私办〈太|〆〉 〈外 V" ⑽>〉〈水〉 


2 nfi 


exp 


ft h 2mh 


27th 


expi _i 


•「 r ? ( x f - x)^fmX , 「•/ , 、 

ip i^ + ^inr r ，exp 1(x "" } 


于是 


1 2 mn cTT Ju x > m 

2tcW ， P L ( ' } m 

^ J-^-exp i(^ - x) 2 

2 \%fit F 2ht 


rn 


dq 




l-i I m 


exp [(x* - xf ^ 0 (x r )6x 

2nt 


若令％ 


2a 


j f 即线度为 or 的 Gauss 波包，则代入积分可得 
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2 N nht % 


2 


^ exp rw 


2^ —+ ^y 

1 2ht 2a 1 




m [ l 
2fit la 2 


n m a xn 


m + i 


^ r exp 


• ht 


于是流密度为 


y = Re[ y/ — 


h 2 xt 

yjna 5 m 2 


1 + 


h 2 t 2 

mV 


3/2 


•exp 


1 + 


ht 


将 ; c = L 代人，即得？时刻的单位时间内粒子到达 L 处的概率. 

2.48 自由粒子波包随时间演化的极限形式 

题 2.48 质量为 m 的一维自由运动粒子，其初始波函数为 y (^，0). (1) 证明： 在充分 
长时间 〖后， 粒子的波函数扩散到下列唯一的极限形式 


/ \ 

^O^-exp^-^jexp W j^- 


2 


其中， p 是初始波函数的 Fourier 变换 

炉⑻ = 




0)6x 


(2) 给出极限值 Um ^ M |^(^ r ) j 2 ^理的物理解释提示 当 a ^ oo 时， 


e" ,ft7r2 ^ —exp -i— S(u) • 

\a l 4; 


解 （1) Schrodinger 方程为 


dt 2m dc 2 


经 Fourier 变换 






oo 


Hm ) 


方程化为 
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y/(k,t) -y/{k,Q)&\p\ -i 


.k 2 ht 


2 m 


其中 


yr{k,Q) = —j= ( dxe^t/ziXyO) = <p(k) 

V 2 n ^ 


y/(k,t) = p(k)exp\ -i 


• k 2 tu 


2 m 


所以 


^( x y t ) 


i p 

\[2 k 

1 广 

ypln ^ 


dfe ! y/[k ， f) 


dk^>(k)exp\ ikx-i 


k 2 ht 

2 m 


\/2n 


exp 


dk - exp -i—(k 

2m{ 


fit 


m 


变量代换，令《 




2 


. K ( . Ht ^ ( y ⑽ 

d ㈣- 以 十、 


由于当 a -> oo 时 


〆 ^ /^expUi^j^w) 


因此经充分长时间后 (/ 4 00 ) 


exp 




2nm ^ ( .% 

—^)*exp -a- 


所以 


W(^yt) 


yjln 


• mx f , ^ \ n \ ^ ^ ) f . 7 i 

exp s L d % 叫 々 H—i 


2 


y /2 n 


exp l 


j2nm 

\hT 


.n I \ mx 

eXP ' X 4 


jm 


• % 


ex v : expi in ¥ 


( 2 ) 


| r (^0| 


2 


m (na 

— q> 一 

fit V ht 


由于炉⑻是 Y ( x ，0) 的 Fourier 变换，所以 


f:\mfdk 


|^(jc,0)| 2 6x 


于是一方面 
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\t//(x y t)\ 2 6x 


I trux - 


\<pikf6k 



j ^(^0) j 2 dc 


表示总概率守恒，另一方面，对 f —00 的极限情况 


| 咖 )| 2 4 _| 2 = 0 . 去 [ w(x,0)6x =0 

2 兀 W , 


表示粒子的波函数将无限地扩散. 


2.49 83 Bi 212 的衰变的量子模型 


题2_49放射性同位素 83 Bi 212 衰变成 81 T 1 2 G 8 , 同时放出能量为 6 MeV 的 c ? 粒子.⑴为 
了计算寿命，首先讨论如题图 2.49( a ) 所示的有限髙势垒.计算一个质量为 M 的粒子从左面 
人射的透射系数7 1 ，粒子能量为£，并设 T « l . (2) 利用上面的结果，对 83 ：^ 212 的寿命给 
—粗略的数值估计，选择敏感的势垒参数来近似 a 粒子势. 

解 （1) 若 r « l ， 在又= 0处的反射就好像势垒为无限厚一样，因而有 




ikx 


+ (q - l)e 


x<0 


y/{x)-U^T kx , 0<x<b 


其中 V 


2m(V 0 -E 0 ) 


，“摩，所以 


ik(2- 气） = 一 k% 或 ~ = 


2k 
k +ik 


考虑在 6 处的反射，有 


i//(x) = e~ k，b - ?! 「 e~ k，(x ~ b) + (t 2 - l)e kt(x ~ b) \ 0<x<b 

_ ■ 

W{x、= t x t 2 e~ k，b • e lk( - x ~ b \ x>b 

- kX 2- t 2 ) = ikt 2 或 = 2 ikH(k + ik ’) 

T = t x t 2 t k，b 

m 2 k ， 2 ^ b _\ mVo - E ) _ 2k , b 




(b) 


题图 2.49 


⑵估计 Wi 212 的 a 衰变的速率，如题图 2.49( b ) 所示，我们可以把静电场 (6 MeV 的 a 粒 
子感受到的)视为势垒.垒宽 
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he 162 2 xlO ~ 11 MeV*cm 


6 MeV 6 x 137 MeV 822 


MeV 


3.9 xl 0 _ 12 cm 


T 1 的半径 R=lx KT 13 . [208] 1/3 = 6 x 10 _13 cm . 这样我们有 


y 0 = 6 MeV x 3,9x10 - m = 39 MeV 
0 6 xl 0 ' 13 cm 


假定有 


V 0 R = E a r 0 


a 粒子在 81 TP 8 的核内以速度 v 运动，每秒撞壁次数为 


跑出去.所以 83 Bi 212 的寿命为 


-13 


R 1 6 x 10 


3 xl 0 10 


xe 


2k f r 0 


2 xl 0^ 23 e 6 °=2.3 xl 0 3 s 


这样，每秒就有士叶的概率 

A 


2.50 V(x)~ -g[S(x-a)+S (^+a)] 

题 2.50 质量为 m 的粒子在 一* 维势场 V ( x ) = - g [5( n ) + <^Cx + fl )] 中运动， 
零的常数.求基态能量本征函数，并导出联系 g 和能量本征值的方程. 

解 SchrMinger 方程 

方 2 

--—• — - a ) + S(x + a )] y /{ x ) = Eyr ( x ) 

2m 6x 


g 是大于 


设丑 <0, 灸 


2 mE 

~ w ~ 


. 在1，2, 3 区解得其波函数为 




X ^ 一 \ 


y /{ x ) = < B sinh kx + D cosh kx , | jc [< 


[ Ce -' 

将 2 区的波函数分为奇、偶宇称态，由波函数 连续: 
对奇宇称态 


x>a 


Ae 


Ce 


-kx 


B sinh kx \ x __ a » Ae _faI = -B sinh fez 

B sinh kx \ , Ce _Aa - B sinh k 


得 


A = — C 9 


sinhfea 


对偶宇称态 


A € 


Dcoshfcc ) _ , Ae— te ^Dcoshka 


-kx 


Dcoshfcc|^ a , 


Ce" te = Dcoshka 


得 


量子力学 


A = C , 0 =— —— 

cosh 

在区域 (-fl -s % -a-^r £), {a-s,a-¥s) 分另！ 1 积分 Schrodinger 方程，得 

¥ X-a + e)- ¥ X-as) = - 2 -f ¥ i-a) 

y/\a + f > — y/\a-s) = -^~\f/{a) 

h z 

将1， 2, 3 区的波函数根据奇偶宇称代入得 


奇宇称 


偶宇称 


化简后得 


Bkcoshk(-a)-Ake k( ~ a) =-^-Ae A(-w 

fc 


-ka 


ChT - Bk cosh As 


2mg 

I 


Ce 


-ka 


Dksinhk(-a)- Ak& k{ - Q) = -^-Ac k{ ~ a) 

h l 


-ka 


CkeT 似 一 Dk sinhika 


2mg 

I 


Ce 


i - e - 2 ' 


奇宇称态 


-2 to 


l+e ，， 


偶宇称态 


因为 £ ocP ， 且£<0,所以偶宇称态能级更低，偶宇称态为基态，所以基态波函数为 


¥( x ) 


D cosh kae^t^, x\> a 

D cosh fee, x\<a 


由波函数归一化求系数 Z ) 


(Dcoshkae ka eT kx ) 2 dx+ ! (Dcoshkx) 2 dx 


2ka 


+ Ikd + 1 

'lie 


i - l /2 


2.51 方势阱的透射 


题 2.51 考虑一维方势阱如题图 2.51 所示 


V(x) 


0， 


x<0 

0<x<a 


x>a 


-Vo 


题图 2.5 J 


其中 v 0 >0_ 如果一质量为 m 、 动能为 E 的非相对论粒子从左人射， 
问透射概率为多少？ E 为何值时该概率为1? 



第 2 章一维定态问题 


• 111 ♦ 


\kx 


解 


y/{x) = t lKX + ReT lkx , x<0 

^( jc ) = 5 e +ifcv , x>a 

y/{x) = Ac^ + Be~ ikx , 0<x<a 


其中 


k 


2mE 


由边界条件确定 


h 2 

x = Oj^Rx 


k f 


2 m (£+ V 0 ) 


n 2 


a 齡 (x) 9 连续 


S 


l+R=A+B 
k(l-R) = k\A~B) 

Ae 的 + Be- 約 = Sc ika 

k\Ae k，a -Bt Wa ) = kSe k，a 
_ 4kk r e~ ika 

(k^k f f^ a -{k~k , fe k，i 


透射概率为 


5 


2 


Ak 2 k a 


4(kk l cosk f a) 2 -¥(k 2 -k ,2 ) 2 sin 2 (k f a) 


w 2 2 fe 2 

要达到共振透射，必须满足 = 即入射粒子动 = 时，发生共振透射， 


2ma 


粒子的透射概率 

2.52 势阱的透射和反射 

题 2.52 考虑势能为 V (; c ) 的一维系统 


V(x) 


0, 

其中 W 为正常数.若一能量为£的粒子束从 ; c 
考虑 E 的所有可能值 • 

解如题图 2.52 所示 

V 0 , ； c >0 


x>0 

x<0 


处人射，其透射率和反射率各为多少? 


V(x) 


E 


V 0 


0, 


x<0 


d 


V(x) 


6x 2 


h 2 


题图 2,52 


可令 


ikx . 一 一 ifct 


yr{x) = e + re 


k 


2mE 


\ 


h 2 


j 


当文 >0 时 


d2 "^^”0 


6x 2 


n 2 
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(1) e < v q 


d2 ^ v = 0 


6x 2 


h 2 


考虑到时的 0 有限，得 


y/{x) = te 


k ， 


2m(V 0 - E) 


h 1 


由连续性条件 


1 + r = / 
Uc-ikr = 一 tk 


得 


r 


k，+ik 少 ik，/k 
ik : k， = i + ik，/—k 


所以反射率 


R 


r 


2 


透射率 


r=i-/? = o 


(2) E>V 0 ,x>0 


/ 


d 2 2m(E-V 0 ) 


K 


dx 1 


h 2 


y/(x) = 0 


J 




\Wx 


k f 


2m(E-V 0 ) 


n 2 


(考虑到时只有出射波) 


l+r^t 
ik 一 ikr = ik’t 


得 


r 


k，-k 
k’ + k 


所以反射率 


R 


k，-k 

F+I 


2 


透射率 




4kk 


(k + k，) 


2.53 势阱的反射 


题 2.53 —质量为 m、 动量为 p 的粒子从左射入阶跃状势垒，计算下列两种情况下粒 
子向后散射的鮮⑵ 
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解如 


图 2.53 所示， Schrodinger 方程为 

〆 d 2 ImE 


dr 2 n 2 

d 2 2 m 


y/{x) = 0 ， x<Xq 


j 


dx 2 n 2 


( E - V 0 ) 


\f/(x) = 0 ， x>Xq 


V(x) 


Vo 


题图 2.53 


( l ) E < V 0 




e i 々 ㈣ +相命 乂 




X>Xq 


其中考虑了 X — ^时 vOO 有限条件.连续性条件为 

i + r^t 


\k -ikr = - k’t 


所以 


k f + lk 


反射概率 


R 


r 


2 


(2) E > V 0 


Hx ) 




， ㈣ ，文>々 


(考虑到时只有出射波) 


l + r = / 
ik-ikr = ik f t 


所以 


k-k 

k+k 


反射概率 


k 


2 mE 


h 2 


J 


k ， 


2 m ( V 0 - E ) 




n 2 


/ 


k 


2 mE 


n 


2 


/ 


k 1 




2 m ( E - V 0 ) 
~ h 2 ~ 


\ 



童子力学 


iHH 


k'-k 

¥Tk 


2.54 粒子自势阶方向入射时的透射、反射 

题 2.54 若粒子从右边人射，求一维阶梯势的反射和透射系数，一维阶梯势为 

… K ^>0 (^>0) 


vw = | o ； 

解粒子从右边入射， 所以 E>V 0 

入射波 

反射波 

透射波 


^<0 


Wi= A# 
\ff x = Be 却 

yr x = 


其中 




由波函数及波函数的一阶导数连续条件得 


Ac^ x +Be^| =Ce 知 

x=0 U-0 x^) 

邱叫 -Bk { e^ x \ = a 2 e^ 


得 


A + B = C, (A - B)k r = Ck 2 


由上式可解出反射系数 

/?| 2 = - 

4 

透射系数 |7f =1- 问 ' 


ky ~ k 2 

K +k i 


4^% 

4^% 


\2 


_ Yl 


i2 


注意透射系数不能用了， . 送是因为，透射系数的定义为 r = 互， j • 是概率流密度， 

A h 


正比于々，因为势垒两边的波矢不同，所以不是简单的 


2.55 势阶反射比率 

题 2.55 用量子力学的观点讨论，一质量为 m 的粒子束沿正 jc 方向以能量 £ 向； ^0 处 

的势阶动运动 • 当 x<0 时，该势为 0 ， x>0 时为 #. 问在 x = 0 处被反射的粒子比率有多 

4 

大？ 


解 Schrddinger 方程为 
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v ff +^： V = o ， x <0 

f k \ 2 

^ ff + - ^=0, ^>0, 势为^ - 
\2 J 4 

式中 k = sl ^， h , 合乎题意的解为 

认0时 y = e 似+戊也 

x>0 i^ = te y ° c/2 

由波函数在; c = 0 处的边界条件，有 

[\ + r = t 

k(l 

所以 

粒子被反射的比率为 

2.56 势垒的透射 




题 2.56 考虑一个近似由平面波描述的粒子束沿; c 轴从左人射到势 V(;c) = W(;c) 上， 

7 > 0 . 5⑻是 Dirac S 函数.⑴给出; c < 0处波函数的形式 •（2) 给出 jc ;> 0时波函数的形式. 

⑶给出波函数在两个区间之间的边界条件•⑷计算透射概率. 

解⑴在; c<0 处有人射波和反射波你_&，所以 

y /{ x ) = e ifot + jc <0 

⑵在; c>0 时，只有透射波 Se' 所以 

^(jc) = .Se ,fo: , jc>0 


(3) Schrodinger 方程为 


h 2 d 2 

2 m dx 2 


/ W + yS ( x ) y /{ x ) = Ey /{ x ) 


所以 


波函数在 x = 0 连续 
(4) 由 (1)、（2) 和 (3) 


^(0 + )-5/(0-)=学 V ⑼ 


州 + )呼 ((H 


1 + /? = 5 

ikS-ik(\~R)^^fs 

h 


解得 
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S 


1 + 


\my 

h 2 k 


透射系数为 


/ 


-1 


5 


1 + 


7 




h 4 k 2 


f 


J 


1 + 


my 




2Eh 


2.57 


维散射的能量守恒 


题 2.57 考虑一个质量为 m 的粒子人射到如题图 2.57 所示的势的一维问题 • 假定粒子 
能量在 x —-00 时大于％，％为势当 xyoo 时的渐 近值. 证明反射和透射强度之和等于人 
射强度. 

解设在 时， y /-^ e lkx - re~ lkx ； ; c-»+oo 时， 

¥ —仿气 人射强度定义为单位时间内入射的粒子数 J = 



类似地，反射强度和透射强度分别为及 

将 Schrodinger 方程乘以 〆 
h 2 


2 m 


〆▽ V + y/Vy/ = E\f/ yf 


将其共轭方程乘以 V 


2 m 


yN 2 y /^ + y /^ Vy / = Ey /* y / 


两式相减，得到 


V - = ▽(〆▽ y/-yNy/*)^0 


¥ 处处相等.特别地，将 P 在 h 处的渐近形式代入，有 


6 x 


dx 




所以 


/=/?+r 


2.58 v(x)= -vosech 2 ;c 的 5 矩阵 


， T^\t 


M 


题 2.58 一维 Schrodinger 方程为 


dx 2 


2sech 


^ = W \ 方 =1, m = - |. (1) 证明 


e^tanhx + c ) 只要选取合适的 c , 是一个解.计算这个问题的 S 矩阵(反射和透射系数 ),(2) 

波函数 sechr 恰好满足方程，计算相应束缚态的能量.简单论证这个态必是基态 .（3) 扼要 
说明如果你事先不知道基态波函数的具体形式，如何估计基态能量. 

解 （1) 把所给形式的解代入 Schrodinger 方程，不难得出当 c = - ijfe 时 
(tanh x -^ c ) = e ifcx (tanh x -\ k ) 是方程的一个解，相应的 e = k 2 
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jc ->- co 时， yr = e ^(- l - iife ) 


反射系数及= 0,透射系数 r =： i . S 矩阵为 

( 

0 

1 -ife 


l-i 灸、 

)Mk 

0 


⑵£*=-3_由于 sechx 为在全 x 空间无节点的束缚态，故必为基态. 

(3) 选取一个无节点的带参数的束缚态偶函数，用变分法得出基态能量的近似值. 

2.59 中子束在平板上的反射 


题 2.59 —束单一能量£的非相对论中子打到一个厚度为 r 的平板平面上.在这平板 
中，中子在一吸引的均匀势阱中运动，势阱深为 V . 中子束与平板的法线交成沒角.见题图 
2.59( a ). (1) 如果/ 400 ,有多少中子被反射？ （2) 如果 V 势是排斥势， RV ^ E , 有多少中 
子被反射(令 r 是有限的)？ 




解⑴ 

在太<0处，波函数为 


〜 0，； M ) = e iVr_i 


-ICOt 


^ re (x i t) = Ae^ r - i6>，t 


y^\{X 0 y) = e 叫 ⑽ 於 太 4 ■ 认 o’ s in 沒 y + 及 e— 〜⑽沒 ’ z+ iV s i n 沒少 


在义 > 0处 Schrodinger 方程为 


其解为 

代人式(1)，得 


il 

2 m 


▽V = ( 五 + 



ik x -x+ik^y 



2 m ( E ^ V ) 

~ n 2 ~ 


( i ) 


在文 = o 处，有边界条件 
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且 

从而有 

即 


¥\ ( 0 , y) = Vi ( 0 ^ y) 

己妁 (0 ， y) = ay 2 (0 ， ;v) 

dx dx 

^sin^y + = 

i 、 cos ， —- 於物 =m x -e^ ，y 

k y = k 0 sin 9 
1 + ^ = 7 

(1 — i?) cos 沒 =r _ & 

1^R = T 


由上二式得 


反射回来的概率为 


Tk x ^k 0 (l-R)cos& 


R 


k 0 cosd-k 
l^cosO + k 


P = \R 


k 0 cosO-k x 


k 0 cos&^k 


2 


k 2^2 m ( E ^ V ) 


sin 2 9, kl 


2mE 


方 2 〜— ” 一 u 為 2 

⑵解法一在 x < 0 时波函数还是⑴中的形式 . 在 0 < X < ? 时 Schrodinger 方程为 

h 2 


2 m 


▽V=o 


若 ^ 这样的 形式： e”_ e h ， 有 


-k f2 + k 2 ^=0, k = ±k f 


所以 0<A ：</ 的波函数为 


y 


X 


y/ 2 {x, y) = (ae kx + bt^ kx )t^ y 


题图 2.59(b) 


总起来有 


jc < 0 ， 為 ⑶ 5 = ^ xX + 

0<x<t, ^2 (x) = ae kx +b6 


x>t 9 


色 O) = c^ xX 


其中 


k 


2mE 


h 2 


cos 6^ 


k ，= •碑 

h 2 


这里只写 x 分量 . y 分量均为 
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k 


2mE 


y 


n 2 


•sin 沒 


所有边界条件为 


d 為⑼ d 么⑼ 

dx dx 


^ 2(0 = 也(0 

# 2 (?) d ^(0 


dx 


dx 


得 


1 + r = a + A 
ik x (l-r) = k f (a-b) 

ce ^ 1 = ac k，t + beT k，t 

ik_ • co lkxt = k r ae k，i - k f b6 


解得 


e 


2k，t 


r 


1 - 办 2k,t ， 


P 


k f ~^ k x 

k r + ik 一 


2 I i2 


R\=\r 


e 


e ^+ e ^_-2_ 
+ c 2 * v -2cos4^ 


解法二 用无限个振幅叠加的办法可以求解此题，这与光学中 Fabry-Perot 干涉仪的情 
况类似. 

只考虑 x 分量，以 r 12 , 及 21 分别表示波从介质1到介质2的振幅透射及折射系数 . r 21 ， 
岛表示波从介质2到介质1的振幅透射及折射系数.设人射波振幅为1，见题图 2.59 ⑹穿 
过介质2出来的波振幅 

T = ^-721+ T n c~ s • R 2 fi 2 %rT 2 i^ T n t 5 • (R 2} ^ 2S R 2l ) 2 . r 21 + … 


V% [1 + 4e_ 2 、 {Rlt 25 ) 2 + ...] = T 12 T 21 c 


21 


e 


i-4 

其中 e _ 5 是波在介质 2 中从一界面到 另一界面的衰减 系数 

S = k f t, k f - 」 2mE(l- cos 2 &)!%- yjlmE sin BIfi 

可以利用⑴的结果 

及 12 = ( 灸 lx -紀 2 x、’$\x + 灸 2 x )， ^12 = 1 + 及 12 ，(免 ix + ^2 x ) 

但其中 

k lx =y/2mE cos0/h 


-IS 


k 2x =ik’ = iy/2mE sin 0/h 



于是 


题图 2.5 舛 c ) 


T l2 


2k 


2cos0 




t 21 


k xX + k x2 cos ^ + isin ^ 
2k^ 2 sin 沒 


2cos^e 


ab 


xl 


k xl +k x2 cos0 + isin0 


2isin deT 10 


量子力学 


所以 


透射率 


反射率 


其中 


A 


k 2x - k lx isin 沒 一 cos 沒 
k lx + k 2x isin^ + cos^ 


^12^2 l e 


1 - R ^ 


-18 


4 icos 0 sin^e 


-2 i ^ ^ k!t 
* v 


1 -e 
2 isin 20e 


-4 i 9 & -2 k f t 


-2 W - k r t 

V 


1 -e 


-4 i ^ -2*> 
6 


T 


2 


4 sin 2 iee lktt 


-2 k g t 


(1 —e 一如 cos 4 ^) z + ( e— m sin 4 沒) 

4 sin 2 2 ge~ 2a 

l+7^*^2e^cos4^ 

4 sin 2 2 g 

e 2^ +e -2AV_ 2cos4 ^ 


i-[r 


4 sin 2 2^ 


c 2k，t + t~ 2k，t - 2 cos 妨 
e 2〜 e -2 a _ 2 

& 2k，t + e~ 2k，t -2cos4^ 


k^^mEsinO/h 


2.60 光学(虚)势的吸收系数 


题 2.60 求在一维常虚势 - iV ( F 《幻下运动的粒子的波函数.计算概率流并证明虚 
势代表粒子的 吸收. 求吸收系数，用 V 表示. 


解 

设 V = ,则有 


- iv V 


由于所以 


屬 4 


, flmE V ] 「_ (2^E 1 -遍 

- exp ±l ^ x e 


.. \imts V . 

V/ ± (x,t) = cxp q ： J— - 文 .exp ±i 

V h 2 2E 


所以有 
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式中，和?^分别对应于指数衰减的右行波和左行波，于是概率流为 


^ f ^ n f *nk \ n I ^ 2mE 2mE V 

J ^ Re r ^r Re r ^r Re± mi^~ exp 不 h x 


. 丄 h 2mE 2mE V 


这显然是两个分别沿着各自传播方向指数衰减的流.而吸收系数为 

"一 l ^ E±)v 

j dx dx l^V ft 1 E ^ 

由此可见虚势代表吸收. 

2.61 Galileo 变换下 Schrodinger 方程的解 

题 2.61 令有确定波长; I 的一维自由粒子含时 Schrodinger 方程的解 y /{ x , t ) ,作为某观 
察者0在坐标为 CM ) 的参考系中对该粒子的描述.现在考虑观察者 V 由坐标所得的 
波函数 〆 (/，0 所描述的同一粒子.其中 (AO 与 ( U ) 由 Galileo 变换相联系 

x* = x-vt 


(1) vOM ) ， 〆 (//)是否描述同样波长的波？ （2) 如果 w ( x ， r ) 和， ( A 0 都满足相应坐标的 
SchrSdinger 方程，求两者之间的关系. 

解 （1) —维含时 Schrodinger 方程为 


fa 


其确定波长的解为 


=e 收 ’ 0 


其中; ® = M 2 /2 讲.在两个相互运动的参照系中， p 不同，因而波长； I 也 
不同， 


( 2 ) 




\tidf\ff\x~vtyt) 

\fid t t y/Xx\t , ) - v3>’(x’，〆)] 

fc2 

At - r ■ * *• - - ▲ * * - 


2 m 

2 m 


9; VW ，0-^ v 3： y ( Jc ’， 〆 ) 


d 2 x y/\x-vt,t)- ifivd x y/\x-vt,t) 


所以 


2 m 


9^ 


\mvx! h -\mv 2 t llh 
C 


yf\x- vt,t)\^im t [ e mvxIh ^ v2ti2n y/\x~ vtj) 


这正是 yU ，0 所满足的 Schr 6 dinger 方程，精确到一个相因子，有 

fir my 2 "ll 

y/{x y t) = y/\x - t) exp < - mvx - —t \ 

h 2 
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2.62 在 p 表象中求解 J 势垒的透射概率 


题 2.62 在动量表象中计算粒子对5势垒 V (: c ) = V ^( jc ) 的透射概率(五 >0> 
解动量表象中定态 SchrOdinger 方程为 



P % 


2 m 

其中 


因为 





y pp ^ip f W ^ E 中 (p) 




V 0 S(x)e^ (P， ~ P)X dx =~ V ° 


2nh 


/ 


W ( x ) 




2 tiM 


2 


4 

j<p(p)t h dp 


由式 (2) 和式 (3), 可有 


/ V pp><Pip)^P9ip'W = -7=r^(0) 


2 tc ^ 


v2tc^ 


把式⑵和式 (4) 代入式⑴得 


[p 2 -h 2 k 2 ^(p) + = 0 


其中灸=由5函数的公式 


h 


以― 4) K 0 )=o 


可知式⑶的通解为 


< p ( p )~ c x S { p - hk ) + c 2 (/> + hk )- - 2 讲 ％ . 




p 2 ~n 2 k 2 

其中 q，d ? K 0) 为待定常数.把式 (6) 代入式 (3)， 得 X 表象中的波函数 




C 2 ^tkx 2mV 0 

2nh 


y/2nb 


HO ) f 


dp rP x 


P 


1 - the 1 


€ 


h 


式 (7) 中积分值应该取主值，可由围道积分算出，结果为 


dp 


P 


n 2 k 2 


€ 


k PX 


ln ^ 


2 hk 

1 丌 / -ifcc Jkx 

e — e 


x>0 


、 2hk 


)， 


^<0 


故由式⑺、式⑻得 


州) 


Cj ^ C 2 

^/2 nh 


把式⑻和式⑼代入式⑺得 


V 2nhy/(x) = qe 如 + c 2 c~ ikx - ^^( c i + c 2 ) ( e 此 - e 


x>0 


(1) 

⑵ 

⑶ 

⑷ 

⑶ 


⑹ 

⑺ 


⑻ 


(9) 



第 2 章一维定态问题 


123 


因为 JC >0 区，不存在项， 故 c u C2 存在下列关系 

C 2=~^^ r ( fi x + c 2 ) 


2 h 2 k 


得 


yl2Tihy/(x) = qe 


uu imV ； 


2 h 2 k 


f ( c 1 + c 2 ) e lto =( c 1 + c 2 )e 


Hoc 


从而 




同样有 


^W = 


\Jlnh 


I 

(q - c 2 ) e ,fcr + 2 c 2 e 


-ikx 


x <0 


把式 (11) 写为 


ikx . n-ikx 


y/( X ) = e + Rc 


则有 Cl - C 2=> /27 Cft ，可得透射系数为 


C 1 + c 2 

2 

1 

1 2C 2 

c \ ~ c 2 


q +^2 


■2 


由式 (10) 得透射系数为 


1 


1 + 


㈣ 

K n 2 k y 


( 10 ) 


(li) 


2.63 在 p 表象中求解双5势垒的反射、透射系数 


题 2.63 粒子以能量£ = 
射系数和透射系数(题图 2,63). 


h 2 k 2 

2 m 


(E> 0 ) 入射双5势垒 V(x) = V 0 [S(x) + S(x-a )] 9 求反 



题图 2.63 


解相应的定态 Schrodinger 方程为 
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h 2 d 2 
2m 6x 2 


+ V 0 [ 在⑻ ^rS(x-a)] W(x)^ Ey/ix) 


( 1 ) 


在与处，方程 (1) 改写为 




其解为 


\kx 


+ R 6 


x<0 


y/{x) = { + Be^ lKX 9 0<x<a 


-\kx 


( 2 ) 


ikx 


x>a 


在 ; C = 0 与 ； r = a 点，波函数 ¥ ( x ) 的连续条件和一阶导数 Hf \ x ) 的不连续性条件为 

W (0 + ) = W (0~) 

^(0 + )-^(0-)-^r(0) 

W f ( a + ) - */( a _) = 


把式 (2) 代人以上四式，可得 


l + i? = A + B 


ik(A-B-l+R) 


Ae Ua + Be 


2mV 0 

丁 


(4 + B ) 


ika 


ik(T - 你如 + ikBe 


2mV 0 

~W 


ika 


以上四式联立求解，可得 


i-i^l 


l + i M !_] e i2a * 

mV 0 J 


kh 2 .) i2ak 

- + i +e 

V mV o ) 

k 2 n 4 


2 \ 2 

ktl . iOnk 
- + i +e 

mV 0 I 


由此可得 


反射系数 = l = | 及 f 

从 


, kh 2 

l-i - 

mV 0 


mV 0 


i2ak 


mV 0 


+ i +e J 
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若记^ = C ， 则上式可简写为 

mV 0 


R 


2 (l + ic)-(l-ic)e- 2fl * 


(l-icJ-O+i^e 1 


i2ak 


(c-i) 2 +e 


A2ak 


(c+i) 2 +e 


i2ak 


同理 


麵系数 


k 2 n 4 


7 \2 

Jcfl . iO/rt 

- + i +e x ^ 

mV o J 


€ 


'(c-o 2 + e -2 洳] [(c t i) 2 + e i2< 


c 4 + 2c 2 + 2cos ( 2ak )( c 2 -1) + 4csin ( 2ak ) + 2 


显然 


|i?| 2 +|r| 2 =i 


即为双 5 势垒的反射和透射系数 
2.64 Dirac 梳的全反射 


题 2.64 质量为 m 的粒子束以动量/?=觖从； c = ^0处人射，受到周期性5势垒 


V(x) = V 0 Y J S(x-na) > m>0 


n=0 


的作用， 

解 


求能够出现完全反射的动量值. 

采用动量表象，定态 Schr6dinger 方程为 


1 _ 

2m 


(Pip) 


V pp .q>{p 9 )Ap f = Etp(p) 


n 2 k 2 

2m 


9iP) 


其中 


<kvw e i( 〆- 咖力 

2nhJ ^ 2nh^ 0 


炉 ( p ) 即 p 表象中的波函数 ^ 表象中的波函数为 


咖 )= sL 輪 ) ei _ 


将 u 代人式⑴，得到 


(p 2 - n 2 k 2 )<p ( P )= -令 Zj: dpW) ， 一 n 


狀 ”=0 


根据 5 函数基本公式 


(㈠ 0 ) 咐 - 各 ）= 0 


可知式⑶的通解为 


( 1 ) 


( 2 ) 


⑶ 
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ip(p) = ^hA[AS{p-nk)^ BS(p^nk )]- e」— 

S2lltl n P -ft K 


代入 (2)， 即得 


y/(x) = Ae lkx + Be 






i(x-na)p/h 


„ > P 2 -h 2 k 2 

其中定积分应取主值，可以用复 p 平面上围道积分法算出，结果为 


■cc p 2 -fi 2 k 2 


生 _ ^i(x-na)p/ft 


2hk 

in 

2hic 


^ik(x-na) 


e 


-ik(x-na) 


], x>na 


） -e _，)]， x<na 


代人式 (4)， 并令 jc — ko ( 即 jr > na ， 《=0，1，2，…)，即得 




根据题意，入射波 


A-i 


: mV 0 




B + i 


, mV o 

2h 2 k 


xy ㈣ 


，则在 X 4 00 处 y ⑻应表现为透射波，即 




^De li 


式 (5) 中项系数为0,因此 




类似的，对于； c <0 (即; c < na ,« = 0, l ，2, …)，式 (4) 给出 




: mV 0 




+ 2Bt 


其中第一项为人射波，第二项为反射波. 

如果出现完全反射， X 4①出透射波振幅应等于0, 


即式 (5) 中项系数为0,这时 


(4) 


(5) 


⑹ 


A-i 


： mV o 
lh 2 k 




n 


在这条件下，式 (6) 可以写成 


y/(x) = 2Ae^+ 2B6 


x<0 


这时，反射概率 


B 


A 


2 


=1，所以|糾=|4|，即 


J^Winay 


J^y/ina)^ 


-ikna 


(7) 


能使式 (7) 成立的最简单的充分条件是 


相应的动量值为 


人射波波长为 


p = hk 




nh ^nh ^nh 
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在这条件下，从相邻两个势垒上反射回来的波相位相同，从而使总的反射波达到 最强； 
而透射波则逐级减弱，最后衰减为 0. 

2.65 受冲力作用的谐振子基态 

题 2.65 一个质量为 m 的粒子处于频率为的一维谐振子势阱的基态上，受到一冲力 
pS { t ) . 求它仍处于基态的概率. 

Ap 

解设粒子的动量为 F ,初始时动量为 p 0 , F = pd{t) = ^ ,则粒子的动量是一个阶 

跃函数 P = ph(t) + p 0 =彳 ^ 转到动量空间 9(Pq)~> 9(Pq + Ph 

Po ， t <0 


谐振子基态 


4 


H x ) 


nh 


2h 


(Pip) 


2nh 


f ~ 

J y/(x)t h dx 


4 


2nh\ nh 


^ t 

Trfc J 


mmx 1 ii 


2ft 


h dx 


4 


nma>h 


e 


2fmuo 


初态舛 Po )， 末态奴 + 


p ^\{p(Po)\<P(Po+ p)) 


2 


l ~( 
ir^ft J 


(Pq+P) 


nmcoh 


Po 

油麵 dp Q 


2 


2 tmoh 


2.66 谐振子势场的突变 


题 2.66 质量为 m 的粒子处于谐振子势以幻=去办 2 ,（足 >0) 的基态 .（1) 如弹性系数 

突然增大1倍，即势场突然变为％ ( jc ) = & 2 , ( K > 0 ), 随即测量粒子的能量，求粒子处于 
势场的基态的概率. 

(2) 势场由％突变为 V 2 后，不进行测量，经过一段时间 r 后，让势场重新恢复成％.问 
r 取什么值时，粒子正好恢复到原来势场 R 的基态(概率100%)? 


解 （1) 初始时谐振子基态波函数 


Wo 




nw\ 
hit 


\l/4 


2 ft 


势场改变后，谐振子的基态波函数 


Wo 


\1/4 


hn 


2h 


J 


这里，欠= nt ( o \, 2 K = . 


势场突变后谐振子的波函数不变，仍为所以在此波函数中找到％的概率幅为 
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〈•。〉猶 ’ 

/ \ 1 /' 

: ff ⑽I 

= 对， I 、 

\ ^ J 

yp 2 +l 


1/4 ma > ix 2 


( m 0 2 、 
\ ^ > 


1/4 ma >2^ 

t lh 6x 


nuoix 1 / (Z 、"4 ^pimc>\X 2 

-了 e - l ~ dx 

hn 


1/2 


所以概率为 |〈^| l ^| 2 =^^ = 0.9852. 


J¥_ 

>/2+l 


(2) 设？ = 0 时刻， Hamilton 量为 //, 势突变后的 Hamilton 量为 /T. 仏、％分别是孖、 
/T 的本征态，相应的本征值为£„、丑;； 

E n =(« + 1/2)方叫， E' n =(n + l/2)ho} 2 

将剀用矿的本征函数族展开 


^ o (^°) = E C nK (^°) 


随时间的演化 


n (^) = Z C n^Vn(^0) 


设经过 r 时间后，粒子又变成的 )(x，0) ，则要求 

y/ 0 (x 9 t) = i// Q (x,O) 


z C 产 ，V: ⑽ = z «(文， 0 ) 


e - i ^ r/ft =t Ad 


沒为任意常数相 因子. 


n + 


1 ) 方似 2 r 


e + 2 i % r = o ， i ，. 


^ = — 

因为 f = 0 时，谐振子的基态为偶宇称态，势场始终保持宇称态，所以，《只能取偶数， 
n = 2k t 于是有 

2kco 2 t = 2/X k = 1，2，." 

为了使此式对每一个灸都满足，岣 r 必须是的整数倍， gp， 的 r=/7i(Z=l，2, …)，所以 


取 


t = ln 




2.67 重力场中粒子的能量 


题 2.67 对重力场中的任何运动，证明其能量依赖于 m 、 g 和/ I ，形式为 
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E = Kmg 


/ 0 \ a 
m 2 g 

㈤ ， 


确定 a. 


解重力场中的粒子， Hamilton 量为 


„ h 2 d 2 


由量纲分析 


[H] = [E] 


h 2 


1-1/3 


[mgx], [x] 


mg 

IF 


所以 


[E]= mg 


' rn 2 g S 

㈤ 


-1/3 


也就是说必定有 


E-Kmg 


feT 

[ h 2 ) 


1/3 


其中瓦是无量纲常数.即 a 


2.68 


维 Ising 模型 


题 2.68 对一个一维系统电子态， 


简单模型的 Hamilton 量为 


//= Z £; ol w 〉〈H + Z w {l n >〈 n + 1 H« + 1 》〈 ra l}， 其中|»〉是幺正基， {n\n f ) = S m .； 五。和 W 是 

«-1 n=\ 

参数.假定有周期性边界条件使|况+ 乃叫 乃，计算能级和波函数. 

解体系的正交完备归一基为 |n>， n 二 1，2，".，N 


^=Z £ oh){H + Z M/ {l n ){ n4 * 1 Kl n+ i){«l} 


ns=l 


即 


H ^e 0 ^W(A^A + ) 


( 1 ) 


式中， A ^Tj\ n )( n+1 l 且有关系式 




4 卜〉 = |«- 1〉， A 卞〉 =|« + 1〉 

AA + =A + A = 1 或 A + = A' 1 


( 2 ) 


由式 (1) 和式 (2) 知道，有共同的本征矢，于是我们仅需去求，的本征矢和本征值 
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0 0 


A= : 


NxN 


—X 


A ~ XI 


所以 


det(A - XI) = ( 一 ;I )况 + (— l) w+1 = ( 一 f[Jl N 一 1] = 0 


為 = e 岣， 


t -/ 

1 N J 


y =0, l ,2,.. 


于是，可认 为问是 A ， A + 的共同本征态，并记为|£,.> 

A | 馬〉 = 4⑹， 

A i 

「 ( 1 M 

唯 h 丑0+灰 為 •++ I 以 

V 


(E 0 + 2Wcos3)| 马〉 


故 H 的本征值为 


E 0 ^2Wco^0 iy 


2 k # 
N J> 


r = 0 ， l ， U-l 


对应的本征函数可从矩阵方程 


(A-Aj)\Ej) = Q 


求得 


e ,<9y 

P \一 I \20 j 




或 


E , 



i(n-l)0j 
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题 2.69 一个质量为 m 的粒子在一个无限扩展的周期势中运动，除了在相隔为 
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度为 6 0>« a ) 的区间内为外，其他地方处处为 0. 这里 V G 是一个大的正势.可以把势当 


作 Dirac 占函数 之和： V ( x )= £ ( V 0 b ) S ( x - na ). 或把间隔当作有限然后取极限从而得以同 

n--co 

样的答案 . ⑴什么是波函数的适合的边界条件？为什么？设可通过势传播的波的最低能 

為 2 


量为馬 


2 m 


(这是々0的定义 ).（2) 给出一个可解出岣(即 £ o ) 的超越方程 .（3) 给出能量为 


馬的波函数在的形式（选择归一化和相因子为 yb = 0) = l ). 在 x = a 和 x = a + 办 
间波函数如何？ （4) 证明存在着£大于乓的一些范围，其中不存在本征函数，求第一个这 

样的能隙开始时的能量精确值. 

解 （ 1 ) Schrodinger 方程为 

h 2 d 2 


2 m dx 2 


+ 




^( jc ) = Ey /{ x ) 


对这个方程从 I = 到 X = a + f 积分.然后令 f ->0. 可得 

加上波函数的连续性条件 

y/(a + )-i//(a~) = 0 

式 (1) 和式 (2) 就是波函数适当的边界条件.可适用于 jc = n «, n = 
(2) 在 jc # ⑽处， Schr 5 dinger 方程的两个基本解为 


⑴ 


( 2 ) 


- HXV ，，一1，0，1，.“ 


u x ( x ) 


«2 


-ikx 


相应的能量为 


E 


n 2 k 2 

2 m 


令 


y /{ x ) = Ae 1 ^ + Be - 此， 0< x<a 


根据 Bloch 定理，在处 


y/{x) = e lka [Ae ik(x ~ a) + Be-^ x ~ a) 


代入式⑴和式 (2) 


式中; 


e ^( A ^ B ) = Ac lka + B^ ika 

ikt lka (A-B) = ik(A& yca -5e _iia ) + 2n(Ae ito +5e" ito ) 

A , B 有非零解的充要条件为 


e 


e 


e 


- (说 + 2 Q ) e ifa, ~ike lKa + ( i ^ - 2 Q)e 


0 


经过计算化简，可得 


cos ka-^—smka= cos Ka 

k 


这是确定 Bloch 波数疋的式子.而的允许值限制在下列范围中 
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cosika +—sinfea 


<1 


| cos [ fej - tan '" I i 7/ A :] 


< 


1 


^ h + n 2 / k 2 


满足这个不等式的最小&值即为 & • 


(3) 在£=£ 0 时 


y /{ x )- Ae lkoX + Be ^ , 0< x < 


由 y/(x = 0) = 1 得 


iff { x ) = 2 L 4 sin^x + 0< x < 


由边界条件可得 




2 iAsink i ) a -\- e~ lkaa 

e~ ife ° a 
sin — 


所以 


W ( x ) - ( e ifeE ^ 丄 


sink 0 a 


+ e 


y /( a ) = e lka « i//(a + b ) 

y/ f (a+b)- y/\a) ^ 20^ 

在;^[邮+列时，波函数具有 e •的形 $_ 

k y = yf2m(V 0 ~E 0 ) fh 

由于办 《 tz ， 所以，在此区间中，波函数可视为常数， 

(4) 当5时 ( <5是一个小正数） 

cos[h - arctan(i7/A：)]| = jcos[<5 ■- arctan(/?/ 灸 )| 


cos 谷 .（l + tan 5. i 2/ fc)/Vl + /? 2 / 灸 2 


式⑶要求 


|(l + tan ^ •/?/ 仑) cos 厶 |<1 


左边 


1+ f ^' Y + - 


⑶ 


当5很小时，左边 j > i . 于是，在的某一区间中.不对应着本征函数.而 


以= me 对应着本征值.所以，第一个能隙的起点为 b = 7 C ， 即五 


nh 2 

2 ma 2 


2.70 由算符满足的最低阶方程求本征值 


题 2.70 设二维 Hermite 算符 A 满足二次方程 A 2 -3 A + 2 = 0, 且知这是 A 满足的最低 
阶方程 • 问:⑴ A 的本征值为何？（ 2 ) 4的本征态为何？ 
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解⑴由题设知 A 的矩阵是 2 x 2 的，且本征值是方程； I 2 -3 A + 2 = 0的根，所以 


(2) 在 A 自身表象中，4 = 



0、 

2 


4=1， ^2=2 

. 相应于本征值 ;I = M =2的本征态分别是 


(1、 


〔0、 

A 




2.71 电荷算符与“电荷共轭”算符 


题 2.71 如果 | 匕)是电荷算符!2的相应于本征值？的本征态中的任意一个，即 

“电荷共轭”算符 C 作用到 | 心)上使之成为0的、本征值为的本征态 

c \ yf . q )-\ yf . q ) 

(1) 求算符 c <2 + Gc 的本征值 .(2) —个态可以同时是 c 和 Q 的本征态吗？ 

解⑴设 k 〉= JX |%〉， 则 

(cQ + Qc)\w g ) = q\^}-q\w~ q ) = 0 

所以本征值为 0. 

(2) 由于 c 是电荷共轭变换， cQc ^ = -Q , 即必 + Gc = 0, 故 c 和 g 没有共同的本征 
态(除非9 = 0,而这是不带电情况，引人 c 也就没有意义了). 

2.72 算符本征态的完备性与可观测量 Hermite 性的应用 


题 2.72 已知一量子体系，除了能量之外，还包括另外三个可观测量，称为 P ， 2, 
R - 设该体系只有两个(归一化的)能量本征态|1〉，|2〉，它们未必是 P ， g ， 的本征态.基于 

下列各组“实验数据”，尽可能多地定出 P ， 2, 的本征值(注意有一组数据是非物理的， 
下面设 hi ): (1)〈 l | P | l 〉= l /2, 〈1|/> 2 |1〉= 1/4 _ (2) 〈1|2|1〉= 1/2, 〈1|0 2 |1〉=：1/6 . 

⑶ { i | i ?| l ) = l ,〈 l | R 2 | l 〉= 5/4, { l | i ? 3 | l ) = 7/4. 


解⑴因为 〈 1| 叫 1> = 1/ 2 , 可设尸|1〉= ||1 〉 + 岣 2 〉， 由态的正交归一和 P 的 Hermite 


性，得 〈1| P |2〉= «' 于是可设 P |2〉= 7| l 〉+ 川2〉 


/ > 2 |1> = P ~ l )^ a \ 2 ) 


4 


+ a a 


j 


l ) + ||or + Q ^ 



由 （1|/> 2 |1〉= 1/ 4 , 得^ ㈣ ， a = 0 . 所以， F | l ) = ^| l ), 即|1〉是 P 的本征值为！的本 征态; 
| 2 > 也是 P 的本征态，但本征值未知. 


⑵令 2|1 卜去|1〉+ /|2〉.同 (1) 得/，= (1/6-1/4)<0,所以这组数据是非物理的. 


⑶设及|1〉= |1〉+ 乂|2〉，由〈1|/? 2 |1〉= 5/4可得 
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fA = l/4 ， A = -e 3 

2 


即冲〉=|1> + ~卞〉.因为 〈l|i?|2〉=〈2|/?|l〉*=yw， 可设/?|2〉=去3|1> + /?|2〉•则有 

2 i Z Z 

及氺卜 聲十吾 ( 1+ WI 2 〉 

A 3 11〉= * 11〉+ 去 (1 + 7) 11〉+ 备 ’ 12〉+ 士 (1 + 12〉 

由〈1|/? 3 |1〉= 7/4,得 7=1. 所以在基|1〉，|2〉下，/?的矩阵为 


由此可得的本征值为 


2* 2' 


2.73 能量表象中的求和规则 (1) 


题 2.73 利用坐标动量对易关系证明 


2(4 -畴 |文|0〉卜常数 


n 


其中尾是本征态|«〉的能量 • 再求出该常数的值. Hamilton 量为孖=+ V(x). 

2 m 


解 


2 

2m 


[H,x) = - 


ihp 


[[H 9 x] 9 x] 


% 2 


n 2 


=〈it j [[丑，: c]， ♦〉 = ⑷ Hx 2 - 2xHx + x 2 H\k) 
= 2E k {k\x 2 \k)~2{k\xHx\k) 

= 2£ *Z|(^ki n )r - 2 E|(^kl n )| 2 E n 


n 


n 




^Z( E k ~E n )\(k\x\n)\ 2 


令灸=0,可得 


Z( E n - E 0 )\(n\x\O}\ 2 


n 


2m 
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2.74 V ( x ) = V 0 


、2 




题 2.74 求在势场 


( a >0) 中运动的粒子的能级与相应的状态波函 


数，并证明其能谱与谐振子的能谱相 同觑图 2.74) 



题图 2.74 


解 体系的定态 Schrodinger 方程 

% 2 d 2 
2 m dx 2 


¥ 


/ 


e - v q 


^ = 0 


( 1 ) 


为了求解这个方程，首先求在 X 4 00 时的渐进行为，当; C ->00 时，方程 (1) 简化为 

方 2 


2 m dx 2 

引人新的变量 €= _ V ( V ， 则方程 (2) 变为 


ah 


d 2 

d ? 




其解为 y 〜 e ^ 2 ， 但当； C 400 时，¥ / 2 -> 00 舍去，有 

I 

y/ >e ~^ /2 

当 x — oo 时，方程 (1) 简化为 


為 2 一 


2 m djc 2 

由变系数的二阶常微分方程的判定方程 

s(s -1) + sa ^ + ib - 2 = 0 


(这里， a ^= Q t b ^ 2 =-2 mV 0 a 2 / h 2 ), 解得 


2 


1 士 


1 + 


8mV 0 a 

~fT 


、 l/2 


J 


于是 


¥ 


^ v Ji 


l±(l+8mVoa 2 /A 2 ) j 


u { x ) 


其中“ ⑶可在 x = 0 处展开成; c 的幂级数.但当 jc ->0 时 




i [ l ~{ l +8 mV 2 / A 2 ) 1/2 ] 


u{x)-^ 


( 2 ) 


⑶ 
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不满足波函数的有限性，故只取 


¥00〜X 


2 


l+(l+8mV〆 叫 1 


u(x) 


令 


2 


1 


V 


SmV Q a 


2\ l/2 


J 


n ，并将变量 JC 换为 6 则上式改写为 


n 




综合 (3) 和式 (4) 时，可令方程 ( i ) 的解为 


_£ n 

Y = e 


把式⑶代人式(1)，得所满足的方程为 


^ + rt+- — 孝 |« 


n 丄 1 ma(E + 2V 0 ) 
2 4 一 ' 2h^2mV Q 


w = 0 


知仅当 


2 4 


ma(£ + 2V 0 ) 

2 h ^2 mV Q 


-k y k^O.lX 


时，方程⑹才具有物理意义 的解. 由此可得方程 (1) 的能量本征值为 


E 


2h^j2mV 0 


^ + 4 + f 


-2 V 0 


2hJ2mV 0 

_ _ ___ _ ^ 


f i. i 

灸 + — + — 

4 4 


1 +」1 + 


8mV 0 a 2 


h 2 


2V 0 


2n^2V^Im 


a 




i + 


SmV 0 a 


2 


8mV 0 a 2 

~1 T ~ 


若令 & ，则式 (7) 可简写为 


a v m 


E k — ho 




,,8mV^a 


2 


j&mV 0 a 


2 


灸 = 0， i ，2, 


⑷ 


(5) 


( 6 ) 


⑺ 


式⑻即为粒子的定态能级，显然与频率为的线性谐振子的能谱相同，只是零点 


a \ m 


能相应的大了 


4 


t SmV 0 a 2 j8mV n a 

l + ~ T 2 i~w 


2 


, 与式⑻相应的定态波函数是 


J 


Wk( x ) = c k x n txp 


X7 A /2 
^0 ) x 2 


2a 2 h 2 


十“4,微’ 


式中， 5 


i + Ji + 


SmV 0 a 2 


v 


，&=0，1，2,…， Q 为归一化常数 


j 
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2.75 氨分子钟工作原理 


题 2.75 氨分子钟的工作原理. 

解 氨分子钟作为时间标准和频率标准而受到人们的青睐，其工作可简单解释原理如 


下： 

氮原子 ( N ) 是5价的，其电子组态为 is 2 2 s 2 2 P 3 •在 2 p 轨道上的3个电子与3个氢原子 


具有三角锥的几何构型.氮原子 N 在3个氢原子组成的平面两侧来回振动，其势能函数类 
似于双5势阱.氢原子平面两边的两个平衡位置对应于两个势谷，氮原子 N 靠隧道效应穿 
过氢原子平面形成的势垒.可用双^势阱的简化模型来模拟.通过求解相应的定态 


SchrSdinger 方程，可得氮原子的定态波函数. 


设 0<£< V 0 


0， 

Asinfcj^ + a), 

y /{ x ) = < 5 cosh 

C sin k x (x - a )， 

0， 

V 


x<-a 
-a <x<-b 
-b<x<b 
b<x<a 
x>a 


( 1 ) 


式中： k 卜等>0, /： 2 2 =妄(4-£)>0,并利用了边界条件 K 士 a ) = 0 .再根据波函数 


在士6点的连续条件，可得氮原子能量丑满足的超越方程为 


k x cot k x (b-a) = -k 2 tmh(k 2 b) 

为了进一步得出氮原子的振荡频率和能级的关系，将双方势阱作如下近似处理 

V 0 — >oo, b — 0, bfa《l 

于是双方势阱中的小方势阱等价为 5 势垒，使得 yu ) 在±6点的连续条件简化为 

fAsinfcj(^ + a) = Csinit 1 (b-a) 

[Asin^ 1 (~fc + a) = Csinfc 1 (-^-a) 


得 


k x (b + a) = ^j(^-a) + nn y 
me _ n 2 n z h 2 

= — . E n = - r- 

2a Zma 2 




1，2,3, 


n = 1，2,3, 


当时， k '= 丟， 由式⑴可得 

la 

0， 

A sin k x (x + a) = A cos k'x ， 
妁 0) = jo ， 

C sin k { {x -a) = -Ccos^x, 

0， 

_ 


x<-a 

-a<x<—b 

-b<x<b 

b<x<a 

x>a 


显然，妁 U ) 具有偶 宇称. 
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当《 = 2时 ， h 


，得 


W 2 ( x ) 


Asink^x^ay^-AsinkyX^ 

0， 

C sin k { (x - a) = -A sin k x x, 

0， 


x<-a 
-a <x<-l 
一 b<x<b 
b<x<a 


x>a 


显然， V 2 ( JC ) 具有奇宇称. 

若在初始时刻〖= 0,外界有一个微小的激发，使氮原子处于由的⑻和％ 2 ⑺的叠加态 

之中 


40, 0) 




[妁⑻ + y 2 ⑶】 


由于妁⑺和 W ⑻的宇称相反，使得只在一个阱内有非零值，而在另一个阱内的值 

为零.表明在？=0时刻，氮原子只在一个阱内，而在 r>0 时刻，氮原子开始在两个阱内来 

回振荡，振荡频率由 《时刻 的波函数舛； M) 决定 

_ 

_ 9 

J — 

♦{X ， r) = -^r y/y(x)c n +^ 2 (x) & n 


V 2 


¥\ W + ¥i (^)e 




t 时刻，在阱内找到粒子的概率为 

1彡⑽ l 2= ! W 2 


^ 2 | 2 + ^ lV 2 e ~^~ £，>， 


^ ki| 2 + kal 2 + 2 WiW 2 co%{^ ~- El 


( 2 ) 


式 (2) 表明，粒子概率密度 | 火 W )| 2 的最大值在两势阱间振荡，即氮原子来回穿透势垒.若振 
荡周期用 r 表示，则 


五2 _ 五1 


2冗， 


2nH 


h E 2 - E { 

振荡频率 V 为 

1 E.-E, 

V = — = ― s - L 

t 2nh 

由于氏是量子化的，2 沛是常数，故 v 是最稳定的，不会受空气阻力、黏滞性及温度 
等因素的影响. 


2.76 能量表象中的求和规则 (2) 

题 2.76 粒子做一维运动， H =^ - 

2ju 


+ V ⑶，定态波函数为 | n 〉 
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(1) 证明 


H \ n )^ E n \ n ), n = 1,2,3,* 
〈咖 邮 ( n \ x \ m ) 


⑴ 


并求系数 (2 ) 利用式 (1) 推导求和公式 


Yu ^ E n - E rn )% M m ) 


2 


h 2 


M 


2 


m 


P 


2 


m 


( 2 ) 


(3) 证明 


Tj ^ E n - E m )\{ n \ X \ m ) 


2 


M 2 


解 （1) 可以证明 


p = 奸 ， //] 


⑶ 




a 

in 


細 

x t ^ + V(x) 


m mm 

L ^ J 

ih 

. 2 m] 


利用式 (3) 


♦ 

〈+|m 卜 ( n | 奋 [ x ’//]| m 〉= ^ (♦好卜含 (£：„-£„)(— 


(4) 




式⑷可以表示为 


( E „ - E m ){ n \ x \ m ) = ~( n \ p \ m ) 


(5) 


利用式 (5) 


Ed £ J| 〈 w N w 〉f 

n 

-£ m ){ n | x | rn ) 


ih 
< M 


2 


Z 〈 m | p | n 〉〈 n | p | m 〉 


h 2 


M 

M 


{ m \ pTj \ n ){ n \ p \ m ) 

n 

〈 m|p 2 |w 〉 


式 (2) 得证.以上利用了完备公式 


ZW 〈和 

n 


= TS E n - E m ){ m \ x \ n ){ n \ x \ m ) 


2 
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由 


因此 


2 


2 [〈m 卜好 | «〉〈" | JC | 泔〉 + 〈W | JT | rt 〉 〈《 | | W2 〉 


n 




2 




n 


- { m \ Hx ^\ n )( n \ x \ m )-( m \ x ^\ n )( n \ xH \ m ) 


n 


n 


2 


2 


( m\xHx + xHx - Hxx - xxH \ m ) 
( m \ x [ H , x ] + [ x , H ] x \ m ) 


[ x , H ]^~[ H , x ] = ~p 

M 


Yj^ E n~ E m)\{ n \A m ) 


2 


n 


ih ^ 

2 〆 


(m xp - px \ ni )~~ 


得证. 

2.77 能量表象中的求和规则 (3) 


题 2.77 对于一维粒子，"=/? 2 / 2 // +以4,证明求和规则 

W = — 2方令 

« dju 

证明由 HeHmann - Feynman 定理，有 


dX k / dX k 


2( 五《 _ E k ) 2 \ X nk f = 2 \ XH ~ n )( n |^ ~^| ^) 

n n 


-{ k \( Hx - xHf \ k ) = -{ k \ 


y 

2fi 


k ) 


2.78 力学量的时间导数在能量表象的矩阵元 ， 

题 2.78 设体系能量本征态记为 | n 〉， H \ n ) = E n \ ri ). 力学量 A 在能量表象中矩阵元记 
为4 =〈 A ：|4| n 〉 ，证明 
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dA 


l 6 ) kn\t 


其中(％ =(B n -E k )/h 

证明 




、出九 s ] dt l f iT IL , , 

+ l ㈨ 圳打〉 

In In 

=i ^{ k \ A \ n )~ i ^{ k \ A \ n ) 

^ X ( D kn\n 

2.79 在动量表象中求解均匀力场中运动粒子的定态波函数 

♦ 

题 2.79 质量为 // 的粒子在均匀力场 /« = -F(F > 0) 中运动，运动范围限制在 x>0. 
试给出动量表象中的定态方程并求出定态波函数 〆 p). ’ 

解由作用力 fix) = -F = -W 得势能 V=Fx. 定态方程为 


或 


其解为 


f- + Fx <p{p) = E(p) 
f 2 d \ 

— + ihF— (p{p) = E<p{p) 
{ 2 M dp) 

「 i (V )1 

<p{p)- —■ Ep 

hF{6M J 


2.80 在均匀力场中运动粒子与 _ 的关系 

题 2.80 质量为 A 的粒子在均勻力场 /O) = -F(F>0) 中运动， p(p ，/) 为其在动量空间 


中的概率密度，求•与 | 的关系. 

解在动量表象中，粒子的势能 


V —Fx = —ihF 


dp 


波函数炉 (/V )满足方程 








⑴ 


方程 (1) 的 Hermite 共辆为 
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( 2 ) 


〆 (/>， f ) X 式⑴ - ip(pj)x 式 (2 ) 得 




即 


^■/?(aO = p(p，0 =| 供 0M)| 


2 


2.81 中子与反中子互相转变 

题 2.81 中子 n 和反中子泛的质量都是 m ， 它们的态 |« 〉和| 笱 可以看成是一个自由 
Hamilton 量的简并态 

f/ 0 |n} = mc 2 \n) t H 0 |n) = me 2 1 n) 

设有某种相互作用 iT 能使中子和反中子互相转变 

H r \n) = a\n), W\n)~a\n^ 

其中 a = ，试求 f = 0 时刻的一个中 子在？ 时刻变成反中子的概率 . 

解取表象，基矢为 |l〉= |n〉，| 2 〉= _ 〉， 体系 Hamilton 量 //= % +/T 在// 0 表象的 

矩阵元 

H u ={l|// 0 + ^ r |l) = (n|iy 0 + ^ , |«) = mc 2 
H n = ( 1|// 0 + H f \2)^ (n\H 0 + H f \n)^a 

/^ 2 ] = ^^12 = 戊 

H n ={2\H Q +H , \2) = (n\H Q ^H t \n) = mc 2 

定态方程为 

H\y/)^E\y/) 


或 


解之得 


me 


me 2 +a ， |Vi〉= 





(|n 〉 + 〈 ?r|) 


4 

E 2 = me 


， 


*( 卜〉-问) 


k(0) = A^ tlh |^j) + Bt~^ t/h \y/ 2 ) 

k(0)) = A|^) + B|^ 2 )=fM 
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A = » ⑼〉 = ^^ r ( l ，1) 

召 = 〈仏|以0)〉= ^^(1， — 


0 


V 2 


0 = 72 




—e 
2 


-\mc 2 tlh I -lat/ti 广 1) 

C 


+ e 


iailh 


1 

-1 


i 


e 


-mc z tlh 


at 
cos — 

ft 

..at 
- ism — 

n 


e 一叫 ⑽？ 


rO . . at 
一 ism — 

loj n 


，0 

UJ 


〆 外 0 s ? ⑻一 ㈤ 


时刻 n ―汗的概率为 S i n 2 竺. 

h 


2.82 表象与表象变换例 (1) 


题 2 _ 82 有一量子体系，其态矢空间三维.选择基矢{|1〉，| 2 〉，| 3 〉}.体系的 Hamilton ^ 
好及另两个力学量 A 与5为 


H = tia^Q 

’10 0、 

0 2 0 

晒 

， A = a 

"1 0 0、 

0 0 1 

， B = b 

'0 10、 

1 0 0 


、0 0 2」 


、0 1 0, 


、0 0 


设 r = 0 时体系的态矢为 


I 剛〉"^丨 1 〉.臺 1 2 〉+去 I 3 〉 

(!) 在 j 时测量 体系能量 H 可得哪些结果？相应概率 多大？ 计算好平均值互及 

AH=^-(Hf .(2) 如在 z =0 时测量 A ， 可能值及相应概率为多大？写出测量后体系的 
态矢量■⑶计算任意 f 时刻4与 B 的平均 值硕与 5巧. 

解⑴能量的可能 值为乓 =^) G ， 五 2 = ^= 2 ^? G ，相应概率为1/2与 1/2. 

"=! 方仿 0 ， H 2 =~hW 9 AH = ^-(H) 2 =i ^ 0 

z Z 2 

(2) 由 4 的本征方程 



0 0 、 

V 



a 

0 0 1 

C2 

=A- 

c 2 


、0 1 0/ 

、 c 3j 


'3> 


解得 
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I 釣 〉=7 1， A 2 = a , I 炉 2 〉= 0 

-1 0 


( 1 ) 


4 =a ， |^)= 


H 


由于 4= A 3 = a ， 相应的简并态有无限多个，只要 c 2 = c 3 , q 取任意值，并满足归一化条 

件 hl 2+ hl 2 + k 3| 2 =】 的 k >， 均为 4 的本征值 0 对应的本征态.式⑴中给出的|%〉与|炉 3 〉 
是最简单的一组本征态矢(选择 q =1与 0). 已知 f = 0 时体系的态矢为 


S 


k ( o >) 


测量4取值的概率为 


| 〈约 k ( o )〉| 




2 


V 2 


(0,1， 一 1) 


= 0 


故，=0时测量 A 的唯一的 a 值.测量 A 后，体系的态矢为|%〉或|%〉或它们的线性组合, 


(3) 任意?时体系的态矢为 


1 


于是 




〜/)〉=十6-啤"，|1〉+ >一_|2〉 + 土6，"，3〉=丄6 

V 2 2 3 2 




〈刚 (♦ w 〉 =兰(而_产〜 

•T 


.10 初 

0 0 1 e 為 f 

0 1 oj e - i2 ^v 


〔0 1 0]( yj2e~ ia¥ 

^^〈^♦(’)〉= |(V^ , ， e i2 ^ ， e i2 ~)10 0 e~ i2 ^ 


0 0 1) e — 2 卿 


(2^ COS <2) 0 f + 1) 

平 均值& 不随？变化是因为力学董 A 同 Hamilton 量//对易， A 为守恒量 

2.83 表象与表象变换例 (2) 


题 2.83 Hermite 算符 A 与 B 满足 A 2 = B 2 ：= 1，AB + BA = 0, A ， B 均无简并，求：⑴ 
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在 A 表象中 A 与 S 的矩阵表示式，并求 B 的本征函数表示式； （2) 在 S 表象中 A 与 S 的矩 
阵表示式，并求 A 的本征函数表 示式； （3) A 表象到5表象的幺正变换矩阵; y . 

解 （1) 因为/ = B 2 =1， 算符 AS 的本征值为 1，-1， 在4表象中， A 的矩阵表示式 


为对角阵，对角元为其本征值 A 


1 o \ 设^的矩阵表示式为^办 


0 —1 


AB + BA = 


c d) 


2a 0 、 

0 -2d 


0 


a=0, d^O 


B 2 


又因为 #= S ， 故有沪 =c ， 于是，有 

b = c 


"0 

2 

1 

'be 0 、 



、0 be ^ 


=1 




c = e 


B 


， 0 e 沾 

e~^' 0 


J 


/ 


及的本征函数 




e 


-沾 


r 


，相应的本征值为 1; 


j 




e 


，相应的本征值为 -1 


/ 


(2) 同上题，只需将4与5的地位交换一下即可. 

((2 ，为4表象到 B 表象的正交变换矩阵，则有 


⑶令 S 


c d 


S 


(\ 0、 




0-1 


/ 


S 


e 


r a b\ 


1 0 


k d){0 -1 


a 一 b 


c 


0 

AS 

0 e 
e" M ' 0 

\d 


M 、 


0 




J 


b 

d 


ce … dt l 
at AS bt 


is 


解得 a = l y b = Uc = e ^ ld , d 


-iS 


-e 因为 S 是幺正矩阵， S^=S , 最后得到 


r 


\ 


S 


H 


e - 记 — 


2.84 由不确定性关系求最小不确定性态 


题 2.84 Sx = yj ( x ~- x ) 2 , Sp x = yj ( p x ~^ x ) 2 ， 且 中 5 = 试求的最 

小可能值，并写出最小不确定性态的波函数. 

解考虑下列不等式 
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a 乎 + 




dx 


2 


dx>0 


( 1 ) 


由于被积函数是绝对值，显然不等式成立，其中《是任意实常数.上式右边可写为 

’ du/ V * Aw 

a 平 + — ^ a 平 + 


dx 


dx 


6x 


) 


上式经展开后可分为三项，分别为 

x 2 \^\ 2 dx = a 2 (Sx) 


( 2 ) 


du/ ♦ dw 

ax—^y/^axy/ — ^ 


\ 


dx 

d〆 dy / 

dx dx 


dx 


6x 


J 



x 




2 


6x 


dx 



j^| 2 dbc 


-a 


(3) 


dx 



+00 




dx 2 


与 jy»4 ( s Px) 


(4) 


将式⑵、式 (3)、 式 (4) 代人式 (1) 可得 


a 2 (dx) 2 -a + ^(8p x f>0 

如果这个关于 a 的一元二次方程对所有的 a 而言都是正的，则它的判别式必为负，从而给 
出下列不等式 


8x8p x > —H 


(5) 


由式 (5) 可知，& 5a 最小可能值为 3 力， 此时波包称最小不确定性波包，最小不确定性波包 
波函数呈下列形式 


¥ 


1 


(2n) l,4 y[Sx 


exp 


n PoX ~^7 y 


其中 P Q 和都是常数，这个态的坐标概率密度为 


2 1 

" 

y - fTs ： ex P 

42nd x 

2{Sxf 
■ ^ 


这是一个 Gauss 分布，坐标标准偏差为知.动量表象中的波函数是 


¥ iPx ) 


\ l 2 nh 


— p r x 

^{ x)t h dx = Aexp 


(^f(p x -p 0 ) 

h 1 


动量的概率分布 \wip x )f 也是对称于平均值艮= A ) 的 Gauss 分布，标准偏差为 Sp x 


ft 


2Sx 


2.85 U ( x )^ 


U 0 


1 + e 


ax 


题 2.85 求出粒子人射势垒为以以) = (题图 2.85) 时的反射系数. 

1 I a 


1 + e 
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解在本题势散射下的定态 Schrodinger 方程为 


将式 (2) 代入式 (1 ), 结果满足下列超几何方程 


rf(l-rj)u n - 1 + 


2\ k 2 


a 


(1- /?) 〆 + (€— 


J 


a 


2 


其解为超几何函数 


u-F 


\ a a a 


当 7 — 00 (gp X — -oo ) 时 V 函数的渐近式为 

，- iVa + C 2 (-7) 仇叫 ) /a ] 


y /^7 j 


(-7) 


一 \ k 2 fa 


C x e^ x + C 2 e -_ 


其中 




C 2 


r(-2iVa)r(_m 2 /of + i) 
r(-i (匀 +k 2 )/a)T(-i(k l +A： 2 )/a + l) 
r(2iva)r(-m 2 /a+i ) 

ra^j -k 2 )la)Ti\{k x -k 2 )/a-hl) 


所求的反射系数 /? 






2 


，利用公式 


r ( x ) r (\ - x ) 


n 


sinwc 


可得到 


R 


sinh[7i( 勾 - 众 2 )/a ]、 

sinh[7i ( 勻 +k 2 )/a] 


当 £： = U 0 (k 2 = 0) 时及变为 / ，而当五 — oo 时及按下面规律趋于零 


/ 


2 


4 k 


R 


ah J E 


e 



(1239) 


(2.240) 


经典力学极限情形下及变为 a 
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2.86 U(x) 


U 0 


cosh 2 ax 


题 2.86 求粒子穿过势垒 VCt) 




cosh 2 ax 


的透射系数，设该粒子能量五<^/。 


解设粒子能量 E>0 , 此时 Schrodinger 方程为 


6x 2 fr I cosh 2 ax 


作变量代换 : y = tanhax , 并令 


卜斤祕， S -2 


H 

\ ▼ 


t SmU Q 

1_ w 


代人式 (1 )， 可得 


( 1 ) 


d 



+ 

[利 + 杓 《] 

L dr ?l 


L i -" 2 」 


y/ = 0 


令 


ik 


y/ = ([^7j 2 ) ^u(?j) 


类似题 2,85 的计算， 可知軾 7 ； ) 为超几何函数，结果有 


ik 


a a a 2 


7 


J 


上述解在 x — coOTn — l ， l -77«2 e - x ) 时， V 中只含透射波卜 e ^)， 由超几何函数的性质 
可知，当 X - > - CO ，（7 — > -1) 时 V 的渐进式为 


y/- C,e _ife * -i- C 2 e lkx 


其中 




rfi-ir 

a 




V 


1 一圪 

a 


n -i- 


r (-剌 +^ 





f 1 说 ) 

r 

i—— 

) 

[<x) 


r 


a 


s 


a 


⑵ 


r 


j 


由式 (2) 可得 /? = |C\/C 2 2 , 而透射系数 Z) = l - 及，结果是 
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sinh 


nk 


sinh 2 — + cos 2 1 — 
a [2 


_& mU Q fh 2 a 2 


% mU 0 


<1 


sinh 


2 Ttk 


nk 


sinh 2 — + cos 2 f ^^1- SmU 0 / h 2 a 2 


SmU c 


>1 


式 (3) 中对％ <0 也适用，这时粒子不是越过势垒而是越过势阱.当 


1+ 鹗=( 


2 


时越过势阱的粒子无反射. 
2.87 幺正算符与幺正矩阵 


⑶ 


题 2.87 (1) 给定一个本征值为％,本征函数为 M n ( x )(« = l ，2,3, …，况; ( Kjc < L ) 的 

Hermite 算符 A ， 说明算符 ，是幺 正算符 .（2) 用任意算符的矩阵构造出一 Hennite 算符的 
矩阵•⑶给定另一 Hennite 算符 B 其本征值为心，本征函数为 v m ( x ) ，构造出一幺正箅符 F 

的表示，使它把 S 的本征矢量转换成4的本征矢量. 

解 （1) A 为 Hermite 算符，则 




Z 


m n 

n \ 


z 


(- w ) 

n ! 



所以是幺正矩阵. 

(2) 设 C /胃 为一般算符矩阵，令‘=1^+1，则 
S 是 Hermite 矩阵. 

(3) 设有么正算符 V 的表示％„，使得 

«nW=V nm V m W 

利用 « n U ), v m U ) 的正交归一性 


( x ) v t ( x)dx 


^ m ( x ) v l ( x )6 x = V nm S ml 


即得 




( x)vj ( x)dx 


2-88 Heisenberg 表象中算符运动方程 


题 2.88 考虑 Hamilton 量为 H x 的一维谐振子.⑴求出“初始位置”和 


2 m 


初始动量”算符 
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P . 

x 0 = xcos cot- smof 

mco 

p 0 = pcos (at + mmxsin on 

的期待值对时间的依赖关系.⑵这两个算符与 Hamilton 量对易吗？ （3) (1) 和 (2) 的结果相容 
吗？试讨论之 .(4) 在 Heisenberg 表象中算符的运动方程为何？⑶计算对易子 [ ft ，％] ，在 

测量理论中它有什么意义？ 

解⑴ 

d y v ^ d / v ^ j \ 


i x o) 


〈 j cos sin©? 


丄！ 

ma)\dt 



Ip) 

l cos 6>? 


[jt，/f ] cos 必？ 一 〈 jc 〉sin 


- [p,H]sinci)t - (p)cos0t 

mo ift m 


冬 (p Q ): —(p) coseDt-a)(p)sina)t 

at \dt ) 1 


+ nw) _ (x) sinfi^ + /wfi> 2 〈 :c 〉 cos£5^ 


— [p,H]cosm-G}(p)smwt 

+ mo) — [x,H ]sin wt + mw 2 (x)cos cot 
ih w 


故〈々〉和都不随时间变化. 


( 2 ) 


[ 戈 //] = 1> ， H]co$wt _i£i^l s i n 0t - coscot + ihcoxsinwt 

mco m 


[p 0 ,H] = [p,H]coso)t + m€o[x t Hhina>t = -ihmo 2 xcosG>t + ihcopsinmt 

即 x 0 、 Po 不与孖对易. 

⑶⑴和⑵的结果是相容的.由于如凡的定义式中显含时间 因此如 凡不与好对 
易并不说明它们不是守恒量.正确的关系是 

I ⑷ = (警) + 士〈 [ 知邱 

⑷在 Heisenberg 表象中算符的运动方程为 = + 丄 [ a , H ]， 知这时々、外的运动 

df dt ih 


方程为 


如0 


dp 0 
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(5) [/? 0 , 荀] =- i 方， 这说明应屑>每， 即规定了同时测准这两个物理量时，它们 

jL 

可能达到的精度上限之间的联系. 

2.89 幺正算符的时间导数 


题 2.89 (1) 设处)为幺正算符，对/可微，证明访#可以表示成 

at 

\h— = BA 
dt 

AA 

其中 B 为 Hermite 箅符 .(2) 设 = 成立， S 为 Hermite 算符，证明儿^满足方程 

at 


( 1 ) 


t 


in 


dt 


[ bM ] 


进而再证明，如时也/ 0 )为幺正算符，则 A (/) 总是幺正算符 - 

证明 （1) 因为 A (0 是幺正的， AW / WsAtUMWd .对？求导，即得 

—(A4 f )= — = 0 

dt 6t 6t 


( 2 ) 





令 


㈣ f At 


则 




t 




即 B 为 Hermite 算符 • 


(2) 如 <?) 满足⑴，而且卯)= 5,⑴，则式⑴的共轭方程为 


因此 




dt 


dt 


dt 


此即式 (2) •由 


d 4 




0 


可得 


dt dt 


⑶ 


两边乘-访，并利用式⑴，有 
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⑷ 


比较式⑶和式(4)，可见，与 /满足 同样的方程，所以为任意常数•但是， 
如果在时刻即 A ⑹为幺 正算符，则/⑹)= A 4 %). 由此初条件可得出 
结论： A f ( t )= A ~ l ( t ), 即对 r 取任何值， 4(0 为幺正算符. 


2.90 积分方程 S (0 = S (0 )+i 


AJ B ( r)dr 
0 


的解 


题2_90 验证积分方程 




1 B(r)dr 


有下列解 


B(O = e Wf 5(0)e 


其中 A 与时间无关. 

证明对该解求导 

d 

It 


B ( t ) = iAe L4r 5(0)e _Wf -ie Wr B(0)e— 〜 =i[A, 邱)] 


上式两边在 0~/ 对时间积分，即得 


5(?) = B(0) + i 


A, I B(r)dr 


2.91 入射至半壁无限高势阱粒子的入射波和出射波的相位关系 


题 2.91 考虑一维方势阱(题图 2.91) 

00 , ^<0 

v(^) = - -V 0 , 0<x<a 

0, x> a 


(1) 对五 <0,求出束缚在该势中粒子的波函数，写出确定 S 允许值的方程 .(2) 设一具有能 
量五>0的粒子入射到该势上，求出入射波和出射波间的相位关系， 



解 Schr5dinger 方程为 


% 2 d 2 


2m dx 2 


V 0 -E 


y ( x ) = 0, 


0<x<a 


2m dx 2 


E\y/(x) = 0 > 


x>a 


(1) E<0. 

i ) 先讨论情况.此时可得波函数形式为 
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0， ^<0 

y/{x) = \ Asinh(foc), 0<x<a 


Bt k， \ 


x>a 


其中 


2m(^V Q - E) 
~~ h 2 ^ 


2m(-E) 


而波函数连续性条件，得 


Asihh(ka) = Be 


-k.a 


- Akcosh(ka) = 
kcsch(ka) = -k f 

_ 

因为当 A >0 时恒有 cschx >0 ， 故无解(或说只 有平凡解). 

ii ) 当 V Q > -E，\k 4 k，k = ^j2m(V G + E) f h 2 ， 确定能级的方程化作灸 cot (㈣ =—灸 

0 ， x<0 

y/{x) = \ Asin ( fcc) t 0<x<a 


-k r x 


x>a 


由波函数连续性条件及归一化，得 


il/2 


77 sin 2 (ka) + a - sin(2ka) 

k 2k 


iI/2 


sin(ka) 


-sm 2 (ka) + a — — r sin(2^) 
k 2k 


(2) E>0 


x<0 

0<x<a 


i//(x) = < A sin kx y 0< a 

Bsin(k f x^ip), x>a 


其中 


k = 2m(E + V Q ) 

~v n 2 


，一 \2mE 


^ 处， IS 连续，得 


(ka)cot(ka) = (fe’a)cot(h + 史 ) 


所以 


<(> =arccot —cot(ka) -k’a 

V k 


在 JC > G 区域 
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-ik’x-iq> B \ic 9 x^i(p 

- - 6 


2 i 


其中 


K 和-^ <p m ix) X e ifc， ^ 


所以出射波相对于人射波的相移为 

S-=2<p = 2 


arccot 


T f 


cot(ka) - k!a 


2.92 能量表象中的求和规则 (4) 


题 2.92 设 F 为 Hermite 算符，证明在能量表象中的求和规则 

，阳 ， F 傘〉 

n ^ 


证明 

Y,^n-E k )\{n\F\k)\ 2 

n 

= {k\FHF-HFF\k) 

⑷斗〉 〈 n | iZF ㈨ -⑷ F | n 〉 〈♦丑⑼ 

n 

^{k\FHF~FFH\k) 

= 去〈灸 I FHF- HFF 十 FHF- FFH | k) 

4 〈吨 F ，[//， F ] 糾 
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3.1 中心力场中有一定轨遒角动量的定态中， ( r ) = 0 

题 3.1 粒子在有心力场 V ( r ) 中做定态运动， 证明： 在任何具有一定轨道角动量的定态 
中，粒子平均位置在原点. 

证明由于 Hamilton 量具有空间反演不变性.对于一定轨道角动量的 

2 m 

状态 | v 〉， 具有确定的宇称， ^|^) = a |^},^ = ± l . 这里冗 为宇称算符; ry ( r ) = y (- rh 由于 
[;r ， r] + = ;rr + r；r = 0， SP ktk = -r , j^ij 

\y/) = 2a(y/\r\\f/) = 2a{r) = 0 

故 〈 r 〉， 0 . 

事实上，这一结果可由宇称选择定则直接给出，这是由于 r 为奇宇称算符，其在宇称 
相同两态之间的矩阵元为 0. 


3.2 Landau 陵落 


题 3.2 质量为//的粒子在中心力场 V ( r ) =，'( a >0) 中运动. 证明： 存在束缚态的条 

r 

件为0 O < 2 ;再进一步证明在 E - 0 - 附近存在无限多束缚态能级. 

证明由 VMal 定理，有 

唉 . m 1 ]- 每 h 

=>^>0 

当7(±00)->0,且 V ( r )<0 東缚态的总能量需求小于等于零，又有 


〈句 = {T^V) 


sa 

2 ? 


\ 


2 


1 


<0 


Jr 


s<2 


所以存在束缚态的条件为 

0 < s <2 

接下来我们设想构造一个波包，其径向分布概率集中在~附近的 Ar 范围内，而且 
Ar 《 r 0 ，则 


E 


v 


2 作卞 ― 1 


广0 


只要 "0 足够大，|刮就可以小于任意指定正数，这样就得到无限多条密集在附近的能 
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也可以这样考虑这个问题，构造如上的波包，则其构成必须受测不准关系的制约 

ArAp>h 


由于束缚定态» = 0,所以 


{ p 2 ) = ( Ap ) 


E = {T + V)> 


2 


h 2 


( Ar ) 


2 


h 1 


2//( Ar ) 


由于 Ar 必须小于 r 0 , 如 s >2, 则对于足够大的 r 0 , 上式将给出£>0,不能成为束 缚态； 
反之，如0<^< 2 ,对于足够大的 r 0 , 上式第二项起主要作用，将给出五<0,而且当 
r 0 — 叫£ —0_，各能级密集在 E ~( T 附近. 


3.3 原子单位 


题 3.3 给出原子单位，进人 Coulomb 场 Schrddinger 方程的物理常量总共三个： 

为简化表述，可釆用原子单 位制； 在计算中，形式上略去这三个常数，即相当于令它们为1; 
在最后结果中，再添加上它们适当幂次的组合，凑得量纲正确即可. 


解 Coulomb 场 Schrodinger 方程 


Hy / = Ey / -- 


n 2 


2 ju e 


9 2 2 9 /(/ + !) 

— r H — - 1 - ； — 

dr 2 r dr r 2 


iff - y / = ifi —— y / 

r dt 


由量纲分析 


a 


_ JjLJJi] 

Mrf ~ [ r ] ' [ t ] 


由此可得各种特征单位，如质量特征单位 [// J ， 长度特征单位 [ r ] = - ，时间特征单 


[MMel 


位 W 


m 


3 


Me ] 


；可组成速度、动量、能量的特征单位. 


计算长度，在最后结果上乘以 = 


h 2 


计算时间，在最后结果上乘以 

计算速度，在最后结果上乘以 
计算动量，在最后结果上乘以 
计算能量，在最后结果上乘以 


H 3 

e 1 

h ’ 

~ W ' 
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3.4 三维无限深势阱 


题 3.4 —个电子被禁闭在一个三维无限深势阱中_三个平行于 u ， z 轴的边分别长为 
^•(1) 写出适当的 Schradinger 方程.⑵写出相应于最低可能的能量态的时间无关波函数. 
⑶给出具有能量小于某给定值五的态数目 W 的表达式，假定 
解⑴方程为 


0 < W <L 


dt 


2 m 


其他情况，^ = 0； 


(2) 从以上方程可见波函数等于三个一维无限深势阱波函数之积，最低能态波函数为 


•) = '/ 臺 Sin 


V 


L 


x 


因此 




2 

I 


、3/2 


L 




j 


u; 


相应能量为 


丑 ui = 


3h 2 n 2 

2mL 2 


(3) 




要求能量小于给定 £ 的态数 w ， 实际上是要求满足下面不等式 


nl+n 2 y + n 2 z < E 


h 


2_2 


的态数，这是一个求以 


2 


2mL 


V/2 


E 


J 


为半径的球体内整格点数的问题，时，对 n f >0 该 


数为球体体积的1/8倍，因此 


N 


1 4n 
8 3 


2mL 2 

¥7 


、3/2 


E 


4n ( ml} 

Wn 


3/2 


E 


J 


3^5 


夸克”禁闭 


题 3.5 —个“夸克”(质量 = m p /3) 禁闭在一个长 2 fm =2 XHT 15 m 的立方盒子中.求从 

基态到第一激发态的激发能，用 MeV 表示. 

解三维盒子的能级为 

hn (^ 2 +«2 2 +«3 2 )， n t ： 


E 




2ma 


1，2,… 
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基态能为 


第一激发态能为 




3h 2 n 2 


2 ma 


2 


E m 


6 h 2 n 2 3 h 2 n 


2 ma 


从基态到第一激发态的激发能为 


AE 


3 h 2 n - 

2 ma u 


4.58 xl 0 s eV =：458 MeV 


3.6 被空穴束缚的电子吸收谱的最大波长 


题3_6氯化钠晶体内有些负离子空穴，每个空穴束缚一个电子.可将这些电子看成束 
缚在箱中，箱的长度具有晶格常数的量级.晶体处于室温，粗略估计被这些电子强烈吸收 
的电磁波的最长波长. 

24,2 

解易知电子能级 五 _ = 十 k 2 )， 式中 n 、 m 、 k 均是正整数，“是箱的 尺寸. 


2 ma 


取 a = l 人，电子基态能级为 


„ 3 兀 2 方 2 1 I。 、 7 

丑 in 2 * «112eV 
2 ma 

从电子的能级公式和的量级，对于处于室温的晶体， 
位于基态，所以被强烈吸收的电磁波的最大波长为 


考虑热分布可知，电子几乎全部 


2thc 

T 7 


E m -E ul =moV 


110 A 


3.7 处于无限深球方势阱基态电子对器壁压力 


题 3.7 —电子被束缚在半径为的球形匣子中，求处于基态的电子对匣壁的压力 
解基态/=0,径向波函数及 ( r ) = Z ( r)/r ， 得方程 


再利用; ir ( o > = o , 得 


r + ^^r = o, 


h 2 


z = 0, 




E _ = 


2 . nn 
— sm 一 r 

R R 

n 2 h 2 o 


IpiR 2 


>R 


r>R 




1 ， 2,3, 


这时力 F 为 
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电子处于基态，可知 




3E 

dR 



dE t 二 % 1 % 1 


压强 P 为 


P 


F 


4nR 


tA 2 

4/ jR 5 


注(盖〉倾腦跡麵乳本题雛跡 麵* 


3.8 粒子在两个不可穿透的同心球壳中的运动 

题 3.8 —个质量为 m 的粒子被限制在半径为 = a 和/ * = 6 的两个不可穿透的同心球 

面之间运动，不存在其他势.求粒子的基态能量和归一化波函数. 

解 设粒子的径向波函数为 R ( r ) = Z ( r)/r ， 则;满足方程 

^2+ Z ( r ) = 0, a < r<b 

对于基态，/ = 0,只有径向波函数才有意义.由题设知 F ( r ) = 0, 若令 K z = 2 mEfh 2 , 则问 
题化成求解下列边值问题 

Z ff + K 2 z = 0 

zU = zU =° 

由 = 0 定出解的形式为 

^( r ) = AsinA '( r - a ) 

由; T ⑻= 0定出足的可取值 


粒子处于基态时，相应的 


最后，由归一化条件 

定出 

A = J 丄 
Nb-a 

于是，归一化的基态径向波函数为 

所 = 丄 sin I ^( r - a ) 

y b-ar b-a 


K 


b 


i ， 2, 


1，于是得到基态能量 

h 2 K 2 h 2 n 2 


E 


2m 2m(b -a) 


R 2 (r)r 2 dr= f % 2 (r)dr 



而基态归一化波函数为 
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/、 1 2 1. n(r-a) 


3.9 谐振子基态是最小不确定性态 


题 3.9 (〗）对于一个谐 振子好 证明其基态能量具有与不确定性原 


理相容的最小值 .（2) 使测不准关系取最小值的波函数是 Gauss 型 e _ av 波包 .利用这一事 

实，不解任何微分方程，求 a . (3) 利用升降算符，不解微分方程，写出谐振子的第一激发 

态的波函数(不归一 ).（4) 对于一个三维谐振子，在球极坐标中写出简并第一激发态的波函 
数，同时是/ 2 的本征态. 


解 （1) 谐振子基态是偶宇称的，所以 

J = 〈 0|a:|0〉= 0, 


^=,{ 0 |/ 7 | 0 ) = 0 


( Ax ) 2 = x 2 , (Apf = p 2 


不确定性关系 


( Ax ) 2 ^( Apf > 


h 2 


所以 


2m 2 


> 




ha > 

~ 




即基态能量具有与不确定性原理相容的最小值. 
( 2 ) 

_ r^ 2 x 2 6x 


- 2 ax* 


dr 


—a 

4 


n 2 


c- axl ie 


dx 2 


' ax dx 


fi 2 a 


dxe 




E = ~a + --~ 
2m 2 4a 


当 


§ 


2 h 


时能量最小，所以 
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⑶ 


-j2mho) 


(p-imcox). 


1 


^llmhco 


(/? + imox) 


H 




d H — \h(3) 
2 


基态波函数为|0〉，则有 


//|o)=-^|o) 
2 


即 


f a\0} = 0 


H(a”0〉)= + 方⑽卞 |0〉+ ham、a <3”0 〉 = —hcoa^\0) 

2 2 


所以 


10=^1°)^ 


2ma) 


fi 


xcxp 


/ 




2 


in 


“ ”表示转人坐标表象 


(4) 三维谐振子的波函数为 


¥n l ^{r) = y/^{x)y/ 1h {y)y/ ni {z) 


基态 (《1 ，打2，〜 ） =(0,⑼) • 


第一激发态〜）=(1，0,0)，(0，1，0)，(0,0，1) 

W x m(r) = NlN x 2axQX^ 




Woio ( r ) = Wo 2 " i 2 町 ex P 
^ m {r) = NlN { 2azt\p 




Vr 2 

2 

-« 2 r 2 

2 

~a 2 r 2 

2 


J 

\ 


J 


将 U ， z ， 用球谐函数展开，重新组合可得 4 的本征态 


¥ m ^) = N Jn t \^\-- a 1 r 2 


N. 




J 


s 


注式中 


ft 


是通常的定义，与 (4) 中不同 


3.10 中心力场运动粒子各能级径向波函数的结点数 


题 3.10 题图 3.10 给出了在某个三维中心势中运动的无自旋粒子的6个最低能级及其 
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相应的角动量.这一能谱中不存在偶然简并，给出各能级相应径向波函数的节点数目(在节 
点两边波函数符号不同). 

, . 解三维中心势中的粒子径向波函数/?(『)=_，而;的方程当给 

-/ =0 y 

f 7=1 定/值时，和一维 SchrSdinger 方程相同.因此当其能谱不存在偶然简并时, 

_ 卜 2 其径向波函数的节点行为同一维波函数一样.对于束缚态 ，仍然有斯特姆 

——/=, 定理： 基态径向波函数的节点数目为0,第《激发态径向波函数的节点数 

- ㈣ 目为仏 

_ 现在考虑/ = 0的3个能级，其径向波函数的节点数从下到上依 次是： 

题图 3.10 0, 1，2,关于 / = 1 和/ = 2的能级，在添加对应项^^改变位势之后， 

2 mr 

分别再按上述类似讨论. 

总之，本题所给6个最低能态径向波函数的节点数从下到上依 次是： 0，1，0, 0,1,2. 


3.11 三维各向同性谐振子能级的占有数和简并度 


题 3.11 —电荷为心质量为 m 的粒子被一个球对称线性回复力束缚在原点.能级间 
距是心。，基态能量是尽，态可由 Descartes 坐标(三个一维谐振子威球坐标(中心 

场，分解成径向运动和角向运动)描述.⑴在 Descartes 坐标系中，将基态和前三个激发态 
的占有数列表，求出各个能级的简并度.(2> 在球坐标中，写出径向运动方程(不要求解） 

(注意在球坐标中$ L 2 是总轨道角动量算子的平方除以; i 2 ). 指出并画 

r or or r 

出有效势.对于给定的角动量，画出径向波函数的基态及相同/值的另两个态 .（3) 对于 (1) 

中的四个能级，写下这些能级中所含的角动量及宇称.将总简并度与 (1) 的结果比较 .(4) 第 
二激发态(乓=7^?。/ 2) 有线性 Stark 效应吗？为什么？比较这一谐振子能级与非相对论氢 

原子第二激发能级(/2 =3) 之间的同异， 


解 （1) 见表 3.1 

(2) Hr ) = R ( r ) Y im (9^). 径向波函数为 i ?， 满足如下方程 


而有效势为 




1(1 + 1 ) 
3 ~ 


R = 0 





图3_11⑻中;^ 


h 2 l(Ul) 



•题图 3.11( b ) 给出了相同 /的前 三态的波函数形状.注意波 


函数的节点数等于 
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占有数 


|0,0,0> 


|1，0,0>，|0，1，0>，|0.0，1> 


|2,0,0>，|0,2.0)，|0,0,2》 
|1丄0>, |1,0，1〉, |0,1，1〉 


|3,0,0>，丨0,3,0》,|0,0,3) 
|2.1,0), |0,2,1), |1,0,2) 
juO>, |04,2) % \2M) 


简并度 






( 4 ) 没有线性 Stark 效应.因为 x 是奇算子 ，而及 的所有简并态都具有偶宇称，因而矿 
的矩阵元在吃能级子空间中为零. 

对于氢原子第二激发态， n = 3 , 它的简并态既有宇称为偶的态，又有奇宇称态.存在 
线性 Stark 效应. 


3.12 三维耦合谐振子 

题 3.12 (1) —个质量为 m 的非相对论粒子在一势场中运动，势为 

V(x,y t z) = A(x 2 + / + 2Xxy) + B(z 2 + 2fiz) 

其中 A >0， fi >0， pl |< l ， //是任意的，求能量的本征值 .(2) 现在使势变成对于 z >- 

及任何 M ， V new = K V 与 (1) 相同.对于及任何 M , V new =+<»， 求基态能量， 

解 （1) 选两个新的变量//，£，使 
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12 


(x + y\ 


n 


(x-y) 


反解之有 


X 


七 t 


: y 


IT 


V(x,y iZ ) = A 1/2(〆 +? 2 + 2fit) + 去 (〆 + f 2 - 2jut) + 2A • 去 (〆-? 2 ) 

+5(z 2 + 2//z) = A[(1 + X)^ + (1 - A)? 2 ] + 5(r + 2^iz) 


d _ 

dx 

dx 2 

9 

9 y 


dy 2 

v 2 


a l 9 i 

r d 2 l | a 2 

、 dfi 2 yfi df&t 
3 10 1 

3// V2 3? 72 

f a 2 1 a 2 

,3/i 2 -n/2 3/^9/ 

d 2 d 2 d 2 
8^ + 9? + 3?" 


丄〕丄 

S)S 


f 0 Z 1 a 2 1 1 

+ - - - 1 - - -- 

[ dtd/i ^2 dt 2 S IS 


丄〕 J _ \_' 

芯 ) S V2, 


3 2 1 a 2 1 

dtdp dt 2 V2 


这样本征方程为 


^2" + ^ r + ^r 卢 ( A ， ? ， z )+ 菩[五- v ("，“)] •彡 ( a “) 


令 


^M^z) = U(M)T(t)Z(z) 


有 


/js 2 

^/(/0-^>-次1 + 咖 2 ]，) = 0 

^s2 f\ 

^T(t) ~^[E 2 -A(l-X)t 2 ]T(t) = 0 

9 M ^ v 2 ?W r _ ^^ -> 1 . "i _. 、 


2 m 


^7犯) ^ ■[丑 3 —忍 (？ + 2 " Z )] Z ( z ) = 0 


E = Ej + E 2 + 


解之得 


£ t =l « i +- l^p 




2A 


(1 + A ) 


五 2 = ^2 + r 九 0 h ， 


^2 


2A 


(1 -乂) 
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E = 十 E 2 + E 3 

(2) 现在当 z <- A 时①，而2>_ 〆 时与以上一样，这要求波函数在 z 4时趋于 
零. 这自然要句为奇数.所以基态当《 1 =« 2 =0,巧=1时的能量为 


E = 一方 (q + 6^2 ) + — ho)^ 一 
2 2 


3.13 对数势中运动的粒子 


题 3.13 —质量为 m 的粒子，在一对数势中运动，这势可以写成 V ( r ) = Cln ( Wr D ) •请 

证明： （1) 所有的能量本征态都有相同的均方速度.并求出之 .(2) 任何两个能釐态间的能 
量间隔是与质量 m 无关的. 

证明⑴ 


书) 




riff p y/ 


对于定态有 


( T )^( r ^ VV ) 


所以 




•2 〈 r 〉 


r 


vv ) 


fd 3 r- r — Cln — iff * y / = ~ fd 3 r\w 
J dr k mi f 


2 


对任何本征态均成立. 


( 2 ) 


吾=〈 S 卜〈 I - 旮〉令 I 卜 


则 


所以尽 - U 与历无关的. 


d ( E n - E “) 1 C . 1 C 

* I ^ • I • .nmrn^ 

dm 2 m 2 m 


3.14 氢原子受一无限高势壁的作用 

题 3.14 假定孤立氢原子的本征态都已知，且按通常的记号，写为 
¥ n Jf _ = R ni ( r 、 YH 设有一氢原子的原子核距无限高势壁为 < 显而易见，势壁力 

图使氢原子变形 .（1) 当时，写出这个氢原子基态波函数的形式 .(2) 求出所有其他半 
空间中该氢原子 (d 4 0) 的本征函数，用凡,和4表示. 

解 （1) 建立坐标系，原点取为原子核所在位置， Z 轴垂直于势壁表面.由于^40, 
在半空间. Z >0 内， SchrOdinger 方程的解仍是化心，但须满足沒=!时％ = 0的条件，即 
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只有 / + m= :奇数的那些解才是满足要求的，如 









所以基态波函数为 

(2) 所有其他本征态为化4， Z + m = 奇数，即 m = Z-U_3，-.，-Z + l 为/重简并 • 
注这种做法同问题的对称性密切相关. 


3.15 氢原子波函数随时间的演化 


题 3.15 在 kO 时氢原子的波函数为 


¥( r , Q ) 




2%00 + %210 + + *^^ 2 !-] 


其中指标是量子数 n、 /、 m 的值 • 忽略自旋和辐射跃迁 •（1) 什么是该体系能量的期望值？ 
(2) 在？时刻体系处于卜 l， w = l 态的概率是 什么？ ⑶电子在质子 l(T 1() cin 之内的概率是什么 

G = 0时)(这里可采用近似结果)？ （4) 波函数怎样随时间变化？即求 r(r,^).(5) 假设一次 

测量发现 L = 1，L^1 ，用上面 的？^ 描述这一测量后瞬间的波函数. 


解 （1) 能量期望值为 


11 


E = { ¥ \H\ ¥ ) = - {4E, + = -7.68(eV) 


其中，尽= 


为氢原子基态能量. 


( 2 ) 


kw ) 


e 


-iHtfh 


k (0)) 


〈《1 1|_ 卜心〈21 l | e -_ |_卜 J n 2 JI , 


- iEit/h 


所以概率 


户=|〈圳_〉| 2 =臺4 


当 n = 2 时， P = i， 其他为零 
(3) 令 a = 10 _10 cin 


P - I r 2 dr ^ y/dQ 

o 


o 


r 2 dr T 5( 4 K +6 K ) 


心 I 


2 


4 


e 


-2r/a 




2 r 


2 Aa 


5 


e 


-rJa 


a = 5^29x10^0111 


因为《«0，所以 


e 


- 2 r/a . i “ 


1 




1 
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4 






24a 


1 


aJ 


4( a 
a 

% ( a 


3 


2 


a 


a 


4 


6 

1 


5 1 

& 丫 

10 

120 


144 



、 3 


⑷ 


15U 

y/{r,t) = eT mh 


3.6 x 10 


y(r ， 0) 


l _( 丄 

)1 10、 


2e 却％ oo+e 七 2 V 2l0 




¥m 




-io^ 


^21- 


式中 




1 
h ， 






h 


(5) 由于 1 所以 《=2. 于是，所求态矢为 

| ) = Q |21 l )- fC 0 |210} + C |21-1) 

由题意知4| H 〉，而4 = (4 + 4)/2,所以4|〉= |〉成为 


2 


(^ C 0 |21 l ) + >/2( C + +C )(210) + ^ C 0 |21-1)) 
C + |21 l ) + C 0 |210) + C |21- l ) 


得 


C + =^C。，C =^C 0 


所以 


I ) = ^ C 0 [>/2|21 l ) + 2 j 210) + ^|21- l ) 

2 L 


归一化 c _ 


V 2 


, 所以 


} = |211) + V2|210} + |21-1) 


3.16 电子偶素 

4 

题 3.16 氢原子的基态能量和 Bohr 半径为 

F h 2 

£ o=-— » «o= — 

2a 0 me 

其中 W 是系统的折合质量， 、子 =9.11><10- 28 6 ， W 质子 =1.67Xl 0-%, e = L6xlO" 19 c, 

方 = 1.05 xl ( T 27 erg a ) . s .( l ) 计算电子偶素的基态能量和 Bohr 半径 • (2) 由于电子有自旋，电 
子偶素基态的简并度是多少？写出具有确定总自旋值的可能自旋波函数及其相应的本征值. 


① erg 为功的单位， lerg =10^ 7 J a 
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(3) 电子偶素的基态会发生衰变，湮灭为光子，计算这个过程中释放出的能量和角动量， 
证明终态至少有两个光子. 


解 （1) 电子偶素的折合质量为电子质量的一半 


峋子，将所给数据代人题设所给 


公式，得到 


a 0 =1.06 x 10" 8 cm , E 0 = -6.8 eV 


(2) 电子偶素基态的简并度为 4. 记正电子为粒子1，电子为粒子2,单个粒子的自旋 


在 z 方向分量的本征态为《和夕. 
自旋5 = 4+1和总自旋^分量 S 

«⑴畝2)， 


:和夕分别对应于本征值 

S lz + S 2z 的本征态为 
S = fit = ft 


. 则基态的具有确定总 


i[a(2)/?(2) + ADa(2 )]， 
m)m) s=k s z 




-n 


5 = 0, 


(3) 正负电子湮灭时，放出的能量主要来自于两者的静质量 

AE = 2w^c 2 =i.02MeV 

释放出的角动量的大小取决于湮灭前电子偶素所处的 状态. 在基态，轨道角动量为0, 
没有贡献，所以对$= 0的态来说，释放的角动量为0,即没有角动量放出.对5=力的那 
些态来说，释放出的角动量大小为 = 

下面来证明终态至少有两个光子 • 假设电子偶素湮灭后只放出一个光子，则过程的能 
量和动量不可能守恒.道理是这 样的： 光子只要有能量就一定同时带有大小为五 / C 的 
动量.于是光子在任何一个参考系中动量不为0,而在电子偶素的静止参考系中，过程前后 
动量都应为0,因此可以断定终态至少有两个 光子. 


3.17 电子在势场 V " = Ar ， 々>0中运动 

题 3.17 考虑电子在球对称势中的运动 ， K => 0 .⑴用不确定性原理估计基态 
能量.( 2 )用 Bohr - Sommerfdd 量子化条件计算基态能量, 0 ) 用你选的尝试波函数通过变分 
原理重复上面的计算 .(4) 精确求解基态的能量本征值和本征函数(提示利用 Fourier 变换), 
对于非零角动量的态，给出等效势. 


解⑴ 

由不确定性关系可知 


E^ — ^kr 
2 m 


M ， 


4? 


我们立刻可算出能量£的最小值为 
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E 0 ^^(k 2 H 2 /4m) m 


⑵ Bohr - Sommerfeld 量子化条件为 


j > P r dr = n r h , ^ P ^ = n^h 


粒子是在0 = 7平面内 运动. 基 态取％ =0,〜 


1，圆轨道，半径为 a 


ffij m ( 0 2 a = k , 所以 


h 2 


Eo 


⑶考虑尝试波函数为 ㈧ r ) 


H 


n 




2 m a 


-~2 + foi = —( k 2 h 2 / 


-Xr 


， A 为变分参量 


{ w \ H \ yf )\3 k i % 2 x2 
{ y ^\ v ) 2 X 2 m 


SH 

~5 X 


0,解得 




2 


hn 、 

歹 J 


所以 


E 0 


3 ( 9 k 2 h 2 

2 4 m 


(4) Schrodinger 方程为 


% 2 d 2 


2 m dr 2 ' v 、 — ^ ’ 

由于是基态，⑼的方向的波函数是常数.作变换 


Z + (^r-E)z = 0 


这里 ; r = r /?,/? 为径向波函数 


方程化为 {%{ r ) = z ( y )) 


d z ( y ) 

dy 2 


- yz ( y )^ o > y>o 


这是 Airy 函数方程. 

角动量不为零时的有效势为 


心=妙+ 


h 2 l(l + 1) 
2 mr 2 
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3.18 重夸克之间近似相互作用势 V ( r ) = A + Sr 


题 3.18 重夸克之间的相互作用经常用一个自旋无关的非相对论的势来近似，这个势 
是径向参数的线性函数，这里 r 是夸克之间的距离矢量.即 V ( r ) = A + Sr . 著名的粲粒子 

V 和 〆 (静止能量分别为 3.1 GeV 和 3.7 GeV ) 就被认为是质量为 1.5 GeV / C 2 的 c 夸克和相同 

质量的反夸克在上述线性势下构成的零角动量的0和《= 1的束缚态.类似地，新发现 
的7和 〆 被认为是由 b 夸克及其反夸克在相同的作用势下构成的零角动量的0和 n = 1 

的束缚态. b 夸克的静止质量％=4.506¥/0 2 ，，的静止能量为 9.5 GeV . (1) 用量纲分析方 
法，推出 V 和 〆 的能量间隔和/与 〆 的能量间隔的 关系； 然后，推算/的静止能量(所有 
能量均用 GeV 表示 )_ (2) 将 n = 2态(轨道角动量为零)上的粲粒子称为，用 M . K . B 近似 
法估算 〆 与之间的能级间隔，并将这个能级间隔用％与 〆 的能级间隔 表示； 然后，给 
出!^的静止能量的数值估算. 


解在夸克和反夸克所组成的质心系中，相对运动方程为 

%1 ^ 2 r ^V(r)Mr) = E R¥ r(r), M 




2 m 2 


2 


式中仏为相对运动能量， m 。 为夸克质量.在零角动量的情况下，上述方程在球坐标系中的 


形式为 


( 2h 1 d f 2 d . T7/ x 




R(r)^E R R(r) 


J 


令机 r ) = ^ 0 ( r )/ r , MZo ( r ) 满足方程 


^^ Y (ER ~ V(r))Zo=0 


以 V ( r ) = 4 + Br 代人 


+ -A-Br)z 0 =0 

(1) 现在对上述方程作量纲分析 

[B} = [E][L]-\ m = [E} l/2 [L][m] 

[Ef /2 =[Bfi][mr m 

E = f(n)(Bn) 2, \Mr m 

/(«) 是仅与主量子数 n 有关的无量纲常数，则 


〜今, 一携 (肋严 


(肋) 


2/3 






(/ ⑴ 一/ ⑼) 




同理 


2/3 


八尺 =^_ (/w _ /(0)) 




⑴ 



则 
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、1/3 



E r , - E r *0.42 GeV 

E r . = E r + 0.42 = 9.5 -f 0.42 » 9.9( GeV ) 


⑵由方程 (1)， 用 W ， K . B 近似法可得出 Bohr - Sommerfeld 量子化定则 


2厂 - A - Br)dr = (n + |) ft . 


a 


B 


得 


由此求得 




n ^-) Bh / 4 \ 

2/3 

3 



^ 4 J j 





一^ 




— E.j 




(Bh) 


2/3 


( 2/0 

(m 


1/3 


2/3 


(2/0 


1/3 


21 

16 

f 33 
16 


2/3 


2/3 


(33) 2/3 - (21) 

〜-心 = (21) 17 「:(9, 3 

E 厂 =0.8Ix(£^-^) = 0.81x(3.7-3.1)« 0.49( GeV ) 

3.7 +0.49 «4.2( GeV ) 


2/3 


9 

16 

21 

16 


* 0.81 


2/3 


2/3 


3.19 质子和中子通过交换浐介子产生近似的吸引势 = ^ 

d 


题 3.19 两个质量各为 M 的粒子通过势 

V ( r ) = - 


s i 


e 


-rid 


互相吸引，其中 = 方 / me ， 且 mc 2 =140 MeV ， Me 2 =940 MeV .( l ) 证明： 只要适当选取参数 

a 和々，则通过变量代换 : t = ，可以将该体系纟= 0时的径向 Scbrodinger 方程化成 

Bessel 方程 


d 2 J p (x) 

dx 2 



x dx 



J p (x)^0 


⑵假设已知该体系只有一个束缚态，结合能为 2.2 MeV ， 计算 〆 /於的数值并指出其单位, 
(注试题开头已给出'⑶的数值图，见题图 3.19) .⑶为使该体系具有两个〖=0的束缚 

态，//舦的最小值应等于多少 W 和 M 不变)？ 

解 （1) / = 0时，径向波函数 /?( r ) = /( r )/ r 满足的方程为(约化质量# =财/ 2 ) 
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18 


0.0 


0.0 


16 


14 


12 


10 


8 


6 


4 


2 


f/mmm 

wt/mf/mm 

wm/mvrn 

wmmwm 

wwmmwm 

wmwm/m 

wmmf/mfA 

fm/mwAmm 

w/m/mwm. 

wm/jm/AfA 

wm/mm 

fin 

Ik —謂 


Ik 



0.2 

0.2 


0.0 


- 0.1 


- 0.2 

-0.2 

- 0.1 

0.0 

0-1 

0.2 

0.3 


0.3 


0-2 


0.1 


-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 


题图 3.19 




V 


E + T e 


8 --rid 


%{ r )^0 


J 


如果作变量代换 


r ~^jc = aoT fir ， [0, 仅 ] 


并记 ; T(r) = /(x ) ，则 


d 2 J(x) 1 dl(x) 


dx 2 


x dv 


Mg 


2 


n 2 dp 2 


X 


K<XJ 




+ 


ME 


X 2 n 2 j } 2 X 


若令 


a 


2g 

h 




并记 


p 


2 


4d 2 M\E\ 4d 2 ME 


¥ 


¥ 


则径向 Schrodinger 方程化成阶 Bessel 方程 


2 


J(x) = 0 
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d 2 人⑶ 1 dJ p ( x ) 


( 


dx 2 


dx 


P 


^ w=o 


(2) 对于束缚态，要求 


4 CO 时， i ?( r ) — 0 .满足该条件的解为(不考虑归一化) 
，( r ) = *^(ae _A )， 

另一方面，必须有/(0)=0，这给出 


p >0 


J p ( a ) = 0 


现在已知 


p =~-4^ W \ 


2 


2 


2 


JMc 2 \ e \ = — V 940 x 2.2 * 0.6 
v 140 


根据题图 3.19, 可以近似求出 /? = 0. 6 时函数七⑷的最小零点值为 3.3, 这也就是给出只具 
有一个束缚态的势阱的《值 


3.3 


于是，容易求出 


g 2 ha 2 mc 2 a 2 140 x (3.3) 


2 


he AMed 4 Mc 2 4 x 940 


0.4 


这是一个无量纲数. 

(3) 考察题图 3.11, 不难发现当 cr <5.5 时，给定 a 值，只能求出一个/? (: >0) ，使得 
心(《0 = 0,这时无论如何只能给出一个束缚态.因此，要得到两个/ = 0的束缚态，必须 
^>5.5, 于是 g 2 / 如的最小值为 

( I ： 

he I . 4 Mc 


2 ^2 


/min 


140 x (5.5) 

4 x 940 


2 


u 


3.20 中心力场束缚态的一个重要关系 

题3_20证明在非相对论量子力学中，对于中心势场 V ( r ) 中的任何单粒子束缚态有下 
列关系式成立 

_ r = 麵 _士(多〉 

其中 K 0) 是原点波函数， V ( r ) 为势能， m 为粒子质量， L 2 为角动量平方(令 A = i ). 在角动 
量不为零的情形下给出方程的经典解释. 

证明在中心力场下 

1「1 a 2 9 L 2 ] 

令 

¥M<p) = R{r)Y im (G 參 l u {r)Y lm {0,(p) 

其中 M ( r ) = ;■/?(；*) ， 得 
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u 


2m(E-V(r)) 


1(1 + 1 ) 


w = 0, 


>0 


式 U ) 两边乘以 〆 ( r )， 并对 r 积分，得 


’ (r)«V)dr +J 


2m(£-V(r))- 


1(1 + 1 ) 


^ 2(r) " =0 



分部积分之，并利用 Y ( a )) = 0，《( a )) = <0) = 0 


得 


>)4 


/ 


2ml R 


,2 


dV ( r ) 

dr 


2 


dr 


-/ 


21(1 + 1 ) 


^ 2 r 2 dr 


0 


所以 


k ⑼ I 


2 


4n 


R\0) 


2 n 


r 2 drdfl 


J > (礼 _)l 

-/ [阶)1^， 的]乓 [/?( r )4( 〜)] . r 2 drdD 


2 dV(r) 
dr 
1} 


即 


k(0)| 


2 


m 

2 k 


'dV(r) 




2n 


L 2 


hO 时， |^(0)| 2 = 0 , 所以 


dV(r) 

dr 


1 } 


m 


其经典对应为 


dV(r) 1 1} 


dr m r 


3 


而^^ = _ F m 为向心力 


dr 


L 2 


i2 


m 


x v ^ 1 

m ——-— =m— (vsin (r,v)) 2 -m— 


( 1 ) 


( 2 ) 


=-^ctan^ 


3 


2 


0 



其中 V , 为沿球面的切向加速度， += v , 2 / r 为向心加速度.可 
见式 (2) 正是牛顿第二定律的表达式. 


3.21 有限深球方势阱中的束缚态 

题 3.21 —个质量为 m 的无自旋粒子，约束在一半径为 
r 0 的球方吸引势阱内 .（1) 为了获得两个零角动量的束缚态， 
势阱的最小深度为多少？在这个势阱深度下 .（2) 属于零角 
动量的 Hamilton 量本征值为多少(如果需要，你可以将你的部分解答表成超越方程之解)？ 


题图 3.21 
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如果粒子处于基态， (3) 在坐标基下画出波函数和与之相应的概率分布.详细解释后者的物 

理意义 .(4) 用这一波函数预言对粒子动能的单次测量的结果，可以将之表示成一维定积分 

的形式 .(5) 在不确定性原理基础上，给出 (3) 和 (4) 联系的定性分析. 

解 ⑴径向波函数 = 满足方程(/ = 0) 


n 2 d 2 Z v F 
n 2 d 2 z 


0 < r < r 0 


2 m dr 2 
Z(0) = 0 , 


Ex ， 

J(OO) 有限 


r 0 < r < oo 


于是，波函数应取 


%(r) 


sinar ， 0<r<r 0 , a 2 = 2m(V 0 + E)/h 

^Be^ r , r 0 < r < co, 0 1 = 2m\E\lft 2 


由 r = 处的边界条件得出 


a cot <xr Q = p 


令《=%，7 =火，贝 !l 得出 


4 2 - hrj 2 = 2 mV 0 r^/h 
cot 卜 ? 7 


由题图 3.21 可以看出，要有两个束缚态的最小势阱深度为 


2mV 0 rg (3 k 


2 


n 2 

(VoU 


2 

9n 2 h 2 

8mr^ 2 


(2) 在 (1) 中的势阱深度下所求 Hamilton 量的本征值为 

E 2 =0 

而基态能量岛满足方程 


I (3n 


^oV 2 


j 


3n 


\2 


J 


COt f J1 


2 j 3 r 0 

3n 


\2 


J 


P 




2 m 


(3) 归一化后的基态波函数为 


Z ( r ) 


A sin ar, 
Asmar 0 ^^ r) 


0 < r < r 0 
r>r 0 


归一化常数为 


— («r 0 - sin ar 0 cos ar 0 ) + —sin 2 ar 0 


而％々的意义已在 (1 )、 （ 2 ) 中给出，其波函数与概率分布如题图 3.2r ⑻与图 3.2r(b) 所示， 
从题图 3.2[ 中可以看出，粒子在 r<r 0 区域中的概率很大，在5外指数衰减，故可认为 
粒子被束缚在此球方阱中. 
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(4) 粒子动能尽是动量 p 的函数，故对粒子动能的测量概率等同于对动量 P 的测 

量概率 | y ( p ) f . 这里 y ( P ) 是基态坐标波函数的 Fourier 变换，而 fO ?) 是它对方向作 4 n 积 
分. 




2 




(2 nhf 2 J V 4^ X 


2 


4 n (2 nh ) 


3 



Z(r) 


⑽ sin 决 i 执 i ， r 3 dr 


2 


2n 2 方 2 


汾) 


Pr 


r 2 dr 


PI 

h 


2 


代人⑶中的;表达式即可积出. 


平均动能数值反为 


E . 


尽 + V 0 J D A 2 sin 2 ar ~ r 2 dr 4% 


E ^2 nV 0 A 2 r 0 


sin 2 ar 0 ^\ 


2 a 




题图 3.2V 


(5) 由上述讨论可知， （3 冲的空间波函数给出了空间的概率分布，而⑷中 p 空间波函 

数给出了动量的概率分布，这两者弥散特征量之积应满足不确定性原理 

d ^? Ar > h /2 

即两者的“胖瘦”应该是互补的. 


3.22 有限深球方势阱存在束缚态的条件 

题 3.22 (1) —个质量为 m 的粒子在一个三维方势阱 V (\ r \) 中运动.证明 ： 对于一个半 

径及一定的阱，只有其阱深起码有一极小值时，才可能有束缚态存在(题图 3.22( a )). 计 
算此极小值 .（2) 在一维中的一个类似问题有不同结果.这一结果是什么(题图 3.22( b ))? 
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⑶你能证明⑴、 （2) 结果中的一般倾对任意形状的势阱均成立吗？例如，在一维情况⑵中 


V(x) = Af(x)<0, a<x<b 

V (x) = 0, x<a ^x>b 


保持 / w 不变，讨论不同的 a 值. 

解 （1) 假定存在一束缚态 y ( r ) ，并假 
定它为基态 (Z = 0) ， ^( r ) = 本征方程 

为(£<0) 

h 2 1 dfod 


0 


一 K 




⑻ 



VM 

-R/2 

R/2 

L 

J 

_ 滅 

R 


(b) 


2m r 2 dr 


—^(0 \^V(r)^(r) = Ey/(r) 


题图 3.22 


如图 3.6 ⑻所示 


V(r) 


0， 

- K ， 


r>R 

0<r<R 


解得 


¥( r ) = 


A 


sinifcr 


B 


e 


r 


r<R, k 


2 m (£ + V 0 ) 


n 2 


r>R, k ， 


•2mE 


r 


h 2 


4、 B 是归一化常数，利用在 r = i ? 处的边界条件 


[ln(r^(r))| 


[ln(r^(r))]' 




得到 




n 2 h 2 

8 mR 2 


⑵在一维方势阱时，不论阱深如何，总有一束缚态存在.束缚基态对原点总是对称的 
(取阱的中心为原点)，本征方程为 

d 2 2 m 


6x 2 


¥ 


W + ^ W ] ¥ i x ) = 0 


如题图 3.22( b ) 所示 


vw 


注意到 v ⑻ = 解之可得 


• 

• 

X 

0 ， 

9 

X 


< 


> 


R 

2 

R 

1 


Acos(kx) 


W (^) = ^ 


x 


R 

< — 
2 


Be 




x 


> 


R 

2 


利用与 ( i ) 中同样的边界条件，有 
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得 


1 2mV 0 

1?•了 


从而有 


fkR ) 丄 k 

cos = ±— == 

\2J 2mV 0 


对任何％均有解存在 


⑶对一维情况，定义一个方势阱 V s ， 使之满足 


- V 0 , 




I R 

文< 一 
1 2 

r R 

F > T 


V(X) 


且 - V c > V (; c ) 对任何 X 均成立(题图 3 . 220 . 从 ( 2 ) 中可知存在一个 
koW ) ，是与 V S U ) 相应的本征束缚态，即 


I 

- I 


但是 


题图 3.22 f 


{^ o |^ + KW | n )<° 


{^ol^+^wko)<{^ol^+Kw!n} 


所以 


2 


{^ o |~ + ^ W |#0〉 < 0 


即题中所给的 VOc ) 形式的阱均有束缚态(对其他形式的 V ⑶，可能没有束缚态). 


3 . 23 在势 VO ，; y , z ) 


i 

00 ， x< 0 , : y，z 任意 
0， x>0, y，z 任意 


中运动的粒子，计算其 Green 函 


数及 | G ( r ， rV )| 


题 3 . 23 对于在势 


V ( x t y , z ) 


■^< 0 , : yj 任意 
x > 0 , 任意 


中运动的非相对论电子，计算其 Green 函数及 IG ( r , r ', f ) l 2 ，描述概率随时间的演变并给以 
物理解释. 

解本题的势可用 x = 0 处 (?( r ， rV ) = 0 的边界条件替代，而这一边值问题可由镜像法 
求解.设，为，关于 ； c = 0 的镜像 
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V 


\0(r,r\t) = 6(t)[S(r-r f )-S(r-r K )] 


( 1 ) 


这一方程的解的:部分就是真实的 Green 函数的部分，而后者在时为零，令 


G(r.r\t) 


(2tt) 


4 


]>灸厂 d W 七兩*， 〆 ,历) 


⑵ 


代人式(1)，可得 


G{k,r\co) 


n 2 k 2 

2 m 


e 


e 


-ii-r 


代回式 (2>, 得 


G{r,r\t) 


(2^) 


4 




e 


e 


h 2 k 2 

2m 


先对历积分，考虑到因果性要求，当£<0时， G(ry,t) = O f 我们使必的极点作一移动 - i 5 
£为一小正数，最后令 5 — 0. 得到 


G(r 9 r\t) 


h(2n) 


3 


J d 3 k exp 


|(e 

2m 


1 

m 

3/2 r 

~m(r-r r ) 2 ~ 


"im(r-r ft ) 2 " 

= 一 

h 

2i^it 
■ _ 

jexp 

2%t 

m ■ 

-exp 

2ht 


⑶ 


所以，当; M 同时大于零时， Green 函数由式⑶给出，否则为零.在; c >0, n >0 时 


\G(r y r\t)\ 


¥ 


lnht 


2-2Re 


exp 


V 2 -r ff2 -2r,(〆-，)■ 
_ ■ 


如果没有势则自由空间的 Green 函数 | G fl ( r ， rV )| 2 比例于 r 3 . 现在由于反射壁的 
存在，因而出现了干涉项. 


3.24 电子在不可穿入的导体表面上方的运动 


题 3.24 —电子在一不可穿人的导体表面上方运动.它被自身的像电荷吸向表面，因 
而经典地说它沿表面跳跃.如题图 3.24( a ) 所示 .（1) 写出该电子的能量本征值和能量本征函 
数所满足的 Schr 5 dinger 方程 • 忽略像电荷的惯性效应 •（2) 本征态与為之的依赖关系是什 
么？⑶所保持的边界条件是什么？ （4) 求出基态和它的能量 (提示 它们与氢原子的基态 
及能量形成紧密相关 ).(5) 分立和/或连续能量本征值的完备集合是什么？ 







e{x f y,z) 


\- e { x ^ y t z ) 

(b) 



题图 3.24 


量子力学 


解 （ 1) 如题图 3.24 ⑻所示，系 统电能 = 

2 

f ^2 2 \ 

V -— t//(x 9 y > z)^Ei//(x > y > z) 
〈 2m Ay) 

(2) 对上述方程进行分离变量 

^(x,y,z) = y/ n (y)y/(x,z) 


^, z ) = —exp 


(3) 边界条件 


y/{x, y, z) = 0, y<0 


(4) 分离变量后， Schr 6 dinger 方程化为 

h 2 d 2 ur (y) e 2 


2m dy 

氯原子径向 Schrodinger 方程为 

n 2 i df 




f 44 .及 

2m r 2 dr l dr J r 2mr 2 


令及 =- J ⑺，则对于 /=0 有 


方 2 A 
2m dr 2 


Z = Ex 


比较式⑴，式 (2)， 则基态波函数为 


幼)” v 


-y/a 1 


3/2 


2y 


, 4h 


4ft 2 


基态能量为 


r lA 0 


/32 ft 


( 1 ) 


( 2 ) 


可见这里 y = Y = 肋 2 /脱 2 =%(而为 Bohr 半径)，表示电子基态最大概率之所在 


(5) 能量完备集为 


«，/v 


32h 2 n 2 2m 


^( p 2 ^ pI ) 


波函数为 


〜 ^ 少 )= 狄 0 ( 加 ？ -Up x x^p zZ ) 


为归•一化常数. 


3.25 非相对论电子在无限大接地、不可穿透导体上方的运动 


题 3.25 —非相对论电子在一无限大的接地平面导体的上方运动(题图3.25)，它被自 
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己的像电荷所吸引，但电子不能穿透导体表面.⑴写出电子波函数所满足的边界条件.⑵ 
求出电子的能级 .(3) 对基态，求出电子与导体表面之间的平均距离 .. 

解 （1) 



电子波函数需满足 

y , z ) = 0, z <0 



电子 Uc.) 

7^77777777777 

导谇 (z,e) 

题图 3.25 


⑵ 


E= y^(P^ + P 2 y) +E m* 


e 


= — 


8a 7 n 


32h z n 


(3) 基态能量为 £ 


- fie " 

32^ 


a 


h 


He f 


e ^ e - 


4 




-zid 


J 


a 


( 0 N°} = / = ~i 


3 


z 3 e" 2z/a 'dz = -a = — : 
o 2 pie 


X 


3.26 粒子在势场中运动，由不确定性关系估计其基态能 


题 3.26 质量为 m 的粒子在势场 V ( r > = - A /， 2 中运动，用不确定性关系估算其基态 
能量. 


解在中心势场中，基态波函数仅是/•的函数， r=p = 0,^^ = ( Ap )\ r 2 = ( Arf . 

由不确定性关系知•△/*>#，得’ 

▲ 


求能量的极值点得到 



"T _ 

B — Xr ~ vl > 

2 m 


m 2 

2 m 



SH 

S (^ p ) 



^ Ap = 


QmXIlf 

(hllf 


= — 


27 m 3 A 4 

yTW 


3.27 粒子在球势胂 V ( r ) = -，<5( r - a ) 中运动 

题 3.27 质量为 // 的粒子在球势阱阶)=- W ( r - a )( r ， a >0), 中运动，求存在束缚态 
的条件. 



2 • 


量子力学 


解 束缚态为基态时(/ = 0)，给出此条件， 令尤 = ry , Schrddinger 方程 


d 2 2^y 、 




波函数的边界条件是之⑼ =^( oo ) = 0. 因为 V ( r >0)<0,所以束缚态 E <0. 


可令灸 


2/iE 


， Schrddinger 方程改写成 


TtXir) a)xir) - k 2 z(r) = 0 


^^2 八、 / ^2 v - , 八 v * y rv a , 

在 ( a -^ + 幻区域积分式 ( l)k — 0) ，可得另一边界条件 


Z f (a + £*) - zXa ~s) = 


即 


r=^i+0 


f •一 • 

x _ 

X r=a . 


2 "r 

h 2 


在处，方程为 


X"-k 2 x = 0 


此方程的解为 


pqe' r>a 
X-c 2 sMikr, r<a 


将式 (3 M 人式 (2), 可得 


一 灸一兔 cothAa 


= — 


~W 


如％之值刚够形成第一个束缚态，能级必为£ = 0 -， 这时 fc~0, cothka 


ka 


代人式(4)，有 


I 


二 + / + ± 1 + 


U 


1/2 


(21 + 1 ) 


方程化为 


Jr. 士 ，+ 办 


2m dr 


2mr 


相当于氢原子径向方程中 /換成 r , e 2 换成 a . 由氢原子的能级 


2 






% 


n 2 


2 


n r =0,1,2, 


得到本题的解 


⑴ 

( 2 ) 

⑶ 

(4) 
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F ’ “ 1 


3.28 V ( r ) = -- + 4> O ， A >0)， 粒子的能量本征态 


题 3.28 设 V ( f ) = -三 + 4，( a ， A >0). 求粒子能量本征值. 

r r 

解取守恒量完全集为 ( h ， l 2 ， l z ), 其共同本征函数为 

▲•人 n “、_ I… zi _ X(r) v 


⑽ ㈣ 队 ) 


满足的径向方程 


- f f ^ + [ /( z +1) / T 」 + 4"|，=& 


令乂 


2mA 


i\v +1) = /(/+i) 十 ； i 


3.29 三维各向同性谐振子与 Coulomb 场束缚态径向方程的联系 


题 3.29 试将三维各向同性谐振子的径向方程和 Coulomb 场中束缚态的径向方程联系 
起来，并利用后者的本征解得出前者的本征解. 

解谐振子势场为 

V(r) = Ar\ X>Q 

(仏 L 2 ，L Z ) 的共同本征态可以表示为 


^ = 及 (04(0 ，炉 ) = -z(r)Y lm (0 9 (p) 


；r(r) 满足径向方程 


h 2 d 2 y I ^ , . ft 2 






2 fir 


( 1 ) 


Coulomb 吸引场为 


V(r) 


X 9 


r 


A ，<0 


(//，L 2 ，L Z ) 的共同本征态可以表示为 


u{r)Y lm {9 y <p) 


«(r) 满足径向方程 


十 — + « = 0 

2/i dr 2 r 2 fir 1 


d 2 u 


h 2 


如对式 (1) 作变换 


量子力学 


2 = a x ( r ) = 〆 〜(/?) 


可得 V (/7) 满足径向方程 


2/4 dp 2 p 2fip 


2" dp 2 p Ifip 2 


其中 


= 一； l /4<0， r = -£/4<0 


式⑹亦即 


式 (4) 和式 (2) 构造相同，其间对应关系为 

u - v ， r - p ， 


- l \ E f - E \ X-X 


众所周知，式 (2) 的本征解(束缚态， E f < Q ) 为 

矿=-去 (/0 2 (〜+，+ ir 2 , 

Zrt 


n r =0，1，2,… 


«( r ) = r ul F (- n r ,2 l + 2 ，_ 2 " _1 们 C 


(〜 +/+1) 方 


因此，式 (4) 的本征解为 


丑 , =_去(灼 2 («,+厂十1厂 2 ， '=0，1，2,… 

Zrt 

v ( p ) = p r + i F 〔- n ”2，， 十 2 ， W’lp 

l ( n r +/ + l)r J 


式⑻和式 (10) 中 F ( aj ，0 是合流超几何级数. 

将式 (5) 及式 (7) 代入式 (9) ,即得到三维各项同性谐振子的能级公式 


2 h z X 


1/2 


,+ 2〜 +- 1, 


0 , 1 , 2 , 


通常，将谐振子势场写为 


V { r ) = Xr 2 


,v 


即 h +辦 2 , 如再令 


则式 (11) 可以写为 


N = l ^2 rt 


E^lN-^-jho}, iV = 0,1,2, 


将式 (!0) 代入式 (3)， 则得到谐振子径向波函数为(未归 一化） 

R ( r ) - ^ ^ r l F (- n r , U ~^ r 2 "| e ， 2 m 

r l 2 % ) 
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如令《 =加/方，式 (12) 即 


R(r) = r l F\~n r J-^- 1 a 2 r 2 e_ flV/2 

. 2 j 


这个结果也可以直接解式 (1) 而得出. 


330 V ( r ) = Ar \ 一 2< v<oo 的 v >0 和 v <0 径向方程的联系 


题 3.30 对于幂函数型中心势场 

V(r) = /lr% 


2< v<oo 


试找一个变换，将 v >0 和 v <0 的径向方程联系起来，并加以讨论 
解的共同本征态表示为 


径向方程为 


作变换 


待定 ，利用公式 


容易算出 




n 2 d 2 u 


n 2 




2fi dr 


r + E ^ Xr y - l { U \)^— u = 0 


2 fir 


P = r a , u{r) = p fi v(p) 


d dp d i - 丄 d 

- - - - ap a — 

dr dr dp dp 


畀 = a 2 p 2 ^ + a 和 +1 一 丄)， 无' + a 2‘ 」私 

V (X ) n ) 


, 就可以使 V ' 消失，为此目的，可令 

V OL 


1 + - 


代人式( 2 )，再代入式(1)，即得 


2 // 


〆 … 2v7 v 


丫 + eW 2 


〆V 


b p ~ 2 /(/+l) KKK 


,2+vV2v7v 


v = 0 


如取 


2 + v ’ + 2 — = 0， 即 v ’ 

v 


2v 

2+^ 


则式 (4) 成为 


量子力学 


h 2 

2^ 


v" + 一 / z ， (r+i) 


h 2 

2 //p 


v = 0 


其中 


;、2 


E f 


X 9 


7 l)v f 1 2/ + 1 1 

2 J v 2 2 + v 2 


式⑹和式⑴构造相似，只是 v '， r ， f 的正负性质分别与 v ， l , 五相反，例如 

v ， A ， E >0， <0 

反之亦然，由此可知， v ,； l >0 时式 (1) 的本征解，可由式⑹中 vW <0 的本征解得出. V ， 义>0 
时显然有无限多束缚态能级 (0 < £ < 00) ，因此 -2 < v < 0时也有无限多能级 (£ < 0) • 上题就 

是一个具体实例，而且是能量本征方程可以求解的唯一情形. 

根据式(2)、式⑶、式(5)，有 


l + v /2 


p=r 

当 -2< v < oo ， 必有 l + v /2>0， 因此 

r ->0 即 r -> 00 SP /? — > 00 

由式⑹可知 


P — 0 处， 


v ( p)— 〆 


2/4-1 1 

7 fv + 2 


则由式 (2) 就有 


2/+2 


广一>0处， 


w(r)-> = r M 


这个结果可以直接从式 (7) 得出. 


3.31 V ( r )^ Ar \ -2< v < oo 的能级量纲构造式 


⑺ 


題 3.31 质量为//的粒子在中心势场 

V ( r ) = Ar v , 


-2< v<oo 


中运动 ♦ 只讨论能够出现束缚态的情形，即; lv >0 的情形 .（1) 找出特征长度的量纲构造式， 
将径向方程无量 纲化； （2) 视为参量，确定能级构造和它们的关系； （3) 分别就 

v = 2,1-1 三种特例作具体讨论. 

解 束缚态波函数 ( H , L 2 ， L z 的共同本征态河以表示为 

^ = R(r)Y lm (0,g>) = ^Y lm (6 9 p) 

r 


径向方程为 




2fi dr 


2 ur 


方程中各项量纲相同，故特征长度的量纲构造式为 


n 2 

ju X 


,2+v 


(D 


特征能量的量纲构造式 
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E 


h 2 


jur 


据此，引人无量纲的径向距离 P 及能量友， 


P 


定义为 


2juA 


U ! 2 


⑵ 


s = e ¥ 


h 2 

J 

f h 2 


卜; 



2 十 v 


⑶ 


并令 


= ❻ (p) 


则径向方程 (1) 变为 


d 2 co 

d〆 


左, 〆 -雙 

| 又 P 


G> = 0 


(4) 


现在径向方程已经和方，从又的数值无关，沒作为式⑷的特征值，当然与方， /a 的值无关•由 
式 (3) 易知，任何两个能级之差必然和式 (2) 具有相同的量纲构造，即 


AE 


2 " 




由此 可见： 

① 不论 v 取什么值 (v>- 2 )， 如作用强度叫增大， AE 亦随之增大. 

② 粒子质量//和能级差 M 的依赖关系为 

v >0, "增大时 AE 减少 
v<0 ， //增大时 AE 增大 

具体来说， v = -l， 2,1三种特例的规律 如下： 

甲： Coulomb 势 (v = -l,；l<0) 


V(r) = -, 


AE 


fjX 


事实上，能级公式为 


E 


fdX 2 
2 rt 2 方 2 ’ 


n = l，2,3, 


攀 • ♦ 


乙： 谐振子势 (v = 2 ，；l>0) 


V(r) = Ar 2 ， AE oc h 


X 

M 


事实上，能级公式为 


E n =\ AT + 


2 


2 Xti 


\l/2 


〆 J 


N = 0 ， l ， 2, 


丙：线性中心势 (v = lU>0) 


量子力学 


V ( r ) = > ir , AE oc 


方 2 又 2 、 

CT ) 


1/3 


能级公式没有简单表达式. S 态 (/ = 0 ) 能级的 w . K . B 近似为 


/ 


— 7 Z 
2 


3M^fh 2 A 


n + — 

4 


2(0 


n = 0， l ，2, 


j 


3.32 以 r ) = Ar ' _2< v < od 势场，粒子在半径为 a 的球面内出现的概率 


题 3.32 粒子在中心力场中运动，处于束缚态 


W-R(r)Y^,p) = ^Y lm (0 t ip) 


( 1 ) 


r 


径向波函数的归一化条件为 


fXuH 


( 2 ) 


如以原点为球心以给定的半径 a 画一个球面，则粒子在球内出现的概率为 


P ( a ) = | R 2 r 2 dr = [ u 2 dr 
0 Jo 


如势能为幂函数型 

V ( r ) = Ar v , ™2< v<oo 

试 证明： 当粒子质量 // 或作用强度问增大时，概率饩 a ) 只能增大， 
证明以 P (幻和 A 的关系为例.令 


不会减小. 


o 




0 


吩)故 r 


需要证明 G ( a ) > 0 . 

式⑴中 《( r ) 满足径向方程 


h 2 d 2 u 
2 m ' dr 1 


+ 


E - Xr v - l { Ui ) 


h 2 


2 /dr 


0 


按照题 3.31 分析，令 


P 


2// U | 


n 2 


u ( r ) = Cw ( p ) 


J 


(3) 


⑷ 


(5) 




n 2 


V 


2fi\X 


2^ 


则式 W 就可以无量纲化，变为 




dp 


2 


P ^ nV 邶 + l ) 

卜 it 一了 


a > = 0 


^ iP ) 作为方程⑹的特征解和//，叫之值没有直接关系.如令 m { p ) 满足归一化条件 
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0 


d/? = l 


则利用 《(r) 的归一化条件( 2 )容易确定式 (5) 中的归一化常数 C 1 ， 显然 


P 


X 

2(2+7) 

h 2 


现在只需计算 3M(r)/3/i ，然后代人式(3)，即可证明(3^)>0 


du ( r ) _ dC 
dfi du 


d S w(p) ^ c dp^ 

dfd dju dp 


c / N c dw 

— —— w(p) + - p 一 

2(2 + v)fi (2+v)// dp 

i r / 、 a 加 

—： - u ( r ) + 2r —— 

2(2 +v)//1 dr 


2(2+ v)// u ( r ) dr 


如 2 w] 


⑺ 


代人式 (3)， 即得 


g(g)== ^t 


2(2 +v)// 


au 2 ( a ) 


由式 (s) 易见 

G ( a ) > 0 

这正是所要证明的，等号仅出现于咖 )= 0 的情况，即/ * = a 恰好是 《(r) 的节点. 

在厂关系式⑶中， A 和 |A| 地位相同，所以 P ⑷对又的依赖关系可以仿照以上步骤进 
行推导、分析，结果为 


2^ A \ 


P ( a ) 




即作用强度增大时，概率只能增大，不会减少， 

式⑺中，如㈠ 00,则 G(a) — 0, 这时 />(«) 与//无关，这正好反映如下事实 ：无限 

深势阱中的粒子，波函数与粒子质量无关，因此粒子的空间概率分布与质量无关， 

本题证明的结论可以从量纲的角度给以简单解释 如下： 特征长度『。和只、叫的关系 (参 
看题 3.32) 为 


f h 2 p 

、 ro { W \) 

当//或叫变化时，如 <2/~保持不变，则概率 P(a) 也不变.本题的条件是 a 给定不变，因此 
舁或叫增大时， r D 变小， fl/r D 增大，亦即，如距离以特征长度 r 0 为单位，则//或增大 
时，球面半径 a/r Q 增大，故粒子在球内出现的概率增大. 



量子力学 


3.33 中心势场，若 $>0 ， 则 〈 V 〉 ) M 2 dr<0 


题 3.33 粒子在中心势场 V(r) 中运动，处于能量本征态 


如V已经归一化，则势能平均值等于 


(F) = J Vy/*y/i 


0 


V(x)u\r)dr 


dV 


试 证明： 女，)为单调上升函数，艮斤>0,则对于任意 给定跡 ，均有 


f ^( V -{ V )) u 2 dr <0 


( 1 ) 


证明由于 F(r) 是单调上升的，显然对于粒子的任何状态，总可以找到某个^，使 

V(r 0 ) = (V) 

而且，当 r<r。 时， V ( r )<( v )； 当广>&时， V ( r )>{ V ). 因此，如<2</*。，式⑴显然成立.如 
«>/* 0 ,则 




但因 




所以仍得 


^( V -( V )) u 2 dr <0 


334类氢离子处在束缚态〜计算〈 〆〉， A = - l ，- 2，-3 


題3_34类氢离子(核电核 Ze 冲电子处于束缚态^^ ^ = -1-2-3. 

解已知类氢离子的能级为 

zV 

2n a 0 

其中％“ 2 /焯 2 为 Bohr 半径，根据 Vidal 定理 



所以 



其次，的球坐标表示式为 


第3章中心力场束缚态问题 


• 191 • 


它是 (//， l 2 ， l ; ) 的共同本征态，满足能量本征方程 


n 2 1 a 2 


2fi r dr 




l(Ul)h 2 Ze 2 
Ifxr 1 r 



K¥ni 


总能量算符等价于 


H 


ft 2 1 9 2 Z(/ + l) 方 2 Ze 


2 


2/4 r dr 


2 "r 


r 


W 为参变量， 式 (1) 对 / 求导，利用 Hellmann-Feynman 定理，即得 


3E_/dH 


/ + 


2)yi 


由于 n = ~+Z + l， 所以 


dE dE Z 2 e 2 

，，， I s ■ = - -- 

dl dn n a 0 


代入式 (2)， 并 利用％ 


h 2 




2 


即得 


/ + 


z 2 

4 


2 


最后，计算 r~ 3 . 对于 $ 态 (/ = 0), 


0处 y —c (常数)，所以 


㈠ , 


当㈣，利用 


dV 

dr 


L 2 


Mr 


，即得 


z 


Ki + 1 H 


因此 


l 


3 


⑽十 l/2)(/ + l)a 0 \a 0 


( 1 ) 


( 2 ) 


⑶ 


当/40,上式右端400,所以上式实际上适用于一切/值. 

讨论由于总能量算符及径向方程均与磁量子数 历无关 ，所以无关. jB (r~ l 

与角量子 数/也 无关，仅取决于主量子数 n. <厂 2 )及<厂 3 >则与《，/均有关，亦即对于能级相 

同但“轨道形状”不同 (/ 不同)的各状态， <r— 2 >或(厂 3 >具有不同的数值. 


利用式(3)，易得^态下离心势能的平均值为 

I 2 \ /(/+i)zV 


2ur 


(2/ + l)n $ a 0 




/(/ + 1 ) 


/ + 


2 


由于 (-E n ) 为动能平均值 • 所以在动能中离心势能所占比例为 Z(/ + l)/(Z + i/2>n, 当 n 确定 
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后，越大，这个比例越大.当/取最大值 (/=«- 1)，这个比例为这时径向动能仅 

n -1/2 

占动能的 7 _，所以，如《»1，（《，《- i ， m ) 态中径向动能很小，这种状态相当于 Bohr 

2 n-l 

量子论中的圆形轨道. 

335类氢离子 ( r ◊的 Kramers 递推公式 


题 3.35 对于类氢离子(核电荷)的(好， L 2 ， A ) 共同本 征态仏 „ ,证明各之间有递推 


关系 ( Kramers 公式） 

A + 1 


〉 -( 2 ；l + l )^ d +*[( 2 ’ + I > 2 - ； l 2 ]^〈/- 2 〉：=0 


( 1 ) 


求出这个公式成立的条件，并用来计算及 
解 V nftn 的球坐标表示式为 


分 -= ： 一 “ nl (r)YJ^) 


r A 的平均值为 


〈 r l =/ 叫 :〆 )2dr 


« fl/ 满足径向方程 




( 2 ) 


由于 


zV 

2 n 2 a 0 


h 


式 (2) 可以写成 


2 Z 1(1 ^ 1) 

v r 2 


⑶ 


用 〆 u 乘式 (3) 各项，并积分 f … dr , 后三项显然给出 〆 '及一的平均值，而第一项 


给出 


。 r A uu r dr=r A m ’： -J" (^r A u f + Ar A ~ l u^u f dr 




0 


X{X - 1) 
~2~ 


〉- J 7 r » 


如果; I 的取值能够保证 


H ； 


广 1 


0 


(4) 


我们就有下列初步结果 
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X{X + 1) 
~2~ 


2 Z 


- 1(1 + 1) { r "- 2 ) +—— ( r x 
. a o 


〆 ( u f ) 2 dr 


(5) 


再用 2/+ V 乘以式 (3) 各项，并积分，依次得到 


Ir ^ u^dr = r x+l ( u 1 ) 2 一 (A + 1) 〆 (ufdr 

0 0 

00 

2r A+ V«dr = 〆' 2 -(义 + 1) 〈 〆 〉 


2 r ; l +, M , - dr - r A M 2 | - X{r 




Ir^u^dr^r^u 2 -(A-1)( 


乂 一 2 


在式 (4) 得到保证的条件下，以上各式中第一项均为零，故得 


2 


( A - l ) I ( l - hl )( r A - 2 )- 2 A —( r ^ 

a o ' 


1 〉+ (A + 1) 


l o 


(A + l ) J o r A (ufdr 


⑹ 


将式 (5) 和式 (6) 合并，消去右端的积分，即得式(1)， 式⑴成 立的条件即是 式⑷. 由于 

r^O, « ~ r f+1 ; r 4 00 ， r n e_— 

易见，为了保证式 (4) 成立，充分而且必要条件为 

A > -(21 + 1 ) 

在式⑴中，如取； U 0, 并注意到= 立即得到 


2 


nlm 


n a 0 


题 3 .34中已经用 Vidal 定理得到这个结果. 
依次再取 4 = U ， 就得到 


W-4[ 3n2 - /(/+1) ]7 

( r 'L = 七[1 + 如 2 -3 /(Z +1)] 〔令 


2 


例如 


IS 奄(基态)， ( r ) 100 =|, (r 2 ) 


100 


28态， 〈 r 〉 


200 


42: 


2 p 态 ， 〈"〉 21m = 5， 〈 r 2 〉— = 30 (7) 

式⑺中， 〈 r 〉 以 ％/ Z 为单位， 〈 r 2 〉 以(％/幻 2 为单位. 

注意，如限于本题式⑴，不能计算〈 〆 〉，但如利用上题关于 〈 r _ 2 〉 的计箅结果，则只 
要在式 (1) 中取;1 = -1， 就可算出 <厂 3 >，结果和上题相同.如再取;1 = -2(/>1)，就可算出 
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4 




2n 


5 


3n 2 - 1(1 + 1 ) _ 

iV /4 . n (/+ i ) r /+ | 


计算其他 < 〆 > 可以依次类推. 


3.36 三维各向同性谐振子的本征态中>的递推关系 

题 3.36 对于三维各向同性谐振子，（//，纩4)的共同本征态为，求各 P 〉 的递 
推关系，并利用得到的递推关系计算及 


解 



可以表示为 




My 满足径 向方程 


f ^ + [^ + iG + M -- E nU 


利用能级公式 


£ N =liV + | j ^ 


可将式 (1) 改写为 


2 丄 2 KI + 1) 


u n + \{2 N ^) a l - a " r z - 


M = 0 


( 1 ) 


其中 a 2 =_/? i ， 〜的渐进行为是 

r ->0, w ~ r i+I ; 




u 〜 r N ^ r2n 


分别以 〆 《和 W 乘以式(2)，再积分，相消，可得〈 〆 〉得递推关系 

{X + 2) a 4 {r M 〉 - (A + l)(2N + 3)a 2 〈〆 〉 + - [(21 + l) 2 -X 2 ]{i 


■乂 ，2 


适用条件仍为 


X > —(2/ + 1) 


式 (3) 取;1 = 0,立即得到 




N + - 

2) fio 


这个结果很容易由 Virial 定理导出. 

式 (3) 中取；1 = 2,并利用式(4)，可得 




n r lm 


[3(2 iV + 3) 2 - (2/ + 3)(2/ -1)] a 


例如 ， N = 0( 基态，/ = n r =0) 


15」 


( r 2 〉= 〆 ， ( r 4 > = -a 


⑶ 
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AT = 1 (第 一激发能级，/ = l , n r =0) 


( r2 ) = l a 


35 




这些结果不难用直接积分的办法加以验证. 

对于给定的能级&，/可取2,…， (1 或 0). 式⑷表明只与 AT 直接有关，与 Z 
无关. 式⑶则表明<「 4 >与"，/都有关， N 给定后， Z 越大， < r 4 } 越大， 


3.37 原子核的突然衰变 


题 3.37 电荷为及的原子核突然 发生) T 衰变，核电荷变成 (Z + l ) e . 对于衰变前原子 

Z 中的一个 K 电子 ( Is 层电子)，衰变后仍保持为新原子的 K 电子的概率等于多少？ 

解由于原子核的衰变是突然发生的，可以认为核外的电子状态还来不及变化.对 
于原来的 K 电子，其波函数仍为 


^ioo(Z ， r) 


Z 3 


r 2r !<h 


而新原子中电子的波函数应该是 


^ 100 (Z + l , r )= %娜、 


6 


将 ^ oo ( Z , r ) 按新原子的能量本征态作线性展开 

妁 do ( Z ， r ) = £ C - y - (Z +1， r ) 

nlm 

则衰变前的 Is 电子在衰变后处于新原子的仏 /flT (Z + l ， r ) 态的概率为 


2 


4 J 2 = |〈1 (Z + 咖 100 (z)〉| 


餐其 ⑽ 2 J: e -(™v 


dr 


Z 3 (Z + 1) 3 




1+ Z 


当 z » l ， 上式可以近似取成 


Pm ^~^ 


例如 


Z = 10 ， /{oo* 0-9932; Z = 30 ， P l00 ^ 0.9992 


3.38 用不确定性关系估算氦原子的基态能量 


题 3.38 利用不确定性关系估算氦原子的基态能量. 
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解氦原子中共有两个电子，电荷各为 _ e ， 核电核为 2 e ， 总能量算符为 


H 


2 m 


㈣ ) - 


+ 一 


设原子的最概然半径为 r ~/?，则在式 ( i ) 的基态平均值中可取 


rJ R 


r n 


根据不确定性关系，可取 


( pf ) = ( p 2 2 )^/ R ^ 


因此基态能量约为 


E = { H ) 


% 2 


-m 


i ? 的取值应使五为极小 • 由极值条件 


0 


求得 


R 


n 2 4 


a 


2-1/4 me 

其中％ / me 2 为 Bohr 半径 • 将式 (3) 代入式(2)，即得 


E 


7 … -3.06 


核原子基态能量的实验值为 -2.9035e 2 / a 0 . 


(1) 


( 2 ) 


⑶ 


339估算核力的力程 

题 3.39 按照核力的介子理论，核力的较长程部分是通过核子间传递 n 介子实现的. 
已知 7 E 介子质量％〜 270 m c ,试据此估算核力力程. 

解法一实验表明，核力与电荷无关.因此在力程4的结构式中，除了介子质量％外， 

只能出现普适常数.由于问题涉及介子的生灭，有关的普适常数应该包含光速 c (代表相对 
论 效应) 和 Planck 常量 ；K 代表量子效应).从量纲结构看，由％、方和 c 只能构造出一种特 

征长度，即 Compton 波长.因此，梭力的较长程部分的力程大致是 

h he 197MeVfm 

r 0 « - = - ^T = 


270 x 0.511 MeV 


14 fm 


解法二利用不确定性关系.问题涉及的能量不定值约为 

AE - m^c 2 


动量不定值约为 


Ap - AE/c.^ m. 


位置不定值约为 


Ax-h/Ap^1i/m n c 
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Ax (按数量级说)应该就是核力力程 r c ， 所以 

r 0 ^ h / m n c-XAfm 


3.40 对于氢原子基态，验证不确定性关系 


题 3.40 对于氢原子的基态，求 Ax , 
解氢原子基态波函数为 



,验证不确定性关系 


^100 






宇称为偶.由于 X 、 


由于％00各项同性， 


尺均为 奇宇称函数，所以 

〈 x〉= 0 ， (p^} = 0 

呈对称分布，显然有 




〉; 




容易算出 


〈厂 2 〉 = / r U d 3 x = 3ag 

{/} = / \PWmf ^ x = n2 j\^ 的 oof 心 = 方 2 / 


Vr ¥m 


d 3 x = 


n 2 

4 


因此 


{ x z ) = al ， 


Ax 


> 2 )- W 2 ] 








h 


y /3 a 



Ax - = ~^= 

S 

4 

(1) 

不确定性关系的普遍关系是 

Ax * Ap r >一 
x 2 

♦ 

⑵ 

显然式⑴和式 (2) 是一致的，而且 | 

y /3 

很接近式⑵规定的下4 


3-41 类氢离子 '=0 态的讨论 




题3_41对于类氢离子(核电荷及)的/ = ；1-1 (%: 

= 0) 状态，计算 (1) 

最概然半径 r 概； 


(2) 平均半径 〈 r >; (3) 涨落 Ar ， 并和 < r 〉 比较. 
解类氢离子中电子波函数可以表示为 


=、0)4紙炉)/0)4( 見炉) 


童子力学 


(1) 最概然半径由径向概率分布的极值条件 




决定 . Z = 时， n r =0 




利用极值条件 G )， 容易得出 


r m 


n \ 


这个结果和 Bohr 量子论中圆轨道的半径公式一致. 
(2) r 的平均值可由 kramers 公式算出，对于本题 


(r) 

\ / 11*71-1,1 




⑶ r 2 的平均值 kramers 公式算出，对于本题 

/ 2\ f 4 3 3 1 

(r ) = n ； ^-n +-n 

\ / 0 o 


«o 

Z 


n 2 n-f — (n-f 1) [— 

l 2 j \ Z 


因此， r 的涨落为 


可见， n 越大， 


Ar 

¥) 


( 1 ) 


Ar _ 4nPl _ 1 

i r ) A 2 + n/2 ~ V2n + 1 

越小，量子力学的结果和 Bohr 量子化轨道的图像越加接近 


3.42 氢原子〜=0态，电子在经典禁区外的概率 

题 3.42 对于氯原子的 ( n ，《- l ， m ) 态，求电子在经典禁区( V >£:的区域)出现的概率. 
解能级呉给定后，经典允许区和禁区以球面/*„为分界，球外为禁区 . r „ 由下式决定 


化）=丄= 

r n 


2 n 2 a 0 


求得 


r n = 

它是最概然半径的2 倍. 态波函数为 

¥n. n - hm =Cr^ rf ^Y n _ u 

其中 C 为归一化常数.容易求得 


{ ❹，¥) 
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2 / 1+1 


C 2 




电子在经典禁区出现的概率为 



, n Jr 2 dr = C 


x 2 n eT x dx 


这个积分可以用分部积分法算出，结果为 


1+ “誓嘮 +•_.+ 蔫 ^ 


3 


例如 


1( 基态）， 13 x^=0.2381; n = 2, w = 297 xe ^ ^ 0.0996 
3, w = 7457.8 x e ~ 12 = 0.0485; n = 4, w = 195381 xe" 16 =0.0220 


5, w = 5244270 x 


0X)108; n = 10,w = 8.669x!0 1 


0-(KK)368 


可见， n 很大时，量子力学结果和经典力学结果趋于一致 • 这只是对应原理的具体体现, 

3.43 氢原子态 s 态中计算 

题 3.43 对于氢原子的各 s 态 (《/m = n 00)， 计算紅也，并讨设 n 》 l 的情形. 

解由于 s 态各向同性，所以 

( x ) = 0 -⑹ =0 ， 卜 2 〉=仏 2 〉， { p ')=\{ p 2 ) 

r 2 平均值可由 Kr amers 公式算出，对于 s 态，为 




因此 


Ax 




当 


Ax 



P 2 平均值可以利用 Virial 定理和能级公式求出 

i(^ 2 L=KI~. { p 2 \ 


" e 2 _ h 2 
n 2 a 0 n 2 a\ 


^ P x 




h 


y /3 na 0 





l + 5« 
—18 
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当 


AxAp 


[Sn 

w 


h = 0.527nh 


差不多是不确定性关系规定的下限 》/2 的 n 倍, 


3.44 碱金属价电子受屏蔽势作用时的能级 


题 3.44 单价原子中价电子(最外层电子)所受原子实(原子核及内层电子)的作用势近 
似表示为 


V(r) = -—-A 


e 2 a 0 


0<X<Kl 


%为 Bohr 半径.求价电子的能级，并与氢原子能级作比较. 
解取守恒量完全集为，其共同本征函数为 




u(r) 


Y lm {0^) 


满足径向方程 


— + /(/ + 1)— 
2/i Ifir 


"I 

r 


( 1 ) 


令 


/(/+D-2^=r(r+i) 


⑵ 


式⑴就可以化为 


於2 為2 


相当于氢原子径向方程中/换为 r. 所以式⑶的求解过程完全类似氢原子问题. 
为 


(3) 

后者能级 


五= 


2n 2 a 0 


+ / + 1， 


= 0，1，2, 


将/换为/'，即得价电子的能级 


Ki 




2(/0 V 


+r+i 


( 4 ) 


通常令 




n ; = n r +/ + +1 = n + ^ 

4 称为量子数 / 和 《 的“修正数”.由于;1《1,可以对式 (2) 作如下近似处理 

/(/+D-2>i=r(r+i)={/+4)(/+A / +i) 


省略去(4) 2 ,即得 


= Z(Z + 1) + ⑵ + 1)4+(△,): 
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4 


/ + 1/2 


⑶ 


由于2«1,所以|4|«1.因此，本题所得能级 £ n / 和氢原子能级仅有较小的差别，但是能 
级的 “ Z 简并”已经消除，式 (4) 和碱金属光谱的实验资料大体一致，尤其是，修正数|4|随 

/升髙而减小，和实验符合得极好. 

式 (2) 的精确解为 


/，= -2 


/+ 2 


U 

(21 + 1) 2 


如对式 (6) 作二项展开，保留; I 项，略去; I 2 以上各项，即可得到式⑶ 


3.45 中心力场等效势的讨论 

题 3.45 中心力场问题中， V ( r ) 和离心势能之和为等效势能，记作 

物=阶)+ /(/ + 1)去 j 

如％ 存在极小值，相应的距离称为“平衡距离”，对于类氢离子(核电荷^)， Z »1 的情形， 

试按下列步骤处理径向 方程： 

(1) 求％的极小值及平衡距离 /j ; 

( 2 ) 将 V ；在;;附近作 Taylor 展开，保留 ( r -;;) 2 项； 

(3) 视电子的径向运动为 r -;; 附近的小振动，对于确定的/(/»1)，求最低能级和激发 
能级，并和精确解比较. 

解 （1) 类氢离子的势能和等效势能为 


V (—字’阶)， + 1 ) 吾—今 


2 


由极值条件 




求出 


桃）=一 


/(/ + 1)' 
Z 

zV 


Ze 2 


21(1 + 1 )^ 2r t 


其中 




n 2 


2 


(2) 令 r = 将以 r ) 在;;附近作 Taylor 展开 

\I I — \7 i ^ I _ i//*.\ t \ ^ 


V f (r) = + ^) = VJ (r ; ) + V^r/)— + … =VJ (r,) + —+ … 

2 • 2 


⑴ 


其中 
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m 

2 — Zg 2 = ( Ze ) 4 

1 


h 2 2 Ze 2 Ze 


2 


‘3 


3 


⑶（丑， L 2 ， LJ 的共同本征态可以表示为 


W = R(r)Y^(0,<p) = ^Y lm (0 9 (p) 

r 


«( r ) 满足径向方程 


㈣ 


将％的展开式 (1) 代人上式，即得 

ft 2 d 2 u 


一 . d ^" + 2 M6) ^ ZU = ^ E ~ Vl ^ 1 )]“ = 
式 (3) 在形式上正是一维谐振子的能量本征方程，本征值为 


E - V l ( r i ) = E , = \ n r ^-\ ho> n 


n r =0，1，2,… 


Ki 


(2) 


⑶ 


(4) 


将式 (2) 代人式 (4) ，即得本题所求能级公式 

— t " 、 f 1 ^ . Z 2 ^ 2 1 1 + 2n r — 

/(/i)+ r r + 2j na>l= ~/ 3/2 (/+1) 3/2 ] ⑶ 

由于利用了近似展开式(1)，所以式 (5) 只适用于化较小的情形，即“小振动”.式 (5) 的特点 
是，能级间距是均勻的.可以按照'=0，1，2,…，将他们依次记为、仏、£ 2/ 、…. 


类氢离子能级的精确解为 


Z 2 e 2 


2 n 2 a 0 


n = Z + n r +1 


现在将式 (5)， 式 (6) 在/》1，义《/条件下加以比较.对于给定的 Z ， 精确解式 (6) 中的最低能 
级 ㈨ =0) 为 

… 一 _ zV — 


五《 = 0) = E m 


2(/ + l ) 2 a 0 


(7) 


低激发(％ « /) 能级为 




l^n r 


Z 2 e 2 

2(/ + l + n r ) 2 a 0 


= ^l 1+ 77lj 背 m 

能级间距也是近似均勻的，相邻能级之差为 

A r 2 h | Z 2 e 2 
AE « E, f = 

UV M, (/ + l) 3 a 0 


式⑶的最低能级为 
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^0/ = 


ZV 


2a 0 IKUl) r u (l + l) 
zV (u\ vTTI 


由于 /》 i ， 可以取近似 


/ +1 yjl + l 


1+ 7 


~j]R 


«1- 


2 l 2 


因此 


^ M 1 一？ 


和式⑺很接近.式 ( 5 ) 的能级间距为 




2V 


a 0 m ^\) r 2 0,(1 


zV f / + lV z 2 e 2 f 3 

IhWiTj x 7 q q^i) 3 { 1+ Ti 


和式 ( 8 ) 很接近. 


3.46 双原子分子，分子内部运动能级的近似表达式 


为 


题 3 , 46 双原子分子中两原子的相对运动波函数(孖， Z ?， 4 ) 的共同本征函数可以表示 


¥ = R(rWJ^g>) = -u(r)Y lm (0， 的 


其中球谐函数 4 描写分子的转动. w ( r ) 满足径向方程 


h 2 


h 2 


■— ^( r )+ /(/ + !)- ~ T u-Eu 


2芦 


Ifir 


⑴ 


其中#为约化质量 ，! = 0 ， 1 , 2 ,…为转动角动量量子数， K ( r ) 为两个原子的相互作用势.近 
似的取 V ( r ) 为振子势能 

V ( r 卜臺辦 0 ' r -及) 2 

衣为分子键长，即振动、转动完全停止时两个原子核间的距离.设 

^ R 2 ^> 1 ( UI )^ = e , (2) 

(尽是 r = 及时分子的转动能级)，试求分子内部运动(振动和转动)能级丑的近似表达式并 
扼要说明各项的意义. ’ 


解径向方程 ( 1 ) 中，等效势能为 


v i( r ) = V(r)^i(l-h l)-r^ = ~ - Rf + 1(1 + 1)^— 

l M r 2 2/4r 


⑶ 


在条件 ( 2 ) 下，必然存在平衡点 r 。，％( r 0 ) 取极小值. r 0 由极值条件 
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确定如下 


dr 


*2 

Mo>o(r-R)-l(U ju<Oo(r - 及 ) —/(/ + 1 ) 


h 2 


利用式 (4) 即得 


r 0 «/? + /(/ +1) 


n 2 

^ o r3 


其中第二项是由于转动引起的键的伸长. 

将％ (r) 在平 衡点& 附近作 Taylor 展开，得到 


^(r) = V / (r 0 ) + ^ ； (r 0 )(r-r 0 ) 2 + 


略去 (r -义) 3 以上各项，并令 


x - r - r 0 


Vi ( r 0 )^ f4a > 


即得 


2.2 


物， r 0 ) + f〆 文 


代入径向方程(1)，即得 


一悬 T 会 + 圣 〆 △ =[ E - y t 

式 (7) 形式上和一维谐振子的能量本征方程完全一样，所以 


E f u 


£ '~M( / b) ==£，， -| v + v = 0,1,2,3, 


v 为振动量子数. 由式(3)、式 (4) 容易求出 


m ) 



1(1 + \)W 

m 2 4^ 3 


i2 


1(1 + l)h 

2//r 0 2 


2 


其中 


2 


丄 1 , ^ + 〜 1 2/(/ + 1) 方 

R 2 [ M 2 ^R 4 R 2 // 2 fi> 0 2 i? 6 


2 


代入式 (9) 得 


^( r 0 ) 


in + m 2 i 2 (i^i) 2 h 4 


2juR 


2ju 2 a > o^ 6 


由式 (3)、 式 (5)、 式 (9) 可得 




出=似 0 1 + 3/(，+ 1)^_^"| 2 « 历 。 + ^±1^ 

L 0 2 ^ 0 r 4 


2 


将式 (w) 代人式(8)，即得分子能级的表达式 


⑷ 


(5) 


⑹ 


⑺ 


(10) 
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v = 0，1，2,3，“％/ = 0，1，2,3, 


( 11 ) 


㈣ 

式 ( id 中第三项是由于分子键长可变而引起的振-转修正项. 


3.47 Morse 势的 s 态解 


题 3.47 双原子分子中两原子间的作用可以用 Morse 势 

V ( r ) = y 0 [ l - e - { r ^ ,/ fl f - y 0 ⑴ 

_ ■ 

来描写.对于分子内部运动(相对运动)的 s 态 (Z = 0)， 试设法解出径向方程，确定能级公式 
(束缚态). 

解 S 态波函数可以写为 


¥ ir ) 


w ( r ) 


M ( r ) 满足径向方程 


d 2 u 


-^ V ( r )u = Eu , 


- V o < E <0 


⑵ 


« 为约化质量， r 为两原子核间距离. 

由式 (1) 可知， r = /? 时 V ( r ) 取极小值-%，故及相当于分子的键长.根据实验测定， 
/?>«(数量级相同)，所以将 V ( r ) 在 r 〜 i ? 附近作 Taylor 展开的办法对于本题不适用.试作 

变换 


^ = e 




⑶ 


则 


d d 4 <i 

dr dr a 


式 (2) 变为 


每 ■ + 《鸯 + ( 2of2 | - a 2 《 2 一 户 2 )« = 0 


(4) 


其中 


cc = ^ J ^ T 0 , 


n 


由定义式 (3) 易见 

r->co, ^^0; ^^>1; r ^0, | ^ t R/a »1 

近似地可以认为 r 40 相当于根据 f — 0, oo 处式 (4) 的渐进性质， 

u = | V ^ F (^) 

代人式(4)，得到 FK ) 满足的方程 

d z F dF 

^77T + ( 2 ^ + 1 - 2 ^)T7-( a + ^ ? - 2 ^ 2 ) F = 0 


令 




(5) 
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在 令;? = ,式 (5) 就变为合流超几何方程 

d 2 F 一. . 


17 dF 

r + (2>9 + l-7)--- 


W ， 9 At ] 

式⑹当 7?40(#40， r 4 o >) 能使 《 —0 的解 


/3-a^^\F = 0 


F = Fyp + ^a,2P^2ap 

为了保证 f — ①处 m — 0,合流超几何方程式 (7) 必须中断成 v 次多项式，其条件为 


⑺ 


P^r —— a = - v , v = 0，1,2, 

2 


即 


jff = a ~ v + — 

I 2 


即得能级公式 


2 


一 a 


2 


h 2 


2/ da 1 2 fia 


2 


v + 




戊一 V H — 
( 2 


n 2 


v + 


2 jua 


其中 




/ja 


2 


j iv T/ ( iV % 2 

l 2) l 2) 2 M a 2 

式⑻中第一项相当于谐振子振动能级，第三项为 7(;*) 中的非谐成分引起 


% 2 


的能级修正 • 式 (8) 仅当 v 不太大时才成立，而且必须^一，以保证 £ v <- V d . 


3.48 有限深球方势阱的一般讨论 

题 3.48 质量为 a 的粒子在“球方势阱”中运动 


V ( r ) 


r<a 


>0, r>a 


只考虑束缚态 (0<£< V 。）. 设 Vo 由小到大逐渐变化 .（1) 求出现第一个束缚态时 之值； 
(2) 对角量子数/的每一个值 (Z = 0， l ,2，._.), 求出现一个新的束缚态(相应能级心》%)的条 
件； ⑶ 求各能级出现的先后 次序； （4) 对于很大的％值，估算束缚态总数. 

解作为中心力场问题，可以取束缚态波函数为 (//， L 2 ,4) 的共同本征函数，写成 




径向方程为 


r ft r 2 


( I ) 


当 v 。 由小到大逐渐变化，出现新束缚态时£&%，式⑴成为 
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Rfri 2 Rt [2 M V Q K/ + 1) 

r l n 2 r 1 

+ 〜 一年及 = 0 , 


尺= 0, 


讲内) 


( 2 ) 


r>a (阱外) 


⑶ 


阱内方程 (2) 正是球 Bessel 方程，物理上许可的解为球 Bessel 函数 


R (/) = Mk 0 r )， 




阱外方程 (3) 的解为 


m 


7^ 


(另一解 〆 不符合 “r — oo 处的束缚态边界条件，舍去)显然有 


在 


— [r w /?(r)] = 0, r>a 

处，$及兒应该连续，因此对于阱内波函数 (4), 当 


(5) 


也应满足条件(5)，即 


^ M MKr ) l =a 


利用公式 


去[々 乂 w]=/ +t 乂》 


式 (6) 可以化为 

)1-1 (灸0“) = 0 

这就是出现一个新束缚态(角量子数 Z ，能级 E nf « % )的条件. 
第一个束缚态/=0,考虑到 

•• a ^_cos* 0 a 


⑺ 


Ai ( k 0 a ) 


故出现一条 s 态 (/ = 0) 新能级 (£ avg 的条件为 

cos ^< 2 = 0 , k Q a 


K a 


n 3n 5n 
2 ’ 2 , 2 ’ 


出现第一个束缚态时， = f ，即 

2 




% 2 fi 2 

"87 


i 

当％ 逐渐增大，每当满足式(7)，就出现一条新能级&« %，根据球 Bessei 函数乂⑶的令 
点数值，可以确定各能级的出现次序为 

Is, lp, Id, 2s, If, 2p, lg, 2d, 3s, lh, 2f t li, 3p, 2g, lk, 3d s 4s， … 

各光谱符号代表 / 值为 
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当％很大时，可按“相空间中每 V 范围有一个束缚态”来估算束缚态总数.处于束缚态 


的粒子，在阱内的最大动量为 


Po = - V 2 M 


因此，束缚态所占相空间总范围为 


4 % 3 4tt 
— a — 

3 3 


16 


n 2 (afik Q y 


束缚态总数为 


3 


2% (ak 0 I 2it 


3 


(2nh) 


nh 


(2//V 0 ) 


3/2 


7n 


例如，当<=了，最高能级为 4 s ， 由能级序列具体数出由 Is 到舶的全部状态数(注意能 
级‘的简并度为 W + 1) 为9 9 ,而由 式⑻则 得汉《94,二者的确很接近. 


3.49 n-p 体系束缚态 

题 3.49 氘核由质子和中子结合而成，是质子-中子体系唯一的束 缚态. 根据实验测 
定，结合能为 2.23 MeV , 如 n - p 作用势近似的用球方势阱表示 

… r<a … 


V(r) 


r>a 


a ) 


求力程和作用强度 V Q 的数值关系. 

解 n - p 体系既然只有唯一的束缚态，应该就是基态，/=0,也就是说，的值， 
仅够形成一个 s 态能级，而不足以形成 p 态能级.根据上题讨 i 仑，可知比^稍大•作 

为粗略估算，可取 


n 2 h 2 _ n 2 (ncf 


( 2 ) 


其中 


mm 


2//c 2 = 939MeV ， hc = 197MeV ‘ fm 


由式⑵给出的 IVa 数值关系如下表 



下面作比较精确的计算， n - p 体系相对运动的 s 态波函数可以表示为 


咖)满足径向方程 
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dr 


2 




一 ％<五<0 


以式⑴代人式(3)，即得 


dr 7 


+ a 2 w =0 ， r<a 




-0' 


r> a 


其中 


2fi(y, ^ e) 

h 2 


， p 


V h 2 


边界条件为 

当 r —0 时， m ->0； 当； *400 时， 

满足边界条件式⑹的式 (4) 的解为 

u-Asinar 9 r<a 


->0 


利用 


u = r 

处的连续条件，容易求得能级方程 

cot{aa) = -— 


r> a 


式 (7) 和下式等价 


2 


sin 2 ( aa ) 






⑶ 


⑷ 


(5) 


⑹ 


⑺ 


本题能级值已由实验给出 ， E = -2,23 MeV ,则指定一个 F 。 值，由式 (5) 就可以算出 a ，再 
由式 (7) 就可以求出相应的 a 值.数值结果如下表(注意 n!2<aa<n). 



3.50 介子的弹性袋模型 

题 3.50 有一个关于基本粒子的非常简单的“袋”模型，将介子描述成限制在弹性口 
袋的夸克-反夸克态，袋为球形，半径(可变)/?，表面张力系数 cr = 50 MeV /( fm ) 2 • 夸克-反 

夸克均为非相对论粒子处理，静质量取为 200 MeV / c 2 ， 不考虑相互作用 .（1) 当 i ? 固定，估 

算夸克-反夸克体系基态能量(不包括静止能 量)； （ 2 ) 允许 R 变化， 计算基态的“袋”半径 
并和公认的“介子”大小作比较. 

解 （1) 当半径固定，夸克_反夸克(质量均为 m ) 可以认为在无限球深势阱中运动 
基态(/ = 0)能级为 ’ 

. _ n 2 h 2 
^~2 m ¥ 


因此体系的基态能量为 
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E ^ R ) = 2 E { 


n 2 h 2 


1 


(2) 当/?可变化，还应该考虑弹性袋的表面能 

EJR) = 4cmR 

的取值 应使巧 (/?) + £；(/?) 为极小.由极值条件 

d(E 0 (R) ^ E a (R)) 


dr 


0 


求得 


R 


Tih 


2 


1/4 


4m<j 


%h 2 c 2 

4mc 2 cr 


n]/4 


/ 


(197 MeV - fm ) 


2 


4 200 MeV x 50 MeV - ( fm ) 


公认的基本粒子的线度正是这个数量级. 


3.51 二维和三维中心力场能量本征值的对应关系 


l-3fm 


题 3.51 求二维和三维中心力场能量本征值问题的对应关系.对于氢原子和各向同性 
谐振子，利用已知的三维问题能级公式，导出相应的二维问题的能级公式. 

解众所周知，在三维中心力场问题中， （//, I ?， L Z ) 的共同本征态可以表示为 


y/(r y O,<p) = R(r)Y im {e,<p) 


u(r) 


r 


km 


«(/*) 满足径向方程 


h 2 d 2 u 
2fi dr 2 




V(r) + 


2fir % 


u-Eu 


二维中心力场的能量本征方程为 


Vi 


2 


vv+y(p)^=£y 


Laplace 算符 V 2 的平面极坐标表示式为 


& 


dp 2 p dp p 2 d<p 2 

的共同本征态为 

y(A 供 )= R(p)& tA<p 

其中 /l = 0，± l ，±2，" d ( p ) 满足径向方程 


n 2 


V 


d A 2 




- ^ - 

2/4{dp 2 p dp p 2 / 


R + V(p) = E , R 


令 




( 1 ) 
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可得 v (/?) 满足的方程为 


H 2 d 2 v 


+ V(p)^\A 2 - 


h 2 


2 M dp 2 \ 4 J 2 M p 2 


v = EV 


( 2 ) 


式⑴和式 (2) 的结构完全相似，其对应关系为 


r w v ， / j/l| — w 9 E E r 

由此可见，如将三维中心力场能级公式中的量子数 z 换为即得相应的二维中心力 
场能级公式. 


例如，三维氢原子 ，V 


2 


E = 


2n^a 0 


束缚态能级为 

r 

fi 2 

a Q = — r-(Bohr 半径)， n = n r +/ + J1 = 1 ， 2,3, 

pe 


其中％ =0，1，2,3,…为径向量子数，和角量子数 Z 互相对立，'出现于径向方程 (1) 的求解 


2 


过程•仿此’对于二维■子， V =--, 由式 (2) 槪 必顯出束缚态能级为 


2 \ n P ^\ A \^2 a ° 


其中心= 0,1，2,3,…为径向量子数. 


又如，三维各向同性谐振子， V =~ fito 2 r \ 能级为 

( 3、 

E — ^ + n = L + 2n r =0,1,2, 


其中，〜=0，1，2,3,…为径向量子数.仿此，对于二维各向同性谐振子 ， V = ~^ 2 p 2 

2 


E = {2n p + A\-bljhco 


其中，\=0，〗，2,3,…为径向量子数. 


3.52 在无限长圆筒中运动粒子的能量 

题 3.52 设粒子在无限长的圆筒中运动 ，筒半径为 a ， 求粒子能量. 
解柱坐标下的 Schrddinger 方程 

h 2 ( Q 2 13) L] ft 2 3 2 1 ^ 

用分离变量法求解该方程 
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n 2 

r d 2 1 

j 

.Al 

v 2 h 2 

n 2 k 2 ' 

2m 

o + 

^dp p 

Qpj 

Imp 1 

2m 


R(p) = ER(p) 


9 2 


dz 


2 


+ 


k 2 


Z(z) = 0 


{ j } ? -W )0( 多 )= 0 


关于径向是一个柱 Bessel 方程 


' d 2 1 a 

dp 2 ^ p dp 


R(P) + 


2 


2mE e -^\ R( P )=o 


J 




h 2 


P 


2 


J 


R(a) = 0, rR(r - > 0) ^ 0 


解得 


2mE 


R(p) = AJ V {op) + BN V (a>p\ <y = J-p 


k 2 


因为⑼有界 ， B = 0； 由端边界条件人(側 ) = 0, 此方程的零点依次记为吟％，叫， 




所以方程的解为 


R { p )- J v { o > n p \ 


2mE 


k 2 


粒子的能量 


E = ^-( k 2 ^ col ) 
2 m 


3.53 中心力场束缚态能级对磁量子数 m 简并 

题 3.53 粒子在中心力场 V(r) 中运动，试证明体系束缚态能级五对磁量子数讲简并， 
简并度为 2Z + 1. 

证明在中心力场 7(0 中运动粒子的 Hamilton 算符为 

//=-^ + V(r) 

2# 


由于 


其中 


同理 


4 ，/ ^ 2 」 = [(- X P y - yp x l{p 2 x + ^ + P Z 2 )] 

= [ W ，( Px 2 + 4 W )] -[见和】+ W W )_ 
= [xp y ,pl ]-[yp^p 2 y ] 

xp y ， Z ]= 义 [p y ， ]+ 卜， K ] 込 = [以 ]A = m P x Py 

_ 

yP^Py] = 2 ^PyPx 



所以 
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同理 


即 

于是 

又 


L Z>P 2 ] = 1{h PxPy -卿 y P X =( > 

: L, ，， ]=0 ; [L y) /] = 0 

[ L ， p 2 ] = 0 

[l\p 2 ]=o 
[ L , V ( r )] = 0 


所以 


= [ l 2 , h ] = o 


( 1 ) 


于是可取作为体系的力学量完全守恒集，他们的共同本征函数完备集为 


又由式 (1) 知道 


H \ EJ , m )^ E \ EJ , m ) 

[^4 ]=o 


⑵ 


所以 


H { L ± \ Elm )) = L ± [ H \ Elm )) = E { L ± \ Elm )) ⑶ 

比较式⑵和式 (3) 可知，若态 | 拉 m 〉 是 H 的相应于本征值五的本征矢，则4|拉 m 〉 是孖的相 
应于同一本征值五的本征矢，即 | Mm 〉 与4| 丑加〉 是互为简并的简并态，而 

L ± \ Elm } = ^( T + m)(l + w +1) 方 | £， /, m ± l ) 

所以 I 五 / m 〉 与 I 五 / m ± l 〉 是互为简并的简并态，即五关于磁量子数 m 简并.又对于给定的 Z 值 


而言 ， m = 0, 士 1，±2，...，±/共有 (2/ + 1) 个值，因而这样的简并态共有⑶ + 1) 个.所以有心 
力场中运动的粒子，束缚定态能量具有 (2/ + 1) 重简并. 


3.54 中心力场存在束缚态的充分条件 

题 3_54粒子在中心力场 y ( r ) 中运动，设势能函数满足条件 V (/0<0 (0< r < oo ) 

试求体系存在束缚定态的充分条件.再应用此条件于下列体系： 
(1) V ( r ) = - V 0 ^(r - a ) ( V ^ > 0); (2) V '( r ) = - V 0 e ' r/<1 ( V o >0); ⑶ Yukawa 势 V ( r ) = 

（ V 0 >0 ) ; ⑷ y(r) = -V， rW (V 0 >0) 

解假定体系存在一个束缚定态，即基态.记基态能量为 • 由题设条件 

V ( r )<0 0< r < oo , V ( r )- >0 

知体系束缚定态能董£„<0,即 
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Eq <Q 


又设相应的基态波函数为 (/ = 0) 




> j 4 n 


R l 0 (r) 


i ¥ o 已经归一化)有 


E 0 


/•)( 吾 


^■ y ( r ) Wo( r )dr 
) 


现在取基态试探波函数⑻ r ， 灼为 




―穴- 


71 


( V ( r ，々) 已经归一化)，其中实数彡>0为变分参量•有 


E{0) 


S^(i 


\ 


+V(r) yr^pyxt 

) 

n 2 


V 2 +V(r) 


fir r 2 smedrd$d(p 


( 1 ) 


n 2 fi 2 

2 // 




由于体系处于真实基态％ (；*) 下，能量 民必定 最低，而对尝试波函数 y ( r ， 灼的期望值 

丽)， 则不论实数 A >0 取值如何均有_>£。.由_<0出发即可得出休系存在束缚 
定态的充分条件，具体 如下. 

由于 


E(3) 


h 2 p 2 

2// 


+ 4 妒 [ r 2 V(r)e^ 2fir dr < 0 

Jo 



|V(r)|e _2 ^dr> 


8^ 


适当选取式 (1) 中的变分参量々，使得在最佳々值下_取极小值.故有 


E(h 


n 2 


^ I + 4^ f r V ( r ) e- 2 ^dr 

2^i Ja 


<0 


再由式⑵得到体系存在束缚态的充分条件为 



\V(r)\ e 20r dr 


> 


8// 


例⑴ 


V ( r ) = (r - a), V 0 >0 


因为 



| V ( r )| e-^ r dr 



0 


r\S(r - a) e~ 2 ^dr == ^V 0 a 


( 2 ) 
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再 


由去 ㈧ 


-20a 


) = 0, 得# = >时(心 2 外_ 2 ~)的极大值 


(We 




2e 


即 




体系存在束缚定态的必要条件是 0.5 ，而精确计算的结果是 ^>0.5 


⑵ 



V(r)\e~ 2fir dr 


V(r) = -V 0 c r, \ V 0 >0 

a r ^(2^Va)r dr ^ 2pV Q 



(2 夕 + l/a) 


3 


d 2fiV 0 


《P (2 々 + l/fl) 


0 


知当々 = 去时 ^ f 禱极大值 


2pV, 


(2^ + 1/ a ) 3 


4V 0 a 

27 


故体系存在束缚态的充分条件为 


4V 0 a 2 ^ n 1 

27 8// 


即 


¥>|遞 


体系存在束缚定态的必要条件为 0.5 ，而精确计算的结果是 ^>0.72 


(3) Yukawa 势 


V(r) = 


r 


V 0 >0 


因为 



\V(r)\ c 2fir dr =^ 「 rXe^Kr = — ^ 


(2/J + l/a) 


知巧时， 


d 


PV, 


(ip^Ha) 2 


0 


PVo 


(2^ + 1/ a ) 


2 


取极大值 
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PVo 


(2 々十 1/a) 2 


V 0 a 


故体系存在束缚态的充分条件是 


体系存在束缚定态的必要条件是 0.5 ， 


令 

而数字计算的精确结果是 


(4) 


V(r)= W 


r 2 fa' 


v 0 >0 


取基态试探波函数 




8^ 


7 T 




式中： 实数夕 > o 为变分参量，有 


1_ 




8,) 


、冗/ 


/// 




n 


V 2 +V(r) 


2fi 


: -〜 r 2 dr 


一 3方 2 々 2 8^2 


2 // 


rr 2 V(r)e- 2 ^dr 

y/n 


取 


E(P) 


^- + 噪 p frV(r) e^ v dr<0 


2 // h 


即 





上式左边等于 



0 


rV 0 e ^ 


-r 7 /Q 2 ^2fi 2 r 


dr 


V 0 ^ 


p 


4 


(2 ， +l/a 


3/2 


%/27 E v 


再由上式对赠导等于零得出： 当% 时，上式取得极大值 12 ^ 
缚定态的必要条件是 




' 7 2 、 3%/ti ft 1 

^B V ° a W2*7 


即 




学观 ■ 


，故体系存在束 
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体系存在束缚定态的必要条件是 ^->1 ，而由数字计算得到的结果为 ^->1.34. 


3.55 氢原子定态波函数径向部分在动量表象中的形式 


题 3.55 已知有心力场中运动的粒子，其定态波函数的径向部分由坐标表象变换到动 
量表象的变换关系为 


人 ((P) 


2 


Kte h Jl \n 



h UrVjrydr 


( 1 ) 


式中 •• 分别为径向波函数在动量表象及坐标表象中的表示，乂 ft 为/阶 

的球 Bessel 函数.试在动量表象中写出氢原子定态波函数的径向部分/„//0的表达式. 

解将氢原子定态波函数中的径向部分 〜( r ) 在坐标表象中的表达式 

W = N n ， 2 fF(-n r a(i + 1)；#) 


式中： F 函数为第一类合流超几何函数 


= ~Jn 


2 


( n r 十/ + 1) 2 (2/ + 1)! 


(« r + 2 l + l)i 


2 


( n r + / + l)a Q 


r 


a o 


4 n€ 0 h 


= 0，1，2,…；/ = 0，1，2, 


i # « 


代入变换关系式 （1) 中，即得尤/妁的表达式_例如氢原子基态 （ Is 态）： 


0, Z = 0, /^ o ( r ) = 


2 


、 4 


n 


，则 


fooiP )= Z ^ lo jQ { f )-^ 


2 I 8 rsin(pr/h)^ r,a ° 


r 2 dr 


r 2 dr 


TCfi 3 心 0 


pr/n 


32^ 

nh 3 


1 


l^ia^pfh) 


氢原子的 2 s 态：〜=1，/ = 0, R w (r) 


2al 


/ 


\ 


2 «o 


-wh 


，则 


Aq(p) 


2 


j 

/ 


h{P rlh ) 


2al 


^sin(pr/h) 

T^a^h prfh 


1 




e - f /2 V 2 dr 


v 


2 a 0 


32 4(^/?/ ft ) 2 -1 

^\ h ) h + A^pfftf 
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氢原子的 2 p 态； n r =2, /=1，心⑺ 


2S4 12 a o 


e 


-"2oo 


，则 


2 .一, r . f £ 、 


以叫^九心卞 2l(/Vdr 


2 


% h 3 


sin(pr/h) cos( pr/h) 


(pr/h) 


2 


Prjti 


2Sal n 


•— e ^ /2 fl 0 r 2 dr 


,128 


-i 


yfht 





2 


pll^^p/h) 2 } 


3 


3.56 粒子在 Kratzer 分子势中运动枭缚态解 


题 3.56 粒子在中心力场 ( Krator 分子势) 


V ( r ) = - K 0 


2a 


£o 


、， 1 J 

中运动，式中 a >0,%>0, 它近似描述某些双原子分子中一个较轻的原子绕着另一个重得 


多的原子做振动和转动.试求体系束缚态的能量(五 > 0) 和相应的定态波函数. 
解体系定态波函数' , m ( M，W = /^( r )4(0 ，的， 其中记径向函数为~ 


u(r) 


满足方程 


d 2 


dr 


+ 


2 /f 

F 


E ^ V 0 


2a a 
r 


1(1 + 1 ) 


0 


，吩) 


r 


( 1 ) 


作变量变换: 


，并记 


^ >0 ， a ^2^ >0 


则方程⑴写为 


d 2 u 


dx 


2 




2 a 2 a 2 + 1(1 + 1) 


x 


w = 0 


再记；1 = ^ + > 2 +(/ + 1/2) 2 ,取“ =? e -，(; c )， 则 / W 满足方程 


x ^L + ( 2X- 2办)翌 + (-2AJ3 + 2« 2 )/=0 

dx dx 


a 


再作变量变换： y ， x , 则方程变为合流超几何方程 

y^- + (2JL-y)^-(A- 

方程 (2) 在 r — 0有界的解为合流超几何级数 


P 


/ = 0 


f^F\X-—,2X\2p- 

P a 


y 


( 2 ) 
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故体系定态波函数的径向函数为 

R ( r ) = 




注意到 r — o ) 处所 r ) — 0, 这要求合流超几何级数中断为多项式，有 


义了 —〜， 


0，1，2,3, 


由此确定体系束缚定态能级为 




h 2 a 4 
2 ma 2 (A + n ) 


h 2 a 


'+T + 


/+ 丄 


2 ma 2 { r 2 V 2 


+ a 


式中 


l2mV 0 a 2 


>0， n r =0， l ，2,3，-‘.， / =0,1,2,3, 


对于大多数分子来说， a » I , 故上面表示式可以按全的幂展开. 


'+ V 2 ■ If 1 + 1/2 


2 




-Vo 


±^ +1+ ! f ㈣ 丫」〔網 4 + 

oc 2\ a ) sl a ) 




2 


卩 + 1/2 丫 
V « , 


+3 〜 +V2 | lp+V2 丫 ip + 1/2 丫 

a 2 y a ) 8^ a y 

yl t[2 (n r +V2) [ (/4-]/2) 2 3(1 -H1/2) 


3 


3 ( n r + 1/2)(/ + 1/2) 2 (/ + 1/2) 4 I 


[r =04,2, …；/ = 0，1，2, …⑶ 


若将势能函数 V ( r ) 在；* = a 点附近展开 




[(r 一 a )/ a ] 


2 


~K + ^ o[( r ™ o )/ a ] 2 - 2 [(r - ff )/ a ] + 3[( r - a)/af —— | 

~^o +-|-(r-a ) 2 --^-(r-a ) 3 +-^-(r-a ) 4 - 

a a a 


可知道体系小振动的经典角频率 6) 为 


&3 



又记体系的转动惯量 / 为 


量子力学 


代人体系能量 I 表示式⑶中，得到 


E nl + n +-) +— (/ + -) 2 - 

M 2 I r 2 ) ir 2 

(4) 

3n 2 ( l V sn 2 r i 2 

+ 一 ^ P ^ +1/2)( z 1) 一… 

其中： n r = 0,1，2 ,…； l = 0,1,2,-* 

从式 (4) 看出： 第一项是 常量； 第二项是体系谐振动能量，其中'=0，1，2,3，...第三项可 
以写为^ ^_ + H ， 是体系转动惯量为常量/的转动能量，其中卜0，1，2,3，...第四项 

表示由于势能函数 V ( r ) 的非谐性带来对振动能量的修正(振动能量降 低)； 第五项表示由于 
势能函数 V ⑺的非谐性所引起的振动与转动的耦合. 

体系经典最低能量为 - (动能为零，势能取最低值)，即分子离解能为 
^0 ^ 1( ° 2 5而按照量子力学，体系最低能量对应于乂 =0, / = 0的能量值 


Ho +1 


- V 0 


2 a 


4 


2 a 


+ … 


2 2 4/ \6 ml 2 


即分子离解能为 


-Ia> 2 -\-hG>-~ 一一 ^L + 

2 2 4 / I6d)l 2 


3.57 三维中心力场的“反散射”问题 (1) 

题 3.57 已知粒子在三维中心势场中运动，其束缚态径向波函数为 

其中〜 ( r ) 为⑴ M * V - 2 ; ( 2 ) A [ e -_ e - 勹 (0< a <^), 试分别求出体系的能量及粒子所 
处势场 V ( r ). 

解⑴由径向方程有 
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V(r) = jEn/ — 哮，丄 乂〜⑻， A 0 

v 2〆 2 fiu nl ( r ) dr 2 v 


可知 


' d^ Unrt (r)= 7 - 10a +& v 


V(r) : E n! 一 l ( t + 1 )f +—f4-lQof + 4aV 2 
M 2// r 2 2 "U 


5^_ (1± ^ + ^ 2 

r // 2 jur n 


若 1 = 0, E = 


5 ah 


V ( r ) 


la 2 % 2 


r 2 + 


h 2 、 


Mr 


. 记，则 


E = — heo , V ( r ) = —// a > 2 r 2 + 


h 2 

Vr 


若 / = 1 ， 则 


E = — ha >, V ( r )-— fi ( D 2 r 2 
2 2 


等. 


⑵若/ = 0,有 


V ( r ) = E + 


ft 2 [a 2 e ar ->gV fo ] 
2//[e- ffr -e^ r ] 


再设定 V(r) 的零点为 V(r)^^0, 有 


因为 a<>9 


得到 


E =— 


~vi 




2" 


-fir 


当『很小时，有 


Yif) y ^-PV r - n\a ： P)^ 

2// { p - a)r 2 jur 


为受屏蔽的 Coulomb 势场 • 


3.58 三维中心力场的“反散射”问题 (2) 

题 3.58 设一质点波函数扒 = 其中4和％均为常数，试求：⑴这个 

态的角动量如何？ （2) 设其为一定态，且当 ryoo 时， V ( r )^0 9 求此定态的能量£和势 
函数 V ( r ). 


22 • 
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解⑴由于1?，4，~，&仅与久炉有关，而％与久炉无关，故 

LV = 0, L z y / = 0, L x yr = 0, L y y / ^0 

r 

即这个态的角动量及其各分量均为零， yf { r , 6 ^) = 4 ^% Aq 
(2) 有定态 Schr 5 dinger 方程 = ，在球坐标系中 


n 2 ( 1 a 2 a l 2 ] T// , 

^{7 Tr r vrwr V(r) 


所以 


fr v ! n 2 f 1 3 2 d L 2 ) 

[£ _ V(r)] ^ I L 


由 ( l ) 中讨论可知 


㈣’ v ^ e ~-M 


r > 


由 r ->00 时， v ( r ) = 0 得 


h 2 


2 m 4 


， v ( r ) 


h 2 


M ^ o r 


3.59 


维氢原子的束缚态解 


题 3. 59 —维氢原子 V .- R ， 求财 <0 的束缚态能级和波函数. 

解由于 V (幻具有空间反演对称性，故能量本征态有确定宇称，可以求解; c >0 区域 


中的解，便可确定能量本征值，而^<0区域中的解，可由宇称性写出在 : c >0 区 

r n 2 d 2 e 2 l _ 


2 // dx 2 


y / = Ey / 


令有 


y /( x ) = xt ^ Oix ) 

代入式 (1)， 得到 

x0 \ x ) + (2 - 2kx ) 0 \ x ) + (A - 2k)0 = Q 
作变换， 令产 2 h , 式 (2) 变为 

( A \ 

y0 n + (2 — y ) 0 * ― 1 - S = 0 

L 2k ) 

式 (3) 在 y = 0 处有界解为合流超几何函数 


0(y) = F 1 -^, 2 ,^ 

么 K 


由束缚态边界条件有 


( 1 ) 


2k 


n 9 n = 1,2,3, 



第 3 章中心力场束缚态问题 


得 


2 方 V ， 


1，2,3, 


相应的偶宇称态 


^ n (x) = c\x 


rtfr 


F 1 一 n 


，冷 


奇宇称态 


—^ nrl 


(x) = cx^ 


:，參 


其中 K , n (外 l , n u ) 线性无关，所以能级是二重简并的. 

注一般情况下， 一 维束缚定态无简并，但本题中势能在； c =0 处发散，因此，出现了 
能级简并. 

另外，可利用一维氢原子与三维氢原子 S 态所满足径向方程及边界条件的一致性求解 
此问题. 


3.60 氢原子 ls ，2 s ,2 p 态在动量表象中的形式 


题 3.60 求氢原子 Is ，2 s ，2 p 态在动量表象中的波函数. 
解扒 r ) 的 Fourier 变换为 


9(P) = FWir)] 


27 th 




d 3 r 


因为? 




e % ， 取，沿 2 轴方向，则 




‘ 一 prcofiO 一 


r 2 sinddrdOdtp 



3/2 


(l + p 2 a 2 0 /h 2 ) 2 


同样的，有 


<Pl S iP) 


2n 



n 2 


+幻 


分 4 


对于态 2 p，m =-1,0,1, 于是 
当 w = 0时 






当 m = ± l 时 
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< P 2 p ( P ) 



㈣ 


a 0 ( p x ± ip y ) 


h 


3.61 氢原子中电子的电矩 


题 3.61 已知描述氢原子中电子运动状态的三种可能波函数在球坐标系中可以写为 


% =Ae 2 ( r -2), y / 2 = 2 rcos 沒， 






V2 


(^ i +^ 2 ) 


其中…％已经正交归一化，常数 A >0, 证明妁 和仏态 的电矩为零，求出％态电矩的表 
达式，并指出矩的取向. 

证明因为 D = -狀 

(D) = ~ej yf*ry/dr = -e(r) = - e [{^) i-f { y)j + {z}*] 

( x ) { = JJj * |^| 2 r 3 sin 2 0 cos 炉 drd 沒却 


㈨ 


0 


0 


2 ^2n 

y/ { r dr) sin 6A6 1 cos^dc? = 0 

•fo Jo 

ifT 、 rdr\ sin 2 6^d^l sin <pdq>-0 
Jo Jo 

y/^r^drl sin^cos^d^f d^ = 0 


o 


所以 〈 i ^ X ^ o , 同理 〈 d 〉 2 = o . 

这一结果，可以由对称性考虑直接给出，因为 Z ) 为奇宇称算符， | 妁〉为偶宇称态， I 妁〉 
为奇宇称态 


i x ). 

( y )： 


0 


% 


r 3 drj sin 2 OdOj cos ^ xi 炉 = 0 


0 


2 广冗 i*2n 

^3 r dr l sin 2 ^d^| sin^d^ = 0 

Jo 


〈4 ^jVi +6)d 3 r = j*%V 2 d 3 r 

= ^ 2 J c~ r (r- 2) r 3 drJ dtpj cos 2 ^mOdO- 16 tzA 


{/ >} 3 - -'\6% A 2 ek 


电矩沿 z 轴. 


3*62 刚性球半径突变时处于球内的粒子 

题 3.62 在半径为/?的硬刚性球内，有一质量为 w 的粒子处于基态，现突然将硬刚性 
球半径扩展为原来的2倍，求扩展后系统中的粒子处于基态的概率 • 

解处于半径为及的硬刚性球内运动粒子的基态 
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咖 r<R 


而半径为2/?的刚性球中粒子的基态 






sin — 4 , 
2 R 00 


故粒子处于基态的概率 


P = \{% Wo )\ 


2 


〈♦ 0 〉 


4 l t R . nr . nr . 
— I sin 一 sm — dr 

R Jo R 2R 


42 


sin n 


2 R 


2 \ n -- 


及 / \ ^ 

• ( n r 

sin n + — — 

l 2 R 


2 71 + 


3 tc 


32 

9^? 


3.63 粒子在 Hiilthen 势中束缚态能级的不等式 


题 3.63 粒子在 Hulthen 势场 


刚7 

中运动，证明束缚态能级 &满足 不等式 


% 


V 0 , a > 0 


F ， -成 2 a 2 

En 2 n 2 h 2 ’ 1，2,3s *" ■ 

证明 和类氢粒子能级公式比较，可以看成式 (1) 右端正好是 Coulomb 场 

V c ( r ) = -^ 

r 

的束缚态能级 • 将 V(r) 和 R(r) 加以比较，易得 


⑴ 


y(r)= " y ° ^ + 


Vcir) ^jlarjla) + 


可见 

\ y ( r )\<\ V c l V ( r )> V c ( r ) 

根据题3.6 2 , V(r) 场的每个能级均应该高于 V c (r) 场的相应能级，故不等式 (1) 成立 


3.64 无自旋粒子在柱对称势下运动的讨论 

题 3.64 无自旋粒子在柱对称势 V(p) 作用下运动(柱坐标记号为八炉^)， （ 1 ) 证明 
[ H , L z ] = [ H , p z ]^ 0 , 写出径向定态方程 •（2) 设5描述2^平面反射，则;^,与 "是 否对 
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易？证明( V ,从而丨艮 4 ,込 1 的共同本征矢在％的作用下，仍为 L , 的本征矢.这 


对能级简并度有什么影响? 

证明 （ 1 ) 由 


H = 


^(^, + L±) + JL + A 

2fi i dp 2 p dp) Ifip 1 2fi 


+ V(p) 


可得 


令 y /{ p ^ z ) = f ( p ) e^ f 得到 


[//， 朽 Hh ，4 ]=o 


2M{dp p dp) 2 mp 2/4 


Ef ( p ) 


(2) 在％作用下，夕 — 2 兀-炉， p 及 z 不变，因而 V 2 不变，从而孖不变，即; r 卢％ t =//， 
因;^= 5 、得,” H ] = 0 . 另一方面，,即 L £ _ 由于； TyL// =-4 ， 

得由此^它导致对 m 的二重简并存在 ( w = 0 除外). 
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♦ 

4.1 角动量的对易关系 

题 4.1 /为角动量算符， = 成/，即 = 2 ， 3 .若 m 

和《为任意方向的矢量，皆与 J 对易，证明 ：⑴ [JJ n ] = ifmxJ ； 

X W ) ⑶[尸，人] = 0 . 

证明下列公式在证明过程中是有用的 

AxB = s a/}y A a B^e y 

A-(BxC ) = s a 0 y A a B p C y 

(1) [7,7 - n] = e a [J a J p ]n p = ih£ afiy e a J r n^ = -\%J xn = \MxJ 

( 2 ) [J mj n]^[J a J 0 ]m a n 0 =me a ^J y m a n 0 =ih/ (mxn) 

(3) J )/„] =[d ，心] [人 ’/彡] 

= ihs a 办 {J r J a J 0 4 - J a J r J p ) = \h[J -(/x/j)-/.(7xn)] = 0 


4.2 角动量的升降算符 

题 4.2 J 为角动量算符定义升降箅符/ ± = 人士 心， \ hrnj ) 为 J 2 , J z 


的共同本征态，证明/± = [ j(j + 1 )-nijinij ± 1 )] 

证明分二步，先证 Alimj 是 J 2 ， 及的本征值分别为凡 / + 1 辦 2 ， （ m ; ± l ) S 的本征 
态.由于[广人]= 0 ,所以 


另外，由于[人，/土卜土％，所以 


J Z J ± 1 7 ， m ; ) = J ± (J z ±= (nij,±i)nj ± \j,mj) 

所以是户本征值为凡? •+ i % 2 ， 及的本征值为的共同本征态，所以 

J±\hmj)^g ± \j,mj±l) 

再求客±，由 J ±| j _， w ; 〉= 容士 |人 ％±1〉，作内积 

8 + \ 2 ={ j ^ j \ JJ + \ j , mj ) 


由于人及=/ 2 -乃-舣 2 , 


有 


心| 2= jO * + l )~ w ; .( m y + l ) n 2 t 





n 



即 
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J +1 ^ =+ 0 1/2 ^ */，％ 十 1 


同理有 


L | j， ％〉= [i(j + l)-mj(mj ~l) m h\ j ， m 厂 1 


4.3 在/、 4 的共同本征态下，求〈人〉、(人 2 〉及 A 心 

题 4.3 为 J 2 、 之的共同本征态，证明在该 态下：⑴仏卜 仏卜0; 

(2) 〈心 2 〉=〈/ y 2 〉= *[/_(y + l)_0 2 ; (3) U x -U y ^j{j^l)-m)]h\ 

证明⑴人] = i %， 由于 〈 J ， m ; |[ J r 人] |/， m ; ■卜0,所以在态下〈七〉= 0, 
同理= 


(2) 证法一 由于 

既、 [A ^ z ] h-Jy ( JJ Z + i 叶 W: 

上式在态下求平均时，后两项贡献互抵，因此 




由于 


〈人 2 + 7 y 2 ) = (y 2 - J z 2 ) = [j(j +1) - m) ] h 2 


所以 


{ j i 〉 « 〉 = *[ w + i ) - O 2 


证法二 /,=-(/ ++ /_), / x 2 =i(y + 2 +/_ 2 +y + /_+/_4) 
上式在 |j,mj 态下求平均时，右边前两项贡献为零，且 




所以 


〈7】〉=去 [•/•(/_ + 1 ) - 4為 2 


(3) 由⑴、 （2) 有 




( J x) = 去[/_(;‘ + 1)-咬 


1/2 


AJ^AJ 


h 2 
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4.4 在/、人共同本征态下，求〈/„〉、〈#> 

题 4.4 J 为角动量算符， n 为民炉方向单位矢量.是的共同本征态，在 
该态下求 （1) (/•_ = 〈人〉 ，•⑵ ( J 2 J ) ; ( 3 ) J x 与夂的任何奇次幂式的平均值皆为零. 


解⑴ 

( 2 ) 


( J n } = n x ( J x )^ n y( J y }^ n z ( J z ) ^ n Z m j h = ^flQOSd 


Jft = {^X^X ^ n y^y + n x n y {/x^y ^ n x n z {^x^z + ^x)^~ n y n z (/y^z + 心 4 ^)⑴ 


另外 


j x j y + j y j x ^{ jl - jl ) 

因式 (1) 在态下求平均时，只有右边第一个括号有贡献 




2 


*2 

— + sin 2 0 十成》方 2 cos 2 沒 


(3) 因为乃 ，/ y 的奇次幂式均可表示为/+，人的奇次幂式，而后者作用 
于卜’，％〉时，将得到各种 |乂 w )〉 ，且叫-讲广奇数，即 m )#%， 所以 

( j \ mj \ J x> / y 的奇次幂 I /，〉= 0 

4.5 在/、 A 表象的 j ‘ = l 的子空间，/,、'的矩阵表示及本征值与本征态 

题 4.5 在 J 2 、 & 表象的 ）=1 的子空间 中：⑴ 求 J + ， 乙心，的矩阵 表示； （2) 求 
人，^的本征值和本征态. 

解 （1) / 2 、'表象基为 


因为 





、 • 

J ±\j^ m j) =z \_)U + 1) - m } (m j ± 1)] I/2 ft I j, mj ± l) 

〈 |/+| ;‘ ， m; ■卜 [，•(，• +1) - m) ㈣ +1)]" 2 

对于 J ‘ = l 的情况， m ; ， m )= l ， 0， -1 ， ( J + )— 不为零的矩阵元为 
(’+ )i，o = ( 人 )o，-i = W 方•故 

(0 10 ) 〔0 0 0 、 
j^ = ^ 2 h o o i ， j_=^Jl=Sn l o o 

o o oi 010 
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fo 1 0\ (0 -i 0 

,={( 人 "_) = 4 1 0 1 ，々 = ‘(4—•/_)=4 i 0 - i 

2 ^ 2 {o i oj 21 V2 (o i 0 

J n =sin^cos^>J x +sinOsin<pJ y +cos0J z 


y/lcosB sin 你叫妒 


li 


sin 決产 


sin^e 


一 \<p 


sirvdt ltp -Vi cos 0 


(2) 由久期方程，可求出人，人的本征值 皆为良 0,- 方，由 J x ， '的本征方程 
解出相应的本征态 


^2 , J x = n ， 


‘=一二 ， 


々=0 


久- 


V2 , J x = -K 


On 


—•— 


V 2 i 






Si 


Jy = 一方 


4.6 在 j * = l 的子空间中，证明$ = 


X 


题 46 在|/•，浓》态矢量空间的 ）=1 的子空间中， 取力 =〗，⑴证明=人； （2) 证 


明 e 1 % =l + i 7^ sin ^- y ^( l - cos ^). 

证明⑴在*/= 1的子空间中，尸、八的本征态 I 也 „〉(m = l , 0, ~1)，是一组完备基， 
即对任意 


均有 


即 


l ^) = c i I 為 1〉+ c o |於0〉十 c -i |姨-1〉 

i J x -°)(4 +1 ) k ) =0 
(€‘0 k〉=o 


因为 » 是任意的，所以有= 及 .这一结果对/在任何方向 n 的投影/„亦成立 + 


(2) 证法一 


WJ 


X 


W 

i+Z 


m n m 


n \ 
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i + 人 


1 + 1 / 


3! 51 

I 

. 9 ^ 0 5 

6 -+ — + 

3! 5! 


+ 7 


2 


m 2 . aer . m 


4 


6 


2! 


4! 


6! 


+ 


^ ^ 4 


+ 4 


0 2 $ 4 0 6 
2! 4! 6! 


= l + i / x sin ^-7^( l - cos <9) 

证法二由线性代数中的 Hamiltoii - Cayley 定理，在 j = l 的子空间 中乃为 3 x 3 方阵 

故八的任意整函数 f ( J x ) 可表示为 hJ x J 2 x 的线性组合，令 

e idJx = C 0 + C , i x 4 - C 2 J 2 x 
让上式作用至人 =1, 0， -1 的本征态上有 


W 


Cq + (7j + C 2 




e -^= C 0 - C ,+ C 2 


联立求解有 


C 0 = l ， 

^ ^\^rU x sme-{\-cose)Jl 


i sin 艮 C 2 =-(l-cos^) 


4.7 在/、 心共同 本征态 km 〉 中，厶、 / y 取: bn % 的概率相同 

4 

♦ 

题 4.7 对？、乃的共同本征态|加〉，证明对于任何 W 值几 
J y 取各种本征值 ± m r h 的概率相等. 

解设在 | 加〉态中测得之=土/^的概率为取 (± m ')， 下面证明灰 ( m f ) = W - mO . 


2 




若 j ’ 为正整数, 作^的奇次式 

/( 人 w . 

其中不含因子 (/1- m ， 2 )， 则 

fW ) == 一 /( 一讲 '） # 0 ， /( m ) = 0 , 

由于在 I 加〉态下， /( ij 平均值为零，因此 


m ^ ± m f 




所以 


价 ( w ，）= W (- 


若 7 为半奇数，作人的奇次式 

/(/,) = / 


Jl 


\2 


2 


4 


3 V 

2, 


其中不含因子⑺ - m f 2 )， 仍可证明 W ( m ) = W (- m % 


W ] 


最后证明在 I jm 〉 态下，测得4 的概率等于测得 jy = m f 的概率 
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对于给定的 h 乃 = m < 的本征态为 


17 T 


心 = m ’〉 = e 2 J： 
其中为体系绕 y 轴转动 $ 的转动算符，而 / 

A 0 


jm 


y 


m r 的本征态为 


JJLj Jlj 

J y = m !) = e 2 z q 2 y 


jm 


故在 I >〉态下测得 J , m ， 的概率为 


W(J y = m f )= 


jm 


in r m y 
一 -一 J - —— J. 

e 2 A e 2 


2 


e 


2 


jm 




e 


2 


声 


2 


jm 


IK 


e 


2 _、 


jm 


2 


W(J X = m!) 


同样可证，对任何垂直于 z 轴方向《(外==$，％任意)， 
概率 


人在|加〉态 下取人 =/^的 


W(J n ^m f )=W{J x =m , )^W(J y =m 9 ) 


jm 


e 


in 

J 


}m 


2 


4.8 在 L 2 、4 的共同本征态 丨 / m 〉 中，的平均值 


题 4.8 ( 1 ) 在轨道角动量的 / = 1 子空间中，在 Z ?、 &的共同本征态 |/ m 〉 下(取 A = l ) 


证明 


〈命⑹ 


0, 


金 ( 2 - m 2 > 


«为奇数 
n 为偶数 


( 2 ) 在|如> 态下求忒的平均值, 
证明 0 ) 在|加〉态下有 


⑹ =〈4〉= |(2- m 2 ) 


且在 / = 1 子空间中有 




由式⑴有 


i 2 x m+i = L 2 x m - { =…= 4 ， ^ r = 4 (m_l> =…=4 


所以有 


<4 料 1 〉=〈4〉=0， (4 m )={4)= i (2- m 2 ) 


(1) 
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对~的证明同上. 

(2) 由 4=4± iL ),， 有 


L x =-(L ++ L_X 


( L.-LJ 


则 


4=-( L + - fL ) 4 

上式在 |/ m 〉 态下求平均时，右边不为零的项为 


4 泛， llll ， (L + L_)\ (LL + ) 2 , L+L_L_L +t L_L + L + L_ 


由于 


L_L + \ lm) = [l(l + 1) - m(m + l)]\lm) t L + L_ | Im) = [/( / +1) - m(m - 1)]| 

ll\lm) = [l{l +1) - m(w + 1)] I/2 [1(1 + 1)~ m(m + l)(m + 2)f 2 |/,m + 2) 
ll\lm) = [l{l +1) - m(m- 1)] 1/2 [/( / +1) — m(m — \){m — 2)] 1 ’ 2 1 /， m _ 2 〉 

I 

_ Im mi 


所以在态下 


〈 4〉 = 士 |6[/(/ + l)f-4/(/ + l)(3m 2 +1) + 2m 2 (3m 2 + 5) 


对于/ = 2 时，有 




(96-31m 2 +3m 4 ) 


/ = 2 ， m = 0 时 


舛〉 20 =12 


/ = 2 , m = 1 时 


17 


i L Ari 


4.9 在 r 20 态下， A 的可能值及相应概率 

题 4.9 在 L 2 、 L z 的共同本征态&中求4的各种可能值及相应的概率.； 
解法一 在 r 20 态下，4可能值为浼 ，隼 0，-艮 - 2 方.设其可能相应的 i 率) 
^ w v w 0 , w_ 2f 由上题结果有 w 2 = w _ 2 , 故有 

2 W 2 -}- 2 W ^ W 0 = l 9 归一化 (1 


另由 { L ') 20 ^ k 2 ^ 2+l ^ h2 = 3h2 ^ 


⑷ 20 =12 广有 


8W 2 +2W 1= 3 


( 2 ) 
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(3) 


32 W 2 + 2 W { 


联立式(1)、式(2)、式 (3) 解出 


^2=^2=o ^1=^1=° ^0=7 

o 4 

解法二设 Z ?， A 的共同本征态为 |2 m%(W = 2, 1，0, -1， -2), 设4的本征态 


卜〉 


2 


|2m}= X 


(4) 


在/?，4表象中引人升降算符4=(~ 土 4)，且 


K ) 


(5) 


且 


Z! 土 1 2m*) x = ft [6 — m’(m f 土 l)] 1 ’ 2 1 2, 土 1 〉叉 


将式(5>作用于式 (4) 两边有 


2 iw |2 w ) = 2 C 1 |2,2) ；c + (^ C 0 -2 C 2 )|2, l )^ + ( Sc_ t - Sc ^ O ^ 


+ (2 C 2 - WC 0 )| 2, 一1\ 一 2 C — 1 2, 一2〉 


⑹ 


式⑷、式⑹两式比较 


iwC 2 = C x , 2 \ mC x = >/6 C 0 - 2 C 0 , 2 bnC 0 = V ^6( C_j — ) 


2 imC_j = ~2 C _2 - >/6 C 0 , imC _ 2 = - C _ 2 
另由归一化条件 



可确定诸系数.对|2,0〉态，计算结果为 


N 2 H c - 2 f = 暑， l^i I 2 =H 2 =o ， |c 0 j 2 =i 

对 1 2,1〉态，计算结果为 

|c 2 | 2 =|c_ 2 | 2 =i |c 0 | 2 =o 

解法三在 I 2 , 4表象的纟= 2 的子空间中，给出4的矩阵表示，然后求出 
0, - h 9 -2 々的本征态 

^ 1 

^ = i -JI 

0 
1 
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所在|20> 态. 



T 



4.10 与角动董 J 对易的标量算符在 | j \ m 〉 中的平均值与量子数 m 无关 


题 4.10 设算符 F 和角动量算符 J 对易，即 F 为标量算符， 证明： （ 1) 在/ 2 、 人的 
共同本征态 | 加〉下， F 的平均值与量子数 m 无关； （ 2) 给定 j 后，在 | 加〉子空间中， F 可 

表示为常数矩阵. 

证明 （ 1) 令 / 士 = 人士七，有 ( 取方 =1) 

网 = 0 ， [F,J z ]^0 

^+|j w ) = [jXj' + l)-m(m + l)] 1/2 |^m + l) = a m | i /,m + l) 

(jm\j_=[j'(j + 1) - m(m + l)] m (j\m + l\ = a m 〈人 m +1| 

由于 


(;,m + l|F| i /,m + l} = ^-{;m|/_F/ 4 .)jm) = -^-{jmlFy_7 + |jm) 

狂 m 


因为 


所以 


人及|加〉=<|加〉 


依此类推，对属于同一 1 /的总有 


即 ㈤ 与 m 无关 • 


(〆 IFI F I 加〉 


(2) 利用 F 与之的对易性，可有 

即有 

〈加’| F | 加〉 ( w - m f )-0 
即 w’ 关 m 时， 〈jWjFlAnhO, 即 
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其中 




因此，当^/给定后，在|加〉子空间中， F 的非对角元皆为零，对角元皆为/⑺，所以 F 的 
矩阵表示为 


F^fOV 


其中/为单位矩阵. 


4.11 角动量的投影定理 

题 4.11 设 J 为角动量， A 为矢量算符，满足关系(取 /i = l ) 

/«，〜] 

在 J 2 , 夂表象中，证明:⑴在 | 加〉态下， /. 4的平均值与量子数 m 无关; (2) { jm r \ A \ jm } = 

、 ! JU+ 1 ) 

证明 （1) 因为[/，人4] = 0，由上题结果〈加|/.4|加〉与 w 无关，仅为 j 的函数，可 


记为 




且 


(jm'lJ -A\jm) = (j -A) 


即在属于同一个 J 的 J_m〉} 子空间中，/_ A 等价于常数矩阵 (J-A).. 


(2) 利用公式 


J 4 A+ A/ 4 - 2J 2 AJ 2 = 2(j 2 A + AJ 2 )-4J(J^A) 


取矩阵元 〈/m'H 加〉，则 / 2 — 凡/ + 1)，上式左端对矩阵元的贡献为零， 


因此有 


〈加 加〉= 


( J^)j 
凡卜 1) 


(D 


如取 W = w， 即有 




〈乃加 〈，兮 

JU + 1) 


式⑴和式 (2) 称为投影定理.式 (2) 不仅对 |ym〉 态成立，而且对于/在任何》方向的投影/„ 
的任何一个本征态| ; _，人 =m 〉 也是成立的. 


4.12 角动量算符和矢量算符的几个代数关系 


题 4.12 设/为角动量算符， A 为矢量算符，满足关系 
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(1 ) 计算 AxJ-^-JxA 
(7 *A)7-/ 2 A + iJxA ； 
2(j 2 A-bAJ 2 )-4J(J'A) 


1 取羚 =1 

;(2) 计算 [ 九 T^4] ， [J 2 3] ; (3 ) 证明 Jx(JxA) = 

(Ax/)x/=/(A-J)-A7 2 +iAx/ (4) 证明 = 


解 （ 1 ) 因为 


所以有 


⑵ 


Ax J = S a0y A a J p e r = £ afiyJpK e r +i ^/^V 
=-7 x A -+- 2iS f& A g e r = -/ x A 十 2iA 


AxJ + JxA=2iA 


[■/，《/ - A\ = e a ^J a ^J^ 〜 +e a J 

= is afir e a J r A 0 + ^aPr^a J p A r -i(-y xA + /xA)=0 
\j 2 a^p\ e p ~^a Ja^p\ e 0 + \ja^^ ^a e fi 


( 1 ) 

( 2 ) 


= + (3) 

= i(Ax/-/xA) 

(3) 利用公式 

Ax ( BxC ) = 4 BC a -( A - fi)C 

(AxB)xC = A a BC a ~A(B-C) 

可得 

J x{J X A) ~ J a J~ J^A 

因为 

J P^a = Ax ^ 0 ~~ ^ aPy ^ 

所以 

Jx(J xA) = 44*/^ - ie^J^e^ - J 2 A = (/ - A)J - J 2 A +i/xA (4) 

类似可证 

(AxJ)xJ =/(A-/)-A7 2 +L4x/ (5) 

(4) 利用式 (3 ) ，有 

/ 2 ,[/ 2 ,A]] = i[y 2 ,(4x/-/ x A)]=i[/ 2 ,A]x/-iJx[7 2 J 4' 

= (JxA-AxJ)xJ +/x(Ax/-/ xA) 

再利用式 (1) 、 式 (4) 、 式 (5 ), 可得 

[7 2 ,[/ 2 ,A]] = 2(j 2 A + AJ 2 )-4J(J-A) 
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4.13 %的本征值与本征态 


求 


题 4.13 给定(沒，)方向单位矢量 

n = {n x ,n y ,n z ) - (sin 沒 cos 炉， sin 沒 sin 炉， cos 沒) 

, =cri 的本征值和本征函数(取 q 表象). 

解在义表象中， Pauli 算符 cr 的矩阵表示为 


or 


因此 




n v n x -in y 

n x +in y^ ~ n z 


cosff ， sin 沒 e’ 

sin 沒 e' 一 cos& 


因 A 的本征值为 ±1( 这是基本实验事 实). 设 cr„ 的本征函数为多 


程为 


对于乂 = 1解出 


对于 A =X = -i y 可有 


A 

C 2 


，则相应的本征方 


Ct 

C 2 


C 2 


柳， ( p 、 


e J i 

cos—e 1 
2 

o ^ 
sin—e 2 
2 


♦一 沖，9、 


sin ^ e '^ 

2 


e f 

-cos—e 2 


4.14 自旋 $ 粒子，％的可能值及相应概率 


题 4.14 (1) 对于电子自旋态知 2 (a，1), 求％的可能值及相应的 概率; 
% =1的自旋态，求 a 各分量的可能值及相应概率，以及 <r 的平均值. 

解⑴之… 1 " (J 中， A =1 的概率为 


⑵对于 


1 〈办 Ul/2〉| 


cos - =-a+w z ) 


cy n =-1 的概率为 
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|{^-1 1 ^ 1 / 2 ) 


2 


2 


e 


= Sin 2 = 2 (1 ' nz) 
⑵在自旋态為(<7„=1)中 R = l ， 义=一1的概率分别为 


{/ Ti /2 A ) 


1 


2 


( i +\)， 〈 ii / 2 | 碘〉 


2 


2°-^ } 


所以 


(cr z )=-(l^n z )--(l~n z )=n 


同样地，有 < r ,=± l 的概率为全(〗±\)， ( a ,)- n x ； % =土1 的概率为 ^(1 士〜) 


2 


类似地，容易算出，在自旋态九 〆 ％ =-1)中， (< r ) = - n . 


4.15 与 0 ■的三个分量都对易的非零二维矩阵必为常数矩阵 

题 4.15 证明与 cr 的三个分量都对易的非零二维矩阵必为常数矩阵. 
证明 设二维矩阵 A 满足 


由于对于任意二维矩阵， / = cr 0 , < 7 : 


Aa = <rA 

cr , ， fJ y = a 2 , a z = cr 3 为完备基，故 

A = ^ r , 


1=0 


以％ 分别左乘和右乘式(1)，得到 


cr x A = C 0 <t, +Q + iC 2 <J 3 ~ iC 3 <J 2 

A<r x - C 0 a x +C { - iC 2 cr 3 + iC 3 a 2 
由题设 , 且由于 cr 2 、 tr 3 独立有 

C 2 =0, C 3 =0 

类似地，以 tr 2 分别左乘和右乘式 (1)， 可证 


(^= 0 ， c 3 =o 


因此4 = (^/，即4为常量矩阵. 


4.16 不存在与 o ■的三个分量都反对易的非零二维矩阵 

题 4.16 证明不存在与 < r 的三个分量都反对易的非零二维矩阵. 
证明 设二维矩阵 A 和 <7 反对易，即满足 

A(Tj = —£T|A 


以 cr 2 右乘式⑴，得到 


A<j 2 = -CT 2 A 

Act^ = —a^A 


\/y 

1A 

/v 


\ly \lx 



利用式 (2 )， 式 (3)， 有 


L 4( T 3 =一0^<7 2 
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一 ia 3 A = <t x <t 2 A = 


从/巧左乘上式，即得 




即 A = 0 


4.17 见/ 2 矩阵的一般形式 


题 4.17 满足 1^1/ = 1/1/今 


det £/ = l 的 a 维矩阵称为矩阵，求^仏的一般形 


式. 


解设 f / 


a b 
c d 


af + |cf 


U 气 U 


=> 


b^cd = 0 


ba + d c = 0 


9 

b \ + \d 


ac ^ bd =0 
U^U + = 

jcf + \df = 1 


dctU = l => ad — be 


联立这些条件，解得 


a - coso ) t ia , b = sin < ot 1 ^, c = - sin ( ot ^, d = cos o)q 


-ia 


其中 tt 、 #、 6) 是实参量. 


4.18 同位旋算符 r 

题 4.18 为统一描述中子和质子，引入同位旋算符 r , 设其三个分量 r 1; r 2 , 巧的 
本征值都是±1 ,即 <= r 2 2 = r 3 2 = l ，且有 ！> i ， r 2 ] + =[ r 2 ， r 3 ] :卜 〆 〗]=0，记 


+1,中子态 
-1，质子态 


;在6表象中求&的矩阵. 


解在表象中 


设 c d ，由 7 ^ + V 3=0 及< =巧， Tf = l 有 


由 r 2 r 3 + tr 3 r 2 = 0 ， t\ =r 2 , 有 
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再由 qq + hq =0 , 有 cos(a — 夕 ) = 0, 


a- 0 = — + kn ， 
H 2 


取《 = 0 ，夕=-$有 



fe = 0 ， l ， 2, …. 



4.19 (a-A)(cr-B) = AB-\- icr^AxB) 


题 4.19 设 A 是与 <r 对易的任何矢量算符，证明 (a.AXo-BhA.B + jkr.Mxi?). 
证明 （<r. A)(cr • 忍 )= (J a (TpA a B fi 

利用公式 

a a a fi = 4 

即得 

(<J. A){<tB) = 8 a0 A a B 0 + i 在 •ay4r〜 = A • 5 + ia * C4 x B) 


4.20 Tr(cr.^4) ， Tr[(cr-A)(o*-i?)] 

题 4.20 计算 Tr(tr.A) ， Tr[(crd)(a. 方 )] 以及 Tr[(c.^4)(<r • 方 )(<r.C)] ，其中 o ■为 


PauH 矩阵， A, B f C 为与 c 对易的算符或常矢量 . 


解 

<r-A = cr x A x + cr y A y + a^A, 

由于 

Trcr ( - = 0, i = 1,2,3 

显然有 

Tr(o* ,4) = 0 

利用 

(<r • A)(<t •B) = A-B-\-ia''(AxB) 

并利用式 (1 ) 得 


由式⑵有 

(€T-A)(a-B)(<T^C) = (A-BXcT'C)+i[<T'(AxB)](<T'C) 

上式求迹，第一项为 CT 线性项，迹为零，因此 


Tr[(«r- A)((T' B)(tr-C)] = iTr[<r^(AxB)](a-C) 

再利用式 (3 )，有 

Tr[(<r- A)((T' B)(a^C)] = 2\(A xB)-C = 2\A-(BxC) 


⑴ 

( 2 ) 

⑶ 
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4.21 <r(«r-A)-A = A)cr 



4.21 设 A 与对易，证明 <r(<r.i4)-A = A-(< t .^4 )ct = L4 x<t 


证明 


利用 


即得 


同理 


所以 


进一步有 


< r (< r ^ A ) = a a a ^ e a 


a p = ie a ^ y a r + € C 0 


i<r^A) = A^e a S ap + ie_a y A fi e a ^A+xAxa 


({T- A)a = A-iAxcr 


a(a^A)-A = A-(<T^A)ar-iAxa f 


* A)] = 2iAx(7 


4.22 e a<7z = cos A 十 icT- sin A 


题 4_22 设; l 为常数，证明 e u<r :=cos；l + iAsiii；l, 

证明一 


由于 <J z 2 = i， 所以 


证明二由于 


& ( 叫) 


i 批 


5 


( U ) 

n\ 


Z 


«奇 n ! 


y Wl +a y ( u 广 " 


2k+l 


k^O 


co n 2k co 3 2k+l 


cosA + io^sinA 


e a ^ =C 0 +C,^ 

将上式作用于义本征值为：! :1 的本征态;^ ±1/2 上，有 


Cq + A ， 


C 0 -C! 


解出 
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证明三在表象中 


Cq ~ cos A , Cj = i sin 

e u 〜 为对角阵，对角元为其本征值 


e u<7： = 


e u 0 


cosA + isin 又 


cosA - isin/l 


故 


e a ^ = cos X + ia z smX 

讨论以上证明过程中，主要利用了 a z 2 = l ， 如果将％该为％，由于< =1，同样可 


以证明 


e a£7n =cosA + i < r _ sin A 


4.23 ^和 e iffA e i<rB 


题 4.23 设 A 、及为实常数矢量，试将 
线性叠加，并计算它们的迹. 


ia^A Acr^AAa^B 


表示成/及〜、 


( K 的 


解 ^A = An y 其中/! = △，则 

A 




利用上题结果，即得 


■ aA = cos A + i ^ ^sinA 


上式中第二项为 < r 线性项，其迹为零，因此 

Tre^" 4 =2cosA 
/ • \/ . 

= cosA + 丄 cr • AsinA cosB + 丄 < r,BsinB 
I A { B 


cos A cos A ){ a - B)—sinAsinfi 


+ i(<r - A) 一 sin AcosB + i(tr • B) — cos AsinB 

A B 

cosAcosB -^-^-sinAsin B-i<r(Ax B)—sinAsinB 

AB } AB 

+ i(<r. A)-—sin Acos B + i ( 戊 . i?)—cos A sin B 

A B 


上式中后三项为 cr 的线性项，迹为0,所以 


Tr ( e lff '" 4 e l(TB ) = 2 cos Acos B -2 今杉 sin A sin B 
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4.24 计算 


题 4.24 化简 e 


iXa , _ - iia . 


a = x 9 y , 其中乂为常数 • 


解法一利用 Baker-Hausdorff 公式 


AA t%^^XA 


X 2 


B + > l [ A ，5] + A ，5]] 


+ 


以及 


5，°>_ - 2 i € a ^( T r 


有 


^ CT . e ^ 


cos 2X - a,, sin 2 乂 


》， 


e lAaz a^eT iA47z = sin 2X + a., cos 2/1 


解法二令 


iX<y. 


f 一以 =C 0 + qcr x + C 2 cr y + C 3 cr, 


将上式作用于 cr 2 的本征态扇 /2 ,利用 


^^ 1/2 = Zi/2^ a xX\n = a yX\n - x X^\n 


即得 


-2 U 


e X^\n ~ (^o ^^3^1/2 +(q +^2)^172 


比较上式两端系数，有 

c 0 + C 3 = 0 , C, + iC 2 

再将式 ( 〖 ) 作用 于义的 本征态 Z _ 1/2 , 利用 


H-l /2 = 一 Ll/ 2 ， Hl /2 = 尤 1 / 2 ， a yX-\n = _ %/2 


即得 


c2 ' X Xm = " A) ； i ： 1/2 + (C G - C 3 )^_ 1/2 


比较系数有 


C 0 ~ C 3 = 0, Cj — iC 2 


2 U 


由式 (2) 、 式 (3 ) 解出 


Cq = O 3 = 0^ Cj = cos 2 A, C *2 = —sin 2 又 


( 1 ) 


( 2 ) 


⑶ 


类似地 


e 1/krz <y x e~ a<Jz = a x cos 2X - <r v sin 2/L 


Ucr, 


e 


sin 2 A + cos 2/1 


= cos 义 + icr_ sin 乂 


可得 


解法三利用 
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(cos 义 + i<r z sin X)a x (cos A- ia z sin A) 


利用 




可有 


- cr x cos 2X - a y sin 2A 


类似地，有 


<7 .e 


^ u<7z = <7w sin 2A + cr” cos 2 义 


解法四视; l 为参数，令 


且 


式(4)、式 (5) 对; I 求导有 


有 


iZa. _ -\Xa. 


/W 


g(Z)^c iX ^a v c~^ 


f(0) = a x , g(0) = cr 


f\X) = ~2g{X) 
gU) = 2f{X) 


dA 


[/a)+i^w]=2i[/w+i^)] 


式 (6) 之解为 


解出 


dX 


[fW~ iga)] = -2i[fW- ig(A)] 


/W + igW = (cr x + )e 
fW- ig(A) = [a x -ia y )t 


2 U 


f(X) = cr x cos2；l - 力 sin 2^ 


gW-a x sin 2X + a y cos 2X 

% 

解法五因为 e u K = j 似&是自旋空间中，绕 
子轴转动角度为 -2 A 的转动算符，如题图4,24所示 


< j.e 


Ua. — - \Xa. 


cos 2 义一 sin 2 又 
sin 2X + a., cos 2X 


类似的公式有 


\X<7, 


a.e 


\A<t v 

e v cr.e 


a x cos2/l + cr z sin 2X 


cos 2Z - a. sin 2X 


2X 


/°y 


+2X 


^<3； 


题图 4.24 
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^ -acT x =£y cos 2X - a^ sin 2/1 


e a<7x <7 z e^ x<Jx = sin 2X + a z cos 2Z 


4.25 t xXan (Tt^^ n -na n + (» x <j) x « cos2A + w x crsin2A 


题 4.25 设 ; l 为实数， 》 为 W ， 炉 ) 方向单位矢量，证明 


t xX<7n cre" l/l<Tn 


+ (n x a) x it cos 2 又 + »x<rsin 2X 


证明一视 ; l 为参变量，（但 n 固定不动)，令 

U{X)=-t~ a<J \ C/ f =e u<T « 


f{X) = U\X)aU(X) 


注意到 


u(Q)^u f (Q)=U f(0)=<r 


对 A 求导，有 


dU , t7 dU f ，” t 

r 為 i =lUa ， 

^= iu ' M u 


由于 


[<7-«,cr] = -2ijix<r 


即得 


dX 


2n 


由式 (1 ), 有 


nf(A) = U^a n U^a 9 


以式 (2 )， 则得 


nx^-^2nx(nxf) = 2n(n^f)-2f=2na n ~2f 

d 乂 


式 (2)+ix 式 (3 )， 得到 


cU 


(/ +i»x/) = -2i(/+jjix/-»cr n ) 


亦即 


<U 


(f ^inxf -na n ) = -2i(f +inxf -ncr n ) 


上式的解为 


fW + inxf(A)-na n = [/(0) + in x /(0) - na n ]&~ 2a ={a + 'mxa-ncr n )G 
由于 cr„ ， /U), «x/U> 皆为 Hermite 算符，上式取共辄，有 


( 1 ) 


( 2 ) 


⑶ 


■2W 


/(A) - in x /(A) - tuj n =(a-rinxa-na n )c 


2 iA 


两式相加，有 
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由于 

式 (4 ) 化为 


f(X) = acos2X^nx(7sm2A + na n (l-cos2X) 

(nxa)xn-cr-n<y n 

f (A) = na n +(nxa f )xncos2X + nxasin 2A 


⑷ 


证明二利用 

U^{X) = c lXdn =cosA + icr n sinA ， [cr n ,cr] = -2inx<T 

可得 

_ _ 

U^(X) f <r =isinX[(T n7 <x]-2nxasinJi 

因此 

(A)crU (Z) = (<tU^ +2/1X0-sin A^jU = cr + 2(w x a)U (A) sin X ⑶ 


以 

代人式 (5 ), 得到 
取共轭，得到 
两式相加，有 


U{X) = e~ u<Ta = cos X - ia n sin X 

U^cfU ~a + nxasinA~2i(nxa)(T n sin 2 A 

♦ 

U^&U = <7 + «x<rsin/l + 2i(n x a)a n sin 2 X 

U^aU = <T+nx<r sin 2A + mx[cr n ,<T]sin 2 X 
= o* + w x <rsin 2>^ + 2» x (n x <r)sin 2 A 


再利用 


= <r+nx(xsm 2A + (nx 0 p )x»(cos 2>l-l) 


有 

4.26 


(nx<T)xn = a-n<7 J 


U^aU =ncr n +wx<rsin 2X + (nxa)xncos2Z 


的一些代数结果 


题 4_26 定义 cr ± s A 土 ， （1) 计算 [ov ， <7_], [< r z ， o •土]，证明 ( CT +) 2 =(<T_) 2 =0 ;.(2) .证 
明斤巧 =<7 ± e ^ e ^ ( 4 为常 数)； （3) 化简# 批 和#^^ -气 
解 （1) 利用 of = 1 ， a x (j y = —H = icr 2 等 

(o- + ) 2 =(a x ^ia y ) 2 =<j^aJ+ + <r y a z ) = 0 

同样有 


另外 


(^ J 2 =0 
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0^.0 ■- =(cr x -hia y )(cr v -\a y )^a 2 x +cr; -i\_a xi a y ~\^ 2 (l + a z ) 
a _a + = (a x -ia y )(a x ^ia y ) = 2(l-a z ) 


所以 


另外 


[< t + ,^] = 4 ct , 

[cr z ,a^] = [a zi o- x ]-hi^cr z1 a y ^ = 2icr y + 2a x = 2a + 


取共轭，得 


[ cr z ， cr -] = -2< r - 


(2) 将式 (1)、 式 (2) 写为 


<7 Z <7 ± =<7 土 (<T ±2) 


反复利用此式，有 


(〜土 2)" 


故对％的整幂函数 /( A ), 有 


/(cr z )cr ± =£T ± /(cr 2 ±2) 


所以 


e 汍 cr 土 


C 7 ± e^e 


±24 


从 e _ h 右乘上式，则有 


e ^(7 ± e ^ = cr + e ^ 


(3) 解法一由于 


(1) 


⑵ 


⑶ 


<Tx = 2 (<T++ ^ ) 


利用式(3)，可得 


〜 = ^( n ) 


e^cr^e"^ =-(cr + e 2 ^ + a_e~ 2 - 

2 


i^(e 2 ^e^) + ia v (e 2 ^e^ 


X 4) 


a x cosh(2^) + ier sinh(2^) 


类似地，有 


e 扛 cr y e _ 批 = <7^ cosh(2^) - ia x sinh(2^) 


解法二利用前面所证公式 


e l 批 a x c~ lAcrz = a x cos 2X - a y sin 2JL 
e u 〜 a y €~ lX<7z = a x sin 2A + a cos 2A 


可令 U = f ，及 


cosh(bc) = cos jc ， sinh(k) = isinx 
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由式 (6) 、式 (7) 给出式 (4) 、式 (5). 
类似的公式有 


A<J V 

e ⑽ 


cosh(2A)o^ -isinh(2yl)(7. 

八 心 


t x<7y a v Q Xffy = cosh(2A)<j. + isinh(2/l)o- 




Xa. 


cr z e 


cosh(2^)cr v +isinh(2A)(7 


< =cosh(2/l)c7 7 -isinh(2A)o-. 


4.27 自旋态⑷的投影算子 


题 4.27 向自旋态 | A 〉 的投影算子， n A =| A 〉〈 A |， 证明： 向<7„=1，-1的本 征态％ ，久 


的投影算子为 


n(<j„ =-i)=\fi n }(/} n \=j(i-n-<T) 


证明在 Pauli 表象中， 


6 

cos—e 2 
2 

. e f 

sin—e 2 
2 


a /3 ~ 


9 ^ 

sin—e 2 
2 

0 f 

-cos—e 1 
2 


n (A == l) = IO „ I = 


e 

cos—e 2 
2 

. 0 ~ 
sm — e 2 

2 


^ Y .❷ - 1 号 

cos—e 2 , sm—e 2 


sin^cos^e- 




一 (1 十 /1£7) 

2 


n (°« = - 】 ) ^=\Pn){Pn\ = PnPl =-( l -«*< r ) 


4.28 自旋极化矢量在均匀磁场中的动力学方程 

题 4.28 在自旋态中，定义自旋极化矢量/由于心是一个经过态平 

均的矢量，它具有一些经典性质，可以对它作普通的几何分解.自旋 s = | 粒子(旋磁比 
，<0)，置于磁场馬中，证明自旋角动量绕磁场方向勻速进动，进动角频率％ =-，％. 
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证明设5 =馬》，则孖=:-只.5 =寸馬心=5吒〜，由于 

[5,5 ii] = i^nxS 


dS 

dT 


[SM] = eo 0 (nxS) 


这是 S 绕 n( 磁场方向)以角速度叫的进动方程 • 同样地自旋极化矢量 A=〈；l|crl；l〉， 也 


遵循同样的规律 




4.29 在％ 本征态下的自旋极化矢量 


题 4.29 证明在〜=1，-1的本征态|«„〉，|怂〉下，自旋极化矢量 

P + = {a n \<r\a n ) = n, P^={^ n \a\fi n ) = -n 

证明在 Pauli 表象中 


e 

cos—e 1 
2 

，❹ '号 

sm—e 1 
2 


Pn 


. e ^ 

sm—e 2 
2 

e f 

一 cos—e 2 


i 0 


P +X =ala x a n 


COS C， S inV 字 

2 2 


0 1 


6 -y 

cos—e 1 


sin^e^ 

2 


sin^cos^ 


同样地 


即 


同理 


P^ y =sin0sin^-n y , P +z =cosO 

户， 〈《»„〉=« 

P.={PnW n ) = -n 


4.30 f = 壹时极化矢量与投影算子的关系 


题 4.30 


^粒子在自旋态14中，极化矢量 '与投 影算子 n /的 关系为 


n A =-(l + P A .rr) 


( 1 ) 
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证明 n , 是个投影算子 
证明 因为 




2 


4 


_ 1 + 2 巧 -ar + P ^ -^ i ( PxP )- a ] 


=|( i + p ,-<7)= n , 

实际上，可以直接验算关系式(1)，这只要令任意自旋态为 


1 义〉 


-f e 

e 1 cos — 
2 

f . e 

t l sin — 
2 


J 


于是 


/ 


nH 撕 I 


2 


2 


e^^cos—sm 


e " cos f sin f 


e , e 、 
2 2 
it 

2 j 


= -(l + # i * cr ) = -(l + P l - a ) 
2 2 


4.31 在自旋态中，测得 s = | 粒子处于|； 1 〉态的概率 


题 4.31 证明对$ = 5粒子，在自旋态中，测得其处于⑷态的概率为 


W Ax =-( UP ^ P x ) 


证明 


wHQWI 2 =〈♦〉〈斗卜卜卜 〈 x l | (1 + a . a ) 卜〉 




2 2 


a 


x )= Z 2 a + P；L ' Px) = WAx 


作为式 (1) 的应用，考虑在《 


0 


态中，测％=+1的概率为 




所以 


lO 


W ap=I(l + \) = COS 2 


( 1 ) 
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4.32 由测量结果确定自旋态 


题 4 . 32 在某自旋态⑷中，测的概率为去，测的概率为去，求 ㈨ 及 

2 3 2 6 


〈取 W . 


解法一由于在|又〉态中，测的概率为去，所以在 s z 表象中 


73 W2e i<y 


其中5为待定的实参数.又因为 S 


概率为即有 


有 


的本 征态％ ，所以在叫态下测得&=鲁的 




[2 


6 


cos <5 


V 2 


5=± r 


解法二设 


由题设 


解出 


4 


^ U / 2e 


± i -1 t ^ 

4 


(4|^|^±}=^2^4 =±| 


Px =〈命|义〉=« 


去(1+')4’ 弘+〜 )4 

K - 昏 ’ 44 ) 


由于 < 7 , 


〈也 p 〉= 香〈水 | a 〉= 鲁〜 

+ 1的本征态，可由 n x 、 ％、\表示为 




為 (》) 


」一 f l + n z 

r 2(l + n 7 )U x +in 


故 
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/ 


A = ^(n) 




a / 2 c 


±i—it 


4.33 轨道、自旋和总角动量之间的一些代数关系 

题 4.33 以 S 、1、 J 表示电子的自旋、轨道及总角动量0 = 1)，则 

j=S + L = -<r + L 

2 

J 2 =-- t - L 2 + o-.L 

4 

(1) 计算 [ Gd ]，[ L ^- L ], [/， d ]，[/，/?]; (2) 求 rL 的本征值. 

解 （ U 由于 o ■与1属不同的自由度，它们互相对易，所以 

[ o , , cr - L ]~2 iLxcr = -2 i<rxL 


L ,< t - L ] = ^ [ 4 , cr ^] = \ e ^ r e a a ^ L r =iaxL 


由式⑴、式(2>，有 


另外 


[j,<r*L] = [L,<t *jL] + -[cr,o--L] = 0 


/,l 2 ]=[l,l 2 ]+[s,l 2 ]=o 

L 2 ，<t ■ L] = <r .[Z? ， L] + [£? ， <r] *L = 0 


(2) 利用公式 


(a ‘ A)(<t • B) = A • 5 + i<j • (A x j?) 


有 


(o*. L ) 2 = L * L + i<r • (L x L) = L 2 — o' • L 


对于 J 2 ，/ 2 、 Z ?、 的共同本征态 


(<r • L) 2 + <r • L — Z? = (<r • L) 2 + d — /(/ +1) = 0 


即 


— /)( o " • + / +1) = 0 


因此，的本征值为 


< tL 


?• = / + 


2 


〜(/ + 1 )， j = l 


2 


⑴ 

⑶ 
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4.34 总角动量的投影算子 


题 4.34 对自旋粒子，（ I 2 , 八人） 的共同本征函数记为. ; ，相应的本征值(取 


n=i) 


i } = i ( i + 1), 


1 = 0X2, 


J 2 = JU + i )， i = u Y l ~\ 


K =m；, 


m 


卜1，…，(一力 


在属于同一个/值的态矢量子空间，定义算符 


n ；= 


2 / + 1 


( Ul + a ^ L ) 


nr 


21 + 1 


(/- cr - L ) 


求这两个算符的主要代数关系，以及它们对的作用规则 


解由定义式 (1) 可以有 


n ；+ n ^ = i 


利用题 4.33 公式 


( d ) 2 + d -/(/ + l ) = 0 


容易证明 


(n ； ) 2 -n；, (n7) 2 =nr 

n^n；- = n^n ； = o 


2 


由于各也是心 l 的本征值，本征值为 


j 、/+ 全时， 

，：，-去时， 


< tL 


cr-L = -(/ + l) 


因此 






/， / + —,/n^- + 

n x，4 〜=% 如’ 


_ =0 
， - J， mj 

11：6 y =0 

/， 


( 1 ) 


由此可知， n ; 是态的投影算符， nr 是片/-会态的投影算符 
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对 ( Z ?，/ 2 ,/。） 共同本征态的作用结果 


题 4 . 35 对 p 会粒子，求算符 ％=< r . r /; •对 此八 / j 的共同本征态“的作用结 


果(取方=1)_ 
解由于 


[ a f a r ] = 2 i 


又因为 


[ L , a r ] = ^[ 


^a0y e a X y^0 


-1~ 


所以 


[7, c 7 r ] = [ L ,< T r ] + -[€ r , a r ] = 0 


故〜与 J 2 , 乃对易，〜作用于心^的结果，量子数义/^均不变. 

给定 V 和叼后，為&有两种，相应于 Z = 具体函数形式为 (6>，^ M Z 表象) 




Z + m + l 


V2/ + 11 \fl-mY l 


( 1 ) 


,m+l 


• r 1 

f=u r 


m j 


=m + 




- ylV - mY h 


V2r+il Vrfm+iY />+I 




r ^ o ： 


m - f — 
2 


注意对于同 一 j •值，上式中 r =/+ i ， 因为} 的宇称为 ( -以，所以式⑴中两种波函 
数宇称相反. 

是竒宇称算符，受它的作用后，波函数的宇称改变，但由于量 子数九 不变， 
则 A 对作用结果必然是 


由于心为 Hermite 算符，且 


^fm. } = C^ mj ； C% 


(< r ， r ) 2 = r 2 , < r r 2 = l 


所以 




因此 


又 


CC^l 
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C， = ^jm } ) = ) 


因此 


CC = C*C = 1 ， |c| = l 

再利用％在 Pauli 表象中的矩阵表示 

cos 沒 sin Q €^、 

^sin^e 1 ^ -cosff , 

_ 

并利用球谐函数递推公式，可计算 ac=c=-i， 即 

。对 d ) MU 


4.36 在态〜下 J 2 、 人 的可能值及相应概率 


题 4.36 = i 粒子，\的本征态常记为《 = 而 /2 ，夕=瓜 1/2 ，求在态 aY f0 下，/ 2 

h 的可能值及相应概率(取 h = l ). 

解法一 aY, 0 显然是 L 2 ,4, 〜及的共同本征态，本征值为 


L 2 =1(1+1), 


<y 7 =1, 


h = 


j 2 本征值为 y(_/+i)， 


/±~,将 ^ Y/o 表示为 (L 2 ,/ 2 , 人）的共同本征态的线性叠加，必为 

aY /0 =Cj^ j j + C 2 ^ ] i 

U+ 2^2 U '?5 


由于 


kr 截 aY W ^ 


(4 


2 


士产。 


可有 






ocY h 


ill 

2 / + 1 


C 2 


《4 


a ^io 


2 


2 / + 1 


因此，测得 / 


/ + 1 


的概率为测得 /2 


.幻4 _率为 ☆ 


解法二设片 Z + 5 的概率为 P， 则片/-臺的概率为(1-/>) 

〈户〉=〔’ 4) HM ’4) H ) (1 - 巧 


(2/ + l)P + l 


( 1 ) 
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/2= L 2+ r^ L 


由于在态^ /0 中〈4〉=化卜〈4卜0,所以 


a 


.l 〉 = 〈 4r|a 〉 . 〈 Y /0 |L|Y /0 〉= 0 


于是 


(7 2 ) = /(/ + 1) + | 


由式( I )、式 (2) 可得 


P 


/+1 

2/+r 


i-p 


21 + 1 


( 2 ) 


437在 ( L 2 , 八 / z ) 的共同本征态下求 〈< r 〉 


通 4.37 


自旋 s = 3 粒子，处于 ( L 2 ，/ 2 ，/ z ) 的共同本征态 |/) mj 下，证明 


〈饮 H 乃 


綱)， +1)+ 長 

JXJ + 1) 


取 》=1 


证明利用 < T (< T . i 4) + 0 r .^4 )<r = 24 ，可得 


<t(<7 • £0 + (<t • L)a = 2L 


式⑴在|/加》态下求平均，由于|/加》也是 < r . L 的本征态，故得 

mj | a ( d ) 卜加 y 〉= {ijmj I (a - L )< r | i ; w y ) 


因此 


〈£〉=〈々〉(<7.[) 


木征值 


〈/〉= ([ + 会个 < cr > 卜 [+ 金 


本征值 


利用公式 


(<r-L) 2 +a*L-L 2 =0 


可得 


= L 2 +ct*jL + ~ = (cr • isf" + 2(cr * Z,) + — 


lY 3 

CT.Z/ + — (T 4 Ij — 

2 J { 2 


因此式⑵两端嫌以 


〈咖 2 ) 


，即得 


3 


本征值 


〈/〉 er L + - 


2 


木征值 


〈乃 


J 2 -L 2 


+ 


4 


木征值 


( 1 ) 


( 2 ) 


于是 
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j(j + !)-/(/+!) + — 

wm 

因为在态下，（心〉=〈冬〉=0, = ，上式即 

〈〜〉 = 〈〜〉 =0 


ntz 


㈤ =m ； ^ t - I ) _ /( l +1)+ 4 = 7 

^ J J J(J + 1) m 


7 + 1 


进一步，利用 




可得 L 在态下之平均值为 




1 凡/* + 1) +，(/ + 1)-晏 


4.38 在态下求总磁矩分量仏的平均值 


题 4.38 电子的总磁矩(算符)为 


# =凡+ 外=-：^(1 十 2 S ) 

Zrti ^ 


对|/加 7 〉态计算义的平均值. 

解以 Bohr 磁子外=忒/2%作为磁矩单位，电子磁矩可写为(取 ft = l ) 


/< = -(L + 2 S ) = -( J + S ) = - l /+^ 


利用题 4_37 结果，即得 


( h |^ Ih >=- 


其中 Landeg 因子 


犮=1 + 


7*0>1)-/(/ + 1) 
2KJ + 1) 


4.39 q 满足的最简单代数关系 


题 4.39 %， < r 2 分别是两个自旋 s = y 粒子的 Pauli 算符， （1) 证明 
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(< j 1 *< t 2 ) 2 + 2< Ti -< t 2 -3 = 0； (2) 求％. a 2 的本征值，本 征态. 

解 （ 1) ((T-A)(a-B) = A^B + <T'(AxB) 

其中， A、B 皆与 O ■对易.令 i 4 = B = a 2 ， <7 = £71且0^=3以及<7 2 ><0" 2 =21<7 2 ，故 


(2) 式 (1) 为算符％ 


{< t y x 0- 2 ) 2 =3-2(0"! x<r 2 ) (1) 

< r 2 满足的最简单的代数关系，也是其本征值满足的代数方程，所 


以 A _%的本征值为1， -3 .相应的本征态为夕、心的共同本 


征态 XSM S 


^1 ' €f zX\M s - X\m s > 戊 1. — ~^Zoo 


4.40 自旋交换算符 

题 4.40 对两个自旋 | 粒子组成的体系，定义自旋交换算符/? 2 , P 12 = i ( l +< r r a 2 ). 

乙 2 d 

⑴求/?2的本征值，本征态;⑵证明 /}# ⑴外 2) = Pi \ W \ p n p { l ) a {2) = a ⑴/?(2);⑶证 
明巧2°"】巧2 ^12^*2^12 ~^\ ' 

解 （1) 

S 

增 = 7(1 + • 戊2〉2 = 7 1 + 2<7 j • < T2 + (Oj ■ CTj = _ [l + 2<7 j • 0~2 + (3 — 2<7] • ^ 2 )] = ^ 

4 4 L 」 4 

故= A ，且4的本征值为±1，显然三重态 JTw / 是巧2 = 1的本征态，单态 Zoo 为 P i2 = -1 
的本征态，这是因为 

^\2ZlM ~ ZlM » ^ 12-^00 = ~Zoo 

(2) 由于 

a ( l )々(2) = 士 Oi 。 + / oo )’ ^( l ) a (2) = ~^( Ziq - Zw ) 

所以 

巧2“ ⑴ A (2) = ^^(力 0 — ^ fQQ ) = 々( l ) ar (2) 

巧 2 則 ㈣ 2 ) = 士 (如 ^ Zoo ) = a ( m2 ) 

(3) 由于 

a l ^ a \ . 戊 2)= 〜〜、 W2/7 + ^ e a a 2fi = - 咖 X^2> + ^2 

(^1 .。2)饮2 = 0 

所以 

* ^ 2 )] = ^(^2+^1 X < T 2 ) 

= 去[江 2+( 泛 1 .戊 2) A ] = 去 [ 1 + (， *< T 2 )]< T 2 =^2 


⑴ 
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且由于式 (1) 两边分别左乘和右乘仏，有 

^ 2 ^ 1^12 =< 7 2 ， ^n a l P \2 =<7 1 

4.41 两个自旋4粒子的两体算符 eiWA 的展开 


题 4.41 展开两个自旋4粒子的两体算符 e—A (提示 

•口 2). 

解法一将％.17 2 =2/> 12 -1代人两体算符，可得 


用自旋交换算符/? 2 ,代替 


ia < 7 x ^2 


2 邮: 


( A / 

"E 


(2 ia ) 


Pn 


(cos 2 a + i/^ a sin 2 a ) 


= e" la cos2a + -sin2a(l + (r l <r 2 ) 

2 

解法二因 / f 2 = i ， 戶 12 =土1，其中/^ 2 =1为三重简并，得 

I 

e 2 吨 =Co+Ci / > 12 

将其作用到 P 12 的本征值为±1的本征态上有 




2 ia 


Cq — Cj = e 


-2i<r 


C 0 - cos 2 a , C x = \ sm 2 a , t liaP]1 = cos 2«+ iP n sin 2 a 


4.42 两个自旋+粒子的 Pauli 算符的一些代数结果 


题 4.42 


( 2 ) 


⑶ 


两个自旋 | 粒子组成的体系，％、 a 2 分别为两个粒子的 Pauli 算符，证明⑴ 

a\ ‘ (q xer 2 ) = 2\a x • a 2 

<r 2 ^ (<Ti x (T 2 ) --2i<r { (t 2 


^ x {< t x ^ a 2 ) = ( T 2 - ia x xa 2 (1) 

戊 2( 戊 1 ，戊 2) = ff l +i A x ^2 (2) 

(<Tj - cr 2 )^\ = O i 2 + ^! x<7 2 (3) 

{<T\ <r 2 )a 2 -<x x (4) 

cr x x (tr x x<t 2 ) = x<r 2 - 2<t 2 (5) 

( a ] x < r 2 ) xir I =icTj xa 2 + 2 a 2 (6) 

< r 2 (< r { x < r 2 ) = ia x x < r 2 + 2 a { (7) 

{ a x ^ a 2 ) xa 2 =々 xa 2 -2 a x ⑻ 
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证明（I)注意到％、巧互易 

<Tj -(<7, xa 2 ) = (< T \ x ^)^ 2 - 21^ < r 2 

a 2 •(% xcr 2 ) = -<r 2 *(<72 -2ia\ <r 2 

(2) 由于，若 A 与 o ■对易，则有 

cr(a ^ A )- A - A - {a ^ A)a = \Axa 

在上式中，令 o •和 A —个等于％，另一个等于 A ，则有 

a\(a] ， cr 2 ) = cr 2 -icTj xcr 2 

a 2 {< r x * a 2 )-<T\ 十^ x<r 2 

(< t x .0^)(7! =cr 2 H-icrj x<r 2 
(< t , ^ 2 )<7 2 - < r x - i ^! xa 2 

另外式⑶、式⑴相减，式⑷、式⑵相减，有 

[ cr l - a 2 , a l ] = 2 i ( r 1 xa '2 

[ a"i - < r 2 ’< r 2 ] : -2^ x < r 2 

(3) 利用公式 

Ax(BxC) = A a BC a -(A^B)C 
(AxB)xC = A a BC a -A(B-C) 

且注意到 <J,、<r 2 互易，则 

q - a 2 )cTj -(crj - <ri)tT 2 = (Ci • <t 2 )<t x - 3<t 2 

再利用式 (3) 有 


Cy x {a x xa 2 ) = ia l x<r 2 -2<r 2 


则式⑶得证.式 (6)、 式 (7)、 式⑻证明，完全类似. 


4.43 两个自旋^粒子自旋算符和总自旋算符的一些代数结果 


题4_43对两个自旋!粒子组成的体系， 总自旋 S=Si + S 2 
证明 (Mh = l) 

S(S v S 2 ) = (S r S 2 )S=^-S 

4 

5-(5^5 2 ) = (5^5 2 ).5=0 

SS 2 = S 2 S = 2S ( 1 ) 

证明因 

S = S 〖 十 S 2 + 。 2)， .*^2 '<^2 

利用题 442 式 (1)、 式 (2)、 式⑶、式(4)，得 
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S(S I -S 2 ) = ^(cr 1 +cr 2 )(q ^ 2 ) = ~( < r l 4-icr 2 ) 


is 


4 


( S r S 2 )S 


利用题 4.42 公式 


<r x ^ (cr, xa 2 ) = 2i<r } ^a 2 
<r 2 ^ (cr, xo B 2 ) = -2i<7 1 a 2 


容易得出 


5-(5 1 xS 2 ) = -(<T l +or 2 )-(<r 1 xa , 2 ) = 0 


式⑵、式 (3) 取共轭，有 


(^! x < t 2 )^i = -21^ a 2 

(<Ti x<r 2 )-er 2 =2ia t a 2 


可有 


( S { xS 2 )^ S ^0 


由于 s2 D 〜 


炉， 5 M ， 故 


2 


=r — ( < T l +< r 2) - + 


2 

3 


2 2 


MM 


4(^1 +< T 2 ) + ~；(^i +^ 2 X^i *^ 2 ) 


利用题 4,42 式 (1)、 式 (2)， 有 


+ cr 2 )( 0 *!+< r 2 


因此 


S5 2 =ai+a 2 = 25 = 5 2 S 


由于 


^ =rS *« = 2 < ^ ln+fr2 


n 


所以 


S 2 n 


4 


(AX + 2< r ln cr 2/ l )：= 去 (1 + 〜 cr 2 „ ) 


另夕卜式 (1) 两边以 S 点乘，有 


iG + flK + 2 cr l «^2 n ) = + a ln^2n > = 


5 4 =25 2 


444 张量算符 S 12 =3(0^ - n)(cr 2 ^n)-^ -a 2 


( 2 ) 

⑶ 


题 4.44 对于两个自旋^的粒子系，令 r = n - r 2 , n ， 定义张量箅符(取 A = l ) 

厶 r 
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S 12 =3(< r r n )( a '2' n )- a ' r a 2 

(1) 证明 4=4 S 2 -2 S 12 , 其中 (2) 求 S 12 的本征值, 


解法一 


S = 七 S 2 ——((Ti ^< r 2 ) 

2 

S 2 =~ + 去 -a 2 ) 

S n =S ' n = ^ ln ^ a 2 n ) 
S n = ^ 1 ^°' ln Cr 2 n ) 


所以，\ 2 可表示为 





s n = 

= 3 ^1^2«-^*^2=^ 2 -2^ 2 

⑴ 

于是 

(〜 ) 2 

= 365„ 4 + 4 S 4 - 12( S ^ S 2 + 5 2 5„ 2 ) 

(2) 

由题 4.43 结果 


st = s 2 n 

⑶ 



55 2 = S 2 S = 2 S 




S 4 = 2 S 2 

⑶ 

式 (4) 两端取 II 方向投影，得到 





S n S 、 S \=2 S n 

⑹ 

将上述关系代人式(2)，有 


( S l 2 f =4 S 2 -2 S l2 

(7) 


(2) 式 (1)、 式⑺表 明心、&及 P 均对易，以夕乘式⑴并利用式(5)、式 (6) ，可得 

S n S 2 = 5^ 12 = 25 12 

以心乘式⑺，并利用式(8)，即得& 2 满足的最简单代数方程 


由此解出的本征值为 


(%) 2 +2⑹ 2 為=0 


S 12 =2， 0， — 4 


解法二由于 q n = m nl - l , 这里是第一个粒子自旋态向极化矢量在„=乙方向 

的态投影的投影算子，于是改写为 r 

< s 12 = 3(2 n n j - i )(2 n „2 - i )~ (2/^2 - 1) 

考虑到 n > n m ., 及砣=1 和％ P 12 =/^ 12 ，有 

4= 9(2 n nl - i ) 2 ( 2n„ 2 - 1) 2 - 6 ( 2n rtl - i )( 2n rt2 - i )( 2P 12 - i)+(24 - 1) 2 , 

4 

= 9 - 6(2 n nl - l )(2 n „ 2 - l )( 2 P n - l ) + (2/| 2 - l ) 2 
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9-2 [心 +(2P 12 -1)](2P 12 -i) + (2/? 2 ，1) 
9-2(2^ 2 -l)5 J2 -(5-4/> 2 ) 


2 


由于 


°\ •° V ^12 = $12 


(1) 


所以有 


(5 12 ) 2 =45 2 -25 12 


其中式 (1) 证明如下 


2 


(^•^ 2 ) =3-2 cr r < r 2 


a y *^ 2 ^ 1 ，na % n = a \a a la a \^ a lY n fi n r ~ i} S (xfid a W ^ ^afi)(^ S arr a 2T ^^ay) n 0 H y 

— 汀 lt n 0 n y ^ ^a^ay n 0 n y ^ ^aJ30^ay^l$ n fi n y 


( 2 ) 


+ i ^ 


^ a ^2 r n /3 n r 


式⑵第三项为 < r r ( nxn ) = 0, 第四项为 < r 2 .(nxnhO ， 第二项为 u.ii = 1， 第一项利用公式 


计算结 果为〜 Art _ A •饮2，即 


S ape S arz - ~ 


a x # a l a \n a ln - a \n a 2n 9 0 , 2 +l 


(3) 


利用式 (2)、 式(3)，立即可得 


• tr 2^(2 = ^12 


4.45 两电子原子处于自旋单态时， L -5 1 耦合对能量无贡献 

题 4.45 —个具有两个电子的原子，处于单态 (5 = 0). 证明 
f(r)Si 对能量无 贡献， 


自旋-轨道耦合作用 


证明 


S - i } - S 2 ) 9 在 <S =0的单态|0〉中，有 


5 = 0, j = l 

{0jL.S|0)-i(y *(； + i)-^-f 1)) = 0 


即 S • L 对能量无贡献. 


4.46 两个非全同粒子的自旋状态中，夕的可能测量值及相应概率 


题 4.46 某物理体系由两个自旋全的非全同粒子组成.已知粒子1处于心^的本 
征态，粒子 2 处于心= | 的本征态，求体系总自旋 f 的可能测量值及相应的概率 (取 h 二 1). 
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解的单粒子自旋态记为 a ( l)，#(l)， 在 Pauli 表象中 a = = 


的单自旋态为 


K2) = ^( l ) =*[“ (2) + 網 


因此，体系的自旋态为 


WU) = a(l)^(2) = +[別1)«(2) + 


总自旋炉共有两个本 征值： 0和 2. S 2 =0 的本征态为 

Zoo(U) = ^[a(m2) - 州)《 ⑵] 

在体系的自旋态 J 中测得 S 2 =0 的概率为 poo .根据 a，# 的正交归一性 


〈 a | a 〉 =〈夕⑻=1, 〈 a |#〉 =〈户 | a 〉 = 0 


容易求出 


{^00 \ z ) 


因此，测得的概率为|， 从而刪 .〜的概率为(4)=長 
4.47 两个自旋 | 粒子系受均匀外磁场作用时的能级 


题 4.47 由两个自旋^粒子组成的体系，置于均勻磁场中，如以磁场方向作为 z 轴方 

向，与自旋有关的体系 Hamilton 量为 

H = acr lz + b<x 2z + c Q a x - <r 2 

其中 A 项来自磁场与粒子内禀磁矩的作用， c 0 项来自两个粒子的相互作用. a，b,c G 均为 

实常数•(对于全同粒子 ， a = b， 非全同粒子，一般 a* 約.试求体系的能级. 

解我们将在自旋态矢量空间中，用矩阵的方法求解.基矢可以取为 O u ，(J 22 ) 的共同 

本征态. 

a(l)a ⑵， a ⑴々⑵， Al)a ⑵， 

也可以取为总自旋算符的共同本征态对于本题，从％.巧的对角化考虑，釆 

用;?作为基矢较为 方便. 为叙述方便，基矢的编号顺序如下 

%\ = Xw = a(l)a(2) 

A =私 =汛1) A2) 

^3=^io= $[ 的 ) 々⑵ + mM2)] 
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[ a ( mi ) - mM 2)] 


将 Hamilton 量算符改写为 

H = C 0<^\ *^2+ c l(^U +^2z^ C 2(<^lz ~ a 2z) 

q =~{ a ^ rb \ c 2 =^-( a - b ) 

四个基矢都是的共同本征态，即都是化巧和(乂 + %)的共同本征态.容易看出 

而和; 1T 2 也是化 - %的本征态，因而;^和而已经是好的本征态. 

fiZ \ = (^0 + 2^1 )%\ =(c 0 +fl+^ 

^OZi =(^ o - a - b ) X \ 

这样我们就得到了体系的两个能级 

£ = c 0 ± 2 cj 

容易算出 (a k -cr 2z ) 对基矢的作用结果，为 

(乂 -^)^1=0, (a lz - ct 2z )z 2 =0 

( 戊 u — = 厶， (^u- a 2 Z )Z 4 = 2 Z3 

因此，在{之 3 ，為}子空间中，的矩阵元为 

(% - % )33 =(cr Jz ~cx 2z )Z44=0 
( a U ~ a 2z)^ = ( a \z ~ Az ) 尤 43 = 2 

(冗 +%) 的全部矩阵元为0,孖的矩阵表示为 


2 c 


2 c ^ - 3 c 


设能量的本征态为 


X ^ HXi ^ SaXa 


代人能量本征方程 


Hx - E X 


得到 


I 

Cq-E 2c 


2 c 


3 c 0 -£ jl / 2 


能级 £ 由下式决定 


det (孖一 £) = 0 


c 0 -E 2 c 2 


2 c 


2 


3 cq — E 


(E - c 0 )(E + 3c 0 ) - 4cj 


解得 


E = - Cq + 2 y]CQ +c| 

结论本题共有四个能级(不考虑偶然简并)，它们是 


E = Cq : t 2 c '， 


c o -^ y] c o +c 2 
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前两个能级的能量本征态分别为 上和 而，后两个能级的能量本征态为 而和厶 的线性叠加 

4.48 三个自旋$粒子系统求体系的能级和简并度 


題 4.48 考虑由三个自旋$的可分辨粒子组成的体系， Harailtcm 量为 


H — A(Sj • S2 + ^2 • + Sg • Sj) , 


a 为实数 


(1) 求体系的能级和简并度（取 ft = l). (2) 找一个守恒量完全集，求出其共同本征函 
数，从而得到一些正交完备的能量本征函数. 

解 （1) 令 

S r = S^+ S 2 t S = Si + = 5’ + S 3 

显然有 

[(Sy^^O; SxS = \S 7 [S 2 ,S] = 0 

*5| , S2 , & 互相对易，而且 


q 2 ri2 rt2 

\ =s 2 =S 3 


因此 


(s f y 


I + 2S r $2， S 2 + 2(5,. S 2 + S 2 . S 3 + S 3 . S!) 


因此"可写为 


44 


因此能级为 




S(^S +1)— 


(2) 守恒量完全集取为 {5 2 ,A，(S0 2 }， 相应的量子数 r，s 的可能组合为 


s =r st =' 

s =^ 9 ^= 1,0 


对每组(又V)，能级的简并度为 (2hi ), 所以 


^ 3/2 = 4 ^ S = ~ S ，= l ， 简并度为4 

S = l 义=1，0,简并度为4 


下面设法确定(^ 2 ,士，0^) 2 )的共同本征态，第/个粒子的 S fz 的本征态记为 a (;)，々(/)， 

/ = 1， 2 , 3 .将 S 2 ， S 2 ，( Sf 的共同本征态记为;^撕(1，2,3).显然 

y 3 3 = a ⑴ a (2) a (3) 
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将总自旋降算符叉=心-%=1+心+心，重复作用于 


气普， 


3 

2 


求出 


气^[似4’-!’-鲁)诸态为 


2 


^31 

〗’?5 

X 3 1 

] ^2 


^=[a(l)a(2)/3(3) + ^(l)a(2)a(3) + «(1) 识 2)«(3)] 

士 [ a ( i ) 々⑵ # ⑶+ 々( im 2) 則+ mmM3)] 


3 3 
2，2 




卿 (iym 


y = 0 时，体系波函数中关于粒子1、2部分只能是 


zoo = ^[^( m 2) - mM 2)] 


进一步考虑到 M =^， 所以 


Z Q i \_^ Zoo ^ 2 )«(3) = ⑴ A (2 )or ⑶- /? ⑴ a (2 )«r ⑶] 

z oX- l - =ZmiU 1) P 0)== ij 2 [耐 1 )汛 2 ) A 3 )- 夕⑴ 》 ⑵彡⑶] 

现在只有; ifM 和 Zi !有待确定 . J ,丨的每一项应包含两个《态，一个彡态， 

lf 2'5 *'?~5 u ri 


它是 


办(1，2)々⑶和; if 1() ( l ， 2 ) a ⑶的叠加态，且应该和/ 31 正交. 


% 


2 


z 4 


1可表示为 


2 




★[知 (1,2_ + V 2^ 10 ( l ,2) a (3)] 


因此 Z i ,的构造式只能是 


2 2 


^2 


同样的分析，有 




--^[V2^ u (l, 2) 則 — / 10 (1’ 2)^(3)] 

= ^[2a(l)or ⑵夕 (3) -ar(l)/7(2)a ⑶ - 户 (l)a(2)a ⑶] 

=去 [ a ⑴々⑵卿+ m ^(2) m - 2解 (2) a ⑶] 


449 对于两个自旋^粒子系的自旋单态 Zoo , 心 / oo =0 及 


题4_49两个自旋$粒子系，自旋单态为 


Zoo =^[^< m 2)- mM 2)] 
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证明 （1) Zoo 为总自旋在》方向投影的零本征值的本征态，即^^00=0; (2) % 
(/ = U) 为粒子 K 2的 Pauli 箅符； {zook/koo) = 0 


证明 由于 ( 取方 =1) 


A 




矽， 


p - Aa 


s x [〜 (1) + 〜⑵]， S y =+[% ⑴ + 5 (2)] 


则 




Zoo = $ [〜⑴ + 〜(2)] [a ⑴々⑵- fim (2)] 

=^ [m)m) + a(l)a(2) - a(l)a(2) - p(\)0(2)} = 0 


同样有 


\ 為 = o 


因为 


S n =n A +n A +n A 


立即有 


^nZoo 


I Joo 〉 = 士 A W 0 _ 則 H 則 a ⑵〉 ]= 士 [1 _m)_\ a(l)a(2)}] 

, a ) koo )=^^( D [| a(m2)} - 1 則別 2)〉] =-^[| 則則 〉 +1 ㈣ 恥⑵乃 

^ ( Dkoo ) = ^0 +1 則 a (2)〉 ] 


所以 


{-^oo l^i I Zoo 〉 = 0 


同样地，有 


{^00 1^21 Zoo 〉 = 0 


4 - 50 (^001(^1 -_2 ' b )\zoo} = -« * 


题 （50 自旋为 ^ 的二粒子体系 ，处于自旋态 Zoo, 设 a 与 6 是空间任意两个方向, 
粒子1的自旋沿《的分量与粒子2的自旋沿6的分量 《 r 2 j 有确切的关联，证明 


{zoo |(^i '^)(^2 . 幻 koo〉= w 彡 


证明 


= (Sj + 52 )*^ = —(<?! +0*2 ) •办 

Am 
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有 ^ j 2 oo )=-( cr 1 ^ + < T 2 -*) j ^ 00 }=0 

故 

{ Zooli^x ^)| Zoo ) = -{^ oo|(^i ^) itr { ^ b )\ Zm ) 

= - a * i - i { j 00 | cr ,|^ 00 ).( ax *) = -^.* 

4.51 1 2 ，1^，4与^，％的对易子 


題 4.51 设 《 = r/r 为位置方向单位矢量，定 义' =% 土峋，计算 L 2 ,4,4 与 n ± ，《 3 的 


对易关系，并证明 




„ 3 i "〉= i / + i ，/〉 


式中，|&>为1?与1 2 的本征态. 


解 


因为 


所以 


-* — ■ 
[ l a ，《 y 3]= L a , X 0 — - L ay 


ihe. 


<0 Y X Y 


^ £ afir n r 


[△' rt /?] = [AA，〜] = [ 【 a，^?_ L a ^L a L ai rip 


L a n r ^ n r L a + i 〜〜， s a07 e ay6 =- 2S 




_!?，〜」= 2 ine aPr n r L a + l % 2 n 0 

乙 - ，〜] = 2i 方 (/ZjZ^ 炫 2^1) + 2h^ft^ = ft(tt_L + — n + JL_^ + 2^^/^ 
乙 2>n+ ]~[^ 2,Wl -2h{n^ -r^L^^-lh 2 ^ 

[/?，《_= —2 方 (n„Zg -«34_) + 2H 2 n_ 

[【+ ， 〜] = [ A + 4， 〜] = ~^ n + 


[^ s n + ] = [ l 1 + iZ ^, n I +!/ i 2 ] = i [£ 1 , w 2 ] + i [ Z 2 , n 1 ] = 0 

[L+ ， W_ ] = ^rhtly 
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[ k ^ n + ] = hn + 


[l 3， n_] = - [l 3， n + ] f =-hn 


[L_ ,n + ] = - [L + ,n_f = -2hn^ 

[乙， n _] = 0 


[L_ ， n3] = 加一 


由于 

L 2 n + \U)^ [n^L 2 + 2h(n^ -^)4- 2fi\ ]|//) = (/ + l)(/ + 2)h 2 n + }ll) 

h n A 11 ) = ([A ， \ 】 + ) I "〉 = (, + 胸+ 1 //〉 

即〜 | ZZ 〉 也是 L 2 , A 的量子数分为/ + 1 ， Z + l 的共同本征态，即 

n + |«) = a + |/ + U + l ) 

七 由归一化条件确定.由于 

1^3 | z /〉 = ([13，《3] + 咕) I "〉=仂 〜 

即巧|//>的磁量子数仍为/ 

乙 + 〜|//〉=([々，《3】+ 从 + ) I "〉=-〜 I "〉= - M |/ + U + 1〉 

由于 k 为升算符，与&作用结果合起来可能有 

n 3 \U) = a 3 \l + lj) 

把式 (2) 代入式(1)，利用升算符作用的结果，则 

-a^.h\l-\- 1,/ + 1} =： L + n^\U) = a 3 L^. |/ + l y /) 


= Cl^yQ + 1-/)(/ + 1 + / + 1) / + 1，/ + 1〉 


即得 

因为 w 2 = I = n _ n + +/ z | , 


03 ^ 2 / + 2(/+ !,/ + !) 




a 




a 3 yJ 2( Ul ) 


4 ，所以 


1=仲〉=〈和，〉 + ㈣ 

在取定 I / m 〉 的位相下，〜，七都需要是实数，于是 


即 


V 2/ + 3 



2(1 + 1) 
YU 3 


•〉 = 7 i ^ /+u 〉 


(1) 


( 2 ) 
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类似地有 


«3|/, m ) = « /m )^ + l , m ) + a Mtm )/- l s m ) 

a lq + m + l)(/-m + l) 

aim ~ V (2/+ 1)(2/+ 3) 


4.52 Pauli 矩阵的一些性质 


题 4.52 设有四个 2 x 2 H e rmite 矩阵/，％、 cr 2 、 ％，其中/畢单位矩阵，其他三 
个满足关系= 2/^ . 不用任何具体表示，证明下列性质：⑴ Tr (^.) = 0,(2) ^ 
本征值为±】， deter , =-1.(3) 四个矩阵线性无关，因此，任何 2 x 2 矩阵都可以用它们表示 

出来.⑷从 (3) 知道 M = m / + $ m 凡，其中 M 是任意 2 x 2 矩阵.导出％■的表达式. 

证明 ⑴依题意得 C 7.- CT . = -aja^i^j); a f 2 =/, 所以对于 i 关 j ， 有 


Tr < r , =- 


O) = -<TjO)CTj 

TrOr^c^-) = -Tr{cr.a t ) = -Tr(<T ( .) 


所以 


Tr(cr. ) = 0 

(2) 因为4=1，故本征值满足^=1，所以4=±1，由 Ti 巧=0知; ^=-1 ，4=1于 


是 


dctc ^^ ~ = —1 


3 


⑶若0 =叫/ + ^>巧成立，依次用/，％乘等式两边并取迹，得％=0, m ,.=0 .故 

I 

， cr t ■线性无关，任何 2 x 2 矩阵可用这四个矩阵表示出來 


3 


⑷设 M = m / + 2 w ^ ，依次用/，％乘等式两边并取迹，有 




h =-Tr(<r f M), Z = l ， 2,3 


4.53 S = 1 的自旋算符的代数结果 
题 4.53 自旋为1的三个矩阵算符满足 
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{ s x + ^ 


3 


(心- i \): 


1 

'0 2 0 、 

0 0 2 


A 

■ 

、0 0 0 , 



「0 0 0 、 

1 

I 3 

1 

42 

2 0 0 
2 0 ) 

mm 


0 


0 


4.54 角动量矩阵的本征值 


题 4.54 三个矩阵 M z ， M y , M x ， 每个均为256行和列的方阵，它们服从对易关系 
M x , My ] = iM z ,( x , y,z 鉍 2 的本征值为 ± 2 各一个，土3/ 2 各8个， 土1 各28个，±1/2 


+ M 2 Z 的256个本征值. 


2 


1 


各56个，以及0有70个.给出 

解财 2 与财,对易，因此可取它们的共同本征态有 


M x \ M , M x ) = m x \ M , M x ) 

属于同一个 w 的取值为 


m: 2 

±2、 


3/2 


1 


1/2 


0 


m. : ±1 


0 


±3/2) ±1 

各 1 个、土 1/2 各 8 个 、o 


各27个、 ±1/2各48个、0各42个 


m 对应多重数为 2 历+ 1，因此 M 2 本征值为 


及其轮换式.证明< (S x ±iS y ) =0. 

证明 取自旋为1的角动量算子在& &的 对角表象中矩阵表示 


S 


42 


'0 10 、 


'0 - i 0 、 


'10 0 、 

1 0 1 

iS _ 1 

5 一 R 

i 0 -i 

， S z = 

0 0 0 

、0 1 0) 

v2 

i 0, 


0 -lj 


所以 


S 3 Z 


fl 0 0、 3 
0 0 0 
、0 0 -1 


10 0、 


0 0-1 


S 





个个个 

328196 


-4 2’ 3 I 4 

= il II 
2 2 2 

MMM 
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M 2 =0, 42个 

M 2 =6， 5个 


共256个. 


4.55 


z 


表象中化，％的本征态 


题 4.55 若心， 0 ^, 1 为 Pauli 矩阵，求： （1) 在力表象中，心巧巧的归一化本征态 
(2) 在心表象中，的本征态和本征值. 

解⑴在％表象中，的表示为 


，0 1 、 


(0 


，i 0 、 

、1 0 J 

> a y^ 

Li 0, 

， G i_ 

n 


设本征态为 


b 


由相应算符的久期方程可得它们的本征值皆为±1，代人各自的本征方程可得 


土 


b ) [ b ) 






=± 

b ) ~\b 


a 

b 


i/S 


-1/V2J 
1/V2 


>1 = 1 




\ 


i/S 

~\i4i 


A = l 


A = —1 


j 


㈠ 


土 




b 


yl =1 


J 


0 


(A 


ll 


A = —1 


(2) 因为心在 & 表象 和心表 象中的本征态分别为 


¥i 


V 2 


U 


¥2 




-1 



0 


W 2 


ro 

1 


故可求出由％表象向心表象的变换矩阵 
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$ak ~ 


(I 1 


m -i) 


a, A: = 1,2 


由此可得 <r v 的本征态为 


1 

fi o 

1 


^ = V2 

li -iJ 






却 : 


j 


4~i 


-i 


i+i、 
2ll-i y 

豢 

一 i 

2l.l+i 


因为么正变换不改变本征值， 
同理 可得％ 的本征态为 


故本征值仍为 土1 


¥ z . 






x=\ 


¥z 


V2 


-iJ 


义 =—1 


4.56 在态 v=^(x + ;y + 2 z ) ef 中，总角动量及心的期望值 


题 4.56 有一无自旋的粒子，其波函数为 


y = ^(;c+y + 2z)e -ar 


式中，+ / + /且尤，是实常数.⑴粒子的总角动量是多少？ （2) 角动量的2 
分量的期望值是多少？ （3) 若角动量的 z 分量心被测量，问测得 L z = 的概率为多少？ 
(4) 发繊子在方向上的 dD 立体角内的概率是多少？其中久卢就麵常球坐标中的角度, 

你会发现以下写出的头几项球谐函数的表达式是有用的 


4) 


An 


Msi 


F I±1 =±J-sin^ 


^10 


解用球坐标将波函数写出 



15 . 


cos 沒 Y 2±x = ± J — sin^cos^e 11 ^ 


8宂 


# = A>(cos 碘 sin 沒 + sin 多 sin0 + 2cos0)e"^ r 

那么，角度部分的波函数为 

y /(9 y ip ) = /T(cos 沴 sin 沒 +sin 彡 sin@ + 2cos 夕) 

归一化之后有 


2n 


o d 沒 jo d 多 sin 9 K a (cos 卢 sin 沒 + sin 彡 sin 沒 + 2cos 沒) 

cos^ = -(e ¥ + e^) s sin^ = —(e^-e"^) 

2 2i 


2 


从而有 


yr(e^) = K f 


+ e - W)sin 沒 ++( e W — e -W)sin 沒 + cos2 汐 
z /X 
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2 


+ 臺 (㈣ 备 -i + 2 尽 。 


代人归一化条件，注意到1^的正交归一性，从而有 


K， 1 


^ 1 8 tc 1 Sit 4n 

f "^ m 離 

2 3 2 3 3 


1 


即 r 


8 ti 


神、 



8兀 


#， T r uV+ o 



+ 





⑴ 具 ( i + m = 拉. 


(2) ⑹ 1 


1 Sn 

2 


X 


8 n 

T 


(-ft) 


Q 


2 1 1 871 


⑶ p (发现&=+方)=〈4=+咖_〉| =~ 2 3 


1 

6 


(4) P (在沒，沴方向上 d /2 中 )=^ - [ sin 0( sin 彡 + cos 參 ) + 2 cos 沒] 2 d /? 

oil 


4.57 对 L = 2 良 S = 1 方的粒子， // = > l £. S 的能级及简并度 


题 4.57 —个处于中心势的粒子具有轨道角动量 L =2 A 和自旋 S = m . 求和形如 
H s 。 = AL • S 的自旋-轨道相互作用项相关的能级和简并度，这里4是个常数. 

解本题可选 { H ， J 2 , J Z , L 2 ,5^ 作为力学量完全集，角度和自旋部分的波函数可取为 


^V^ = ^ 2 jXj+i)^, L% mjis ^n 2 i(ui)^ jmj 

=咖+1¥_， 

注意到 


// so = AL . S =-^( J 2 - L 2 -5 2 ) 

2 


可知相应的能级及简并度如下 

fe 2 

£ so=yA[jO ， + l )-2(2^1)- l(l + l )] 


2 Ah \ i = 3, 

=■ - Ah 1 , ) = 2, 

~3 Ah \ y = i , 
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4.58 


' j = 3. 
d = 2j + ! = • 5, j = 2. 



电子在 Y sin 沒 + cos 沒 ) g ( r ) 态中， 


&的可能值及概率 


题 4.58 假定一电子状态由波函数 


¥ 


v 4 u 


(e 1 ^ sinO + cos0)g(r) 


描述.其中 J *° V ( r)| 2 , 2 dr = l ， 且^分别是方位角和极角 .（1) 处在该态电子的轨道角动量 

z 分量的可能测量结果是什么？ （2) 得到 (1) 中每个可能结果的概率是多少？ （3) 々的期 
望值是多少？ 


解 U ) 由于 


0 


|g(r)| 2 r 2 dr = l 


得到 


¥ 


2 


dr-l 


注意到 


^10 




4n 


cos 沒， Y l±l = T x i - sinde^ 



因此 


” S (-拉 M+Yw)g(r ) 


由此可知，可能测得 A 值为 ： +K o . 


(2) 测得4 = +方 的概率 为營； 测得4=0的概率 为臺. 


(3) ) iff ， Lyr 1 sinOd0d^dr 


/ L z JI(-^2Y l+1 -,Y J0 ) 


r 2 |g(r)| 2 drsin^d^d^ = —h 


4.59 

题 4.59 t/(A>0 表示绕 7 轴转夕角的一个转动算符.证明矩阵元 

{jm \U(^y)\ jm .、， 

是变量 si # 和 cos | 的次齐次多项式 . I 加〉是角动量平方及角动量 z 分量的本征态 
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J 2 \jm) = j{j + \)h l \jm) 
J z \ jm) = mh\ jm) 


证明用数学归纳法证明. 

当时，结论显然正确. 

n hfo, 

2 


当时， 


2 


2 U 0； 


，于是 


U(fi y -y)^eKp (-i^/ y /^) = exp 


/ 


V 


- if 。 


\ 


|-isin|^=cos|-2iisin|/. 


所以 


2 




U 


2 




2 




exp (- i/?/〆 方 ) 


2 




§ mm , CO sl^lKm 

mm 2 tt\2 


y 


2/2 


注意到第二项的矩阵元是不含 # 的 (* 虚常数 )，槪 

次齐次式，结论对此特例正确. 

假定角动量为 y 时结论正确即假定有 


U 


臺， m’ 〉 是 cos 香和 sin 香的一 


exp(-i/?/ y /句 j’m〉 = ^4 


f 


£ 

2 


\V-n 


sin^T 


2 


4=40\ m , m / ) 

j 

求证角动量为 时结论仍正确. 

设量子数为 y ， 6量子数为 I . 将耦合表象中的 |/， m 〉 


用无耦 


合表展开 




j’，m + — 
2 


2 ，_ 1 ) + ° 2 


一 


2 


2’2 


式中， q ，(: 2 是 (与# 无关的) C - G 系数.将此展式代人 


j —2 ， m 


exp [- 矽 (/ ， / ly )/ 方 ] 




中，可知归结为计算如下几个矩阵元 


!’ 不! 土臺 exp[-i〆' + 〜)/ 方 ] j_ ， m’±H，：p 臺 

»料去 exp [- i 々⑺ + 〜)/ 方] 




^2 


2 2 


比如 
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一，——，7, 彷 + — 
2 2 J 2 


exp -i 々 (/ y + J ly )/ 办 ] 乂 w, + 去，去’—去 


2 2 


exp{-i^J ly /h) 


2 2 


^ m+ 2 


exp(-i/iJ y /h) 


a 


2 / r 


'os^ + hsin 名 〕 f 4| cos 
2 2)^{ 2 


£ 




2 


J 


j’m + — 


2( ~) 




2(j+~)-i 


sinl 


2 


于是结论对 ; 仍正确.也即矩阵元 


(jm\U{p, )?)| jm f ) = ijm exp(-ij3J y /h 


jm 


是关于 cos-^ 和 sin. 的 2j_ 次齐次多项式 • 

4.60 两个自旋 $ 粒子相互作用 / = a + hr r < r 2 在耦合与非耦合表象中的矩阵表示 


-粒子间的相互作用具有如下形式 


/ = a + & cr 3 -<7 2 


h 


式中， a 和办是 常数，％ 和巧是 Pauli 矩阵.总自旋角动量/为/= 乂 +為=二 (<r 1+ <r 2 ). ⑴证 

明/，户和 八可同 时测量 .（2) 推导出在基|/财从〉下/的矩阵表示(标出矩阵的行和 列). 
⑶推导出在基下/的矩阵表示. 

解 （1) 所谓/，户和及可同时测量，就是要求它们之间彼此对易./ 2 与'是对易 


的，而 


利用 A，<r 2 


27 2 

IF 


-3 


[/ ，户 ]= 卜， 7 2 ] + 卜 1 *cr 2 ,y 2 ] = iE7 <x x -<t 2 J 2 
，得[/，户]=0.又因为 |V 2 ，/ Z 


0，所以 


[f^z]=bJ z bb 


2J 


2 


h 2 


3,人 


0 


因此/、/ 2 、 a 之间相互对易，可同时测量. 
(2) 在|观^ 2 〉基下 


{^ jj 2 1 / 1 - + b ( JMj i j 2 \^ r l 



\ 


a 3 jr 8 MM . +b + l ) h 2 -3 


j 
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[a^2bJ(J^l)~3b]S jr S MM 


式中， / M 为行指标，为列指标. 


(3) 用而和; r lm 分别表示 7=0 和/ = 1 ， / z = m 的态. 因 可用简写记号 


|%^2〉表示|义如《1^2〉态.易知 


Zo 


W U ’ 2 


2 2 


Zio 


絲， 


m 


Xi ±\ 


4,土 i 


因此 




m 


(Zoo + 不 o ) 




( 一 Zoo + X\q) 


将上述表迖式代人矩阵元中，并注意 h 中结果，可得在基 UjM %〉 下 


/的矩阵形式 如下. 




HH 


4.61 两粒子系#、乓及/ 2 的可能值 


题 4.61 考虑坐标空间中的如下两粒子波函数 




«和6是任意的常矢量，/和 g 是任意函数， ^ pmymWi . il ) 每个粒子角动量平方( I ? 
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和这）的本征值是多少？ （2) 适当选取 a ， 彡和 r , %(~〃 2 )也能构成总角动量平方 

的本征函数.总角动量平方的可能值是多少？对每个状态 a , 夕和 r 的适当 

值又是多少？ 

解注意到 

▽/W = r(r)t V(ar) = a 

r 

(rx V)*(rxa) = -2a. r ， [L, r 2 ] = 0 

则有 

⑴ = -^ 2 (^ xVj).(rj xVj)/^ 2 ^^ 2 ) 

\a{a^r{}{b • r 2 ) + ^(^ • r 2 X« • r 2 ) + y{a - b){r x • r 2 )V,] 

.[a(a •r x )(b-r 1 ) + p{b-r x )(a'r 2 ) + y(a • b){r x -r 2 )] 

= -方 W) 茗 ( 々 XnxVj) 

• [a(>i ^a){b^r 2 )^p{r x x*)(a • r 2 ) +. b)(r x xr 2 )] 

-2 n 2 f ( r ^) g ( ri ) 

. [a(a • r x ){b - r 2 ) + fi(b • r^ia •r 2 ) + y{a-b){r l *r 2 )] 

= l(LV(r”r 2 ) 

类似地，有 

I lw( r V r 2) = 1 (l + 1) 方 V ( n ， r 2) 

因此， z ? 和乓的本征值都是劢 2 ， 或者说两个粒子的轨道角动量量子数都等于 1. 

(2) ><▽!). (6 xV 2 )/( 〜 ( r 2 2 ) 

.*r 2 ) + >3(i-rjXa .r 2 ) + -b)(r x *r 2 )] 

= x x V 2 ) 

. [a(a>r x )(b *r 2 ) + /?(^^)(a.r 2 ) +.*)(6 • r 2 )] 

= -^fW)g(ri)(r l xV l ) 

. [«(a*rj)(r 2 xb) + fi(b*i\)(r 2 xa) + y(a-b)(r 2 x^)] 

=- 沪 /Oi 2 ) 容 (r 2 2 ) 

■[«(n x «)(^2 + Xb){r 2 xa) + /(a - *)(2^ *r 2 )] 

= 一方 2 /(/i 2 )g(€) 

* [- 夕 0 ■ r!) ( 办 •r 2 )-a(6.r 1 )(a-r 2 ) + (a + ^ + 2/)(a .^)(r r r 2 )] 
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因此， y(/j，r 2 ) 是勾， A 的本征函数 CR 而是 / 2 = A 2 + 4 + 2Ir4 的本征函数)， 
要条件为-々= Aa,-a = ；l々，(a +々+ 2/) =杪 • 上述条件允许有三组解 

4 

X = -\ t a = ^ = ~y\ 

义 =+1 ， 《 =— 夕，厂 = 0; 

Z = 2, a = p = 0. 

于是，总角动量平方的可能值及其相应的参数值为 


其充分必 


2(2+ 1) 方 2 , 

J 2 ^2h 2 -h2h 2 - 2h 2 A = 1) 方 2 ， 


oc — —0 y y — 0 
a = J3 = 0 


4.62 在给定的空间态中， L 2 ， L Z 的值 

题 4.62 —粒子的某一量子力学态，在直角坐标 jc,：y，z 中由归化波函数 

a 5/2 

y/{x y ^z) = ^=r-Zexp -a(x 2 + y 2 ^ z 2 ) V2 

L - 

描述.证明系统处在一个具有确定角动量的态上.并给出该态相应的1?和4的值 
解 转换到球坐标中 

x= rsinffcosip, y = rsin0sin^ 9 z = rcos& 


5/2 


y /{ y , 0 ,< p )^ -=-r cos^e 

yjn 


f ( r ) Y l0 


由此可见该粒子处在一具有确定角动量的态上，该态 L 2 ==/(/ + 1於 2 ， L =0. 


4.63 自由碳原子的电子组态 

题 4 . 63 —个自由碳原子有 4 个成对 s 态电子， 2 个 p 态电子 •（1) 考虑到 Pauli 不相 

容原理，这个组态共有多少种状态？ （2) 在以耦合情形， 哪些量子数为好量子数? 对两个 

P 波电子组态给出它们的值.⑶对 (2) 中的态的简并度求和，证明结果与⑴中得到的相同. 
解⑴每个电子可以占据⑶ + I )(2^1) = 3 x 2 = 6 个状态之一，但不能有两个电子处 

于同一状态，故共有 C 6 2 = 15种状态. 

⑵ 好量子数为 L 2 ， S 2 ， J 2 ， J Z . 由于是 IS 耦合，总自旋量子数可取 h ( U ; 总轨道量 
子数可取 L = 0， l ，2. 考虑到交换对称性，单态 S = 0, L 应为偶数，所以 L = 0,2 分别对应于 

三重态5 = 1， L 应为奇数，所以1 = 1， W 3 /> 0(U . 

⑶简并度= 27+1，中 J =0,2,0， l ，2, 所以简并度总和=1+5+1+3+5= 15. 
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4.64 从带负电的全同的 1 的两粒子代替氯原子中电子求其基态筒并 

题 4.64 实际氦原子的基态当然是非简并的.但是，考虑一假想的氦原子，其中两个 
带负电.全同的、自旋为1的两粒子代替了原来的两个电子.对这种假想的氦原子，问其基 
态的简并度是多少？给出你的理由(忽略与自旋有关的作用). 

解这两个新的粒子为玻色子，因而波函数应该是对称的. 

基态时显然两个粒子应占有 Is 轨道，因而空间波函数是对称的.这样就要求自旋波函 
数也是对称的 .因乂 = U 2 = 1， 故合成的 S 有三种 可能： 

5 = 2,自旋波函数对称，5重 简并； 

5 = 1，自旋波函数反对称，3重 简并； 

^=0,自旋波函数对称，1重简并. 

因略去与自旋有关的作用，故基态6重简并. 


4.65 电子自旋态的测量 

理 4.65 测量一个电子(处于自由空间)自旋的 z 分量，发现是|_(1)接着测量自旋的 

x 分量，可能得到什么结果？ （2) 得到这些结果的概率是多少？ （3) 如果测量自旋方向的轴 
与 z 轴成0角，各种可能值的概率多少？⑷在 (3) 中自旋测量期待值是多少？ 

解 （1) 在％表象中，自旋波函数为 
应本征值为+1， -1. 将对此两态展开即知测量&可能得到±|.测得的平均值 

M)《]=o 

⑵测得的概率分别为 n，p 

1 ⑴ 2 1 1 fi\ 2 1 

V 2 {0j 2 ypi [0J 2 

⑶设自旋轴为 《 = » (沒，炉 ) = ( sin 沒 cos 炉， sin 沒 sinp ， cos 沒），则&沿》 投影* 的本征 

态为 


，._征波函_却)，士 [. 


•相 



分别相应于本征值 A /2，- A /2 • 测得 ± A /2 本征值的概率分别为 
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( %\ ( % 
(4) 期待值=忍 +7 

L J V Z 




4.66 算符4心+ 5心的本征值、本征态 


$« 

题 4.66 ( 1 ) 考虑自旋为去的系统.求出算符心的本征值及归一化的本征函 
数.其中是角动量算符，且 A 、 S 是实常数 .（2) 假定此系统正在以上算符的一个本 


征态中.求测 量心得 结果音的概率 .Pauli 矩阵为 

(0 0 fO -i 

°* x= 1 or 〜 = i o 


0 0 


解 a) ^T = AS y + BS X = A\ha y + B~ha z , W T 2 =-h 2 {A 2 + B 1 ^ AB\ aa z 1) 


h 2 ( A 2 + B 2 ), 其中已用到 [0^巧]= 24, 因而 r 的两个本征值为 


Tl =h^7¥, t 2 =^h^¥ 


在 s 2 ， &表象中有 


n(B 

2 L 4 


因而本征方程为 


nfB -iAVa^fa 
2[iA -B \b) (b 


从而有 


5 + VA 2 + jg 2 , 

lA 



A 2 ^ B 2 


所以归一化后本征态为 


il/2 


A 2 +( BTx / a 2 tB 2 


+i4 

bt 4 a 2 + b 2 


( 2 ) 在 S 2 , 足表象中， 心的本 征态为 


y 


1 r-i 

= 7 ?U 


所以，发现 S v =ft/2 的概率为 
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匕是当系统处在 r = 上忍 2 时的概率.户+是处在 r =- 丄时的概率 

2 2 

4.67 三个自旋非全同)粒子系 Hamilton 量的求解 

£a§ 


题 4.67 一 个由三个自旋 y 粒子(非全同的)组成的系统的 Hamilton 量为 


H 


_ Sl .5 2+ ^.(5 1+ 5 2 )*5 3 


S { , S 2 j S 3 分别为三个粒子的自旋算符.求系统的能级及能级简并度. 
解选取系统的力学量完全集为(丑，4，^ 2 ，\)，其中 

$12 = *^1 + 沒2, S S '2 Sj = S2 + S 
则本征函数取为卜㈣，〉，而定态方程为 

外 121 y 3 ，〉= £：| s 】 2 5 3 ，〉 

H =~ S r S 2 ^^( S { ^ S 2 )- S , 

_/4「1 2 3 3] 5「1 2 1 c2 3] 

-2¥ Sn ~ T 4 + 2 ¥ S ~¥ Sn "4 


3 


■ ■ 1， MB ■ . 

4 4 2 h 2 


H \ s nh sm \) = \^ (^2 + 1)^12 ~^ + y 办十 1 )- +1 )||%^3^} 


如⑷ + 1 卜. 


B 

+ — 
2 


1 

5(5 + 1) - 5 12 (^12 +1) —— 


% 

^12 二0， 3 

£ = 次此能级简并度为 2 

5 = 1/2, 4 


• s 12 = 1， 
5=1/2, 

5 12 = 1， 

s = 3/2. 


五丁万，雌级简瓶为 2 


五 + f ， 雌级简瓶为 4 


4.68 


个自旋为1的粒子// =凡5 7 +5心 2 的能级 


题 4.68 一个自旋为1的粒子的 Hamilton 量为孖=彳5 2 +奶^，其中乂和5是常数， 
求系统的能级_如果 f = OBt 粒子处在自旋& = 4的本征态，求时间？时粒子自旋的期望值, 


解先求系统定态能级.定态 SchrMnger 方程为 


Ey/ = Hy/ = (AS + BSl)\ff 
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Mi 

式中， fh 为自旋空间的矢量，而 


M 3 


0 0 (T 

0 0 -i 方， 




0 0 0 " 

0 1 0 h 2 


oo 


0 -i 0 
i 0 0 
0 0 0 


H = AS.^BS} 


0 -L4 f 0 
\ A f B ， 0 


这里， = 崩， B 、 Bh 2 . 这时，求定态能级就转化为求矩阵的本征值 


f -E AA ! 
det iA f B f -E 


B ， 一 £ 


能级为 


E 0 = B ，， E ± 


B f ±dB a + 4A l 


相应的本征解为 


五 0 =丑，， 


^PsO 


2 2 


9 S 


(O — （ • lo)+ B 


2 o > 


o >- B n 


B f ylB f2 ^4A fl 


9s- 


co+B 

2(0 


0- B n 

co ^ B n 


式中，似 = 4 s a ^ 4 A ,2 IKB n = B f /h = Bh ， 


系统的一般波函数为 




^(0 = Cj^ 0 exp - i—t + C 2 ^> s+ exp 


.E_ 


C 3 g > s ^ exp 


• B 一 

i — 

h 


根据初始条件 ％(0) 


ll 


i ，得 


c ,= o , c 2 




2 a > 


vi 




C 3 


1/2 


2(0 


1/2 


求系统自旋期望值 
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( S x ) = < pl ( t ) S x g > s ( t ) = Q 


其中用了％0，％+，的正交性. 


同理 


⑹=0， 〈 SX ⑴⑽) 


2 B 2 n 4 . 


2 


2 


CO 

1 


t 


n 


4.69 两个自旋 I 粒子系 Hamilton 量的求解 



题 4.69 两个自旋 | 的粒子组成的系统由等效 Hamilton 

H = A { S lz ^ S 2z ) + BS r S 2 

描述，其中 S] 、 &是两个自旋&、&是它们的 z 分董，4和 B 为常数•求该 Hamilton 
量的所有能级. 

解选 S 2 =(尽+ S 2 ) 2 与乂 = \ \的共同本征态 . 

当 S = M x = 0 , ±1,是三重态，对电子交换对称. 5 = 0,岣=0是单态，对电子交换 

反对称.首先有 


定态方程为 


因为 


所以 


又 


对三重态能级为 


分为三条 


S 2 =(S l +S 2 ) 2 ^S^+S^2S r S 2 




2 


+ 2 S , -5 2 


HXsal = EXsm 


sl Xw f =^ 2 %m ， S 2 Xoo=0 


/ 






h 2 ~ l h2 


J 


h 2 

X \ M S = —^lAf 


- 5 2 Joo =--^ 2 Zoo 


= (^u + ^2s)^ s = M S ^X\M 


^Z^OO ~ ® 


h 2 


E - M s hA +— B , M s = 0,±l 


E ' =M + ^-S, A=T B ， E 3 =-M + — B . 

4 4 J 4 


对单态能级仅一条 
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4.70 激发态原子二次发射的光子之间的关系 

题 4.70 假定开始时原子 处于％ 激发态(题图 4.70(a ))， 通过发射一个光子 n ( 题图 
《 70(b)) 衰变到较低的^态.^态寿命较短，很快发射第二个光子 r 2 ( 题图 4.70 ⑹)而进入 
基态 1 s Q . 用0表示所发射的两个光子间夹角 .（1) 对于此过程，不同0的相对概率为何？ 
(2) 求两个光子圆偏振方向相同与相反的概率比. 



(a) 


(b) 

题图 4.70 


(c) 


矩阵，即联系转动前后两个坐标系中的两角动量表象之间的转动矩阵，如下所示 
(知道它也许有所帮助） 


{dl m ) 


1 


❹ 是转动前 z 轴与转动后/轴间夹角. 


解初始时刻原子处于 激发 1 S G 态，故原子角动量在任意 Z 方向投影 4=0 .发射一个 

光子后，若取发射方向为 z 方向，对光子有4=土1相应地处于 1 P ! 态的原子功，即 
m z = 功. 若取第二个光子发射方向为/方向， z 方向的角动量分量本征态投影到/方向相 


当于将原态乘上一 个 〆 1 >矩阵.而只有 
子进人\态( m’ z =0). 

令 


±1才可能在 /方 向发射& = 的光子并使原 


C x ={m[ =-l|^ (I) |w. =+1 〉 
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= (0,0,1) 


1 + cos 沒 

2 

--“sin 沒 

4i 

1-cos 沒 

2 

-^sin 汐 

COS 沒 

— prsin 0 

4i 

1 一 COS 夕 

4= sin 汐 

i + COS 汐 


C 2 ={m ； ^+l|^| 


1 + COS 沒 
~2~ 


72 


sin 沒 


1 -cos 沒 


( 1 , 0 , 0 ) 




sin 汐 cos 9 


1- COS 0 
~2~ 


*4= sin 汐 

VI 


—— 产 sin 汐 

4 i 

1十 COS 沒 
~ 2 ~ 


C 3 ={m^=+l|^ (1) |m ? = - 1〉= 
C 4 - { m [ =-1|々)卜 ; =+ l ) = 


1 -COS 汐 

~2 
1 + COS 沒 

~ 2 ~ 


不同0的相对概率 


1- COS 0 
~2~ 


1 + COS 沒 
~2~ 




归一化得 


pm 




摄 


(1 + cos 2 0) 


4.71 磁场中电子的自旋态 

题 4.71 设有处于沿 z 轴正方向均匀磁场中的一个电子，测量表明，在/ = 0时电子自 


旋沿 I 轴正向.用 Ehrenfest 定理计算 f >0 时电子处于⑴ S x =^ ；(2)义= -去； ⑶心 


2, 


(4) 5, 


=— 


⑶心=5;⑹ s ： 


的概率. 


解在经典图像中，自旋绕磁场方向运动 . Ehrenfest 定理是说 


p n 

式中，似=一，推导可如下进行 

me 


♦〉 


6 t 




H = g. 士 B.S=is z B 

2 mc me 


所以 



誓 = 卜卽 , u] = £ 




式中， U 为 a ：y 方向的单位矢量. 

这个方程满足初始条件时〈〜〉=0， { s x )=^ ,〈\〉=0的解为〈&〉=0 

dm 

(5^) = —cos^y/ 1 , ^5^^ = —sine)/. 

2 2 

设时刻/时电子 处于心 的概率为/>，处于心的概率则为 i - p ， 故有 

1 1 、 1 
—p —— (1- p) = —coscot 
2 2 2 


/7 = C0S 


l(Ot 


2 , 


1 ~ /? = sin 


2 cot 


采取同样的办法，求得处于〜=臺，-去，心=去，-去的概率分别为 

2 ( o>t x n\ . 2 ( o)t 71^\ 1 1 

cos — + —， sin — + — ，一，一 

{2 4J V 2 4 ； 2 2 

4.72 磁场中自旋 | 粒子的自旋态 


题 4.72 —具有磁矩自旋^粒子放于沿: t 轴方向的一常磁场中. 在？ = 0时，发现粒子 

具有义求在以后任意时刻发现具有士丄粒子的 概率. 

Z 2 

解系统的 HamiUon 量(自旋部分)为 

H = - jJqS^B = ~^ a x B 

取〜 表象，自旋波函数所满足的 Schr5dinger 方程为 

^dfaA 1 JO IYaI 

访了 +-/4 B =0 

dt \a 2 J 2 1^1 oJ( 02 


或 








因此 


d \ 2 

dt 2 




2 


气 2 =0 


得 




2 h 
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初始 条件：叫 (0) = 1， 七 (0) = 0,从而 


因此 


解得 


所以 


\ 的本征态 


da { 

dt 


( 0 ) = 0 , 




10 


B { =\ 9 ^. + B 2 = 0 

似 (A -爲 ）=0， 0 )(^- 8 2 )- 0 ) 


^ = 2 


—2, 月广一 2 


OjW^I ( CO % cot 
a 2 ( t )) l / sino )/ 




^2 i 


\ =- y 的本征态 


心 ㈠ 〉 


ll 


-1 


于是测得 s y =+4 的概率 


户 (+) 


y 


w \ m }\ 


2 



[COS 6)t I i 

l ，- i ) = —(1 + sin loot ) 

Usin 如 j 2 


的概率 


P (-) = )(5^ ㈠ 卜) 〉| 2 = +(1 - sin 2 a > i ) 

Li 


4.73 «中自〜粒子的完 


dS 


题 4.73 在外磁场中一个自旋 ^ ■带电的粒子的 Hamilton 量为 H 

计算算符$.设》=办， &( f ) 的矩阵形式是 什么？ 

解在 Heisenberg 表象中 


8 t e_ 
2 me 


SB 
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因此 


若及=办 ， 贝« 


得 


式中，似 


eB 

2mc 




[5,5*5] 


ge 


dt 2 mc 


SxB 




S z (t) = Cj cos(ga}t) + c 2 sinigan) 


由初始条件得 


S z (0) = c v S[(0) - c 2 gO) = ⑼ 


因此 


S z (t) = S z (0)cos 


geB 

2mc 


^(0) sin | 

2mc 


4.74 H = —/ 


) + « 


的解 


题 4.74 两个电子被紧紧地束缚在某种固体的不同的邻近位置上.这样，它们就是可 
分辨的且可用它们各自的 Pauli 自旋矩阵 cr ( l ) Wcr (2) 描述.它们的 Hamilton 算符形式为 

心 - J 「«> + «_ 

黾 _ 

其中•/是一常数 .（1) 这系统有多少个能级？能量是多少？各能级的简并度是多少？ （2) 现 
在 z 方向上加上一个磁场.求出新的能级、画出作为迳函数的能级图. 

解（1)孖=-/[«« 

. 一 -,|> 0> + <r (2) ) 2 — a ⑴ 2 — <r (2)2 (of) + O 2 - a ; 1 ) 2 - of > 2 _ 

- 2 2 

_ T ( a 0) +« r C 2) ) 2 -3-3 ( ctJ + ct , 2 ) 2 -!-!" 

|_ 2 2 

r 「(a ⑴ +cr ( K + 4 2 )) 2 1 

^ __ / _ _ __ 4 Z 


系统总自旋 s = S(D + S ⑺=聲 (饮⑴ +#)) ，5, = S 2 (I) + 5/ 2) +0 ， S 2 , &与 H 相 

2 2 

互对易.由角动量耦合理论可知共可出现以下情况 ( s 2 的本征值为 s ( s + m 2 ). 
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其中第二、四行情况与两电子不可区分情况有区别.所以 
因此这系统有三个能级.每个能级的能量分别为2人0，-27,各能级的简并度都是 2. 


⑵此时 

式中 


H--J <r^ 1) cr^ 2) + —蚪 B 

■ ■ 


M = ~S 
me 


B^Bz 


v 为电子电荷 


所以 


H =-J [« + « ] + ~^S z B z =-2J [小 + 1} -' 2 - 1 _ 


此时与//仍可对易.新的能 级为： Z /， 


eB 


eB 


me 


方， -2 J •作为尽函数的能级图如题图 4.74 所示 



题图 4. 74 


4/75自由碳原子存在精细结构耦合时，各可能态的 S ， L ， J 值及重数 

题4,75 —自由碳原子有 4 个成对 s 电子，2个 ？ 电子.假定存在 W 精细结构耦合， 
就是说 L 2 , 々和 J 2 是好量子数 .（1) 列表示各可能态的 S 1 J 值，指出相应的重数 .(2) 哪 

一 个态具有最低能量？给出理由. 

解⑴碳原子有两个 Is 电子，两个 2 s 电子，分别形成闭 壳层. 于是原子态由两个 2 p 
电子组合决定_因为是 i -* S 親合， l x =1, / 2 -1 ,可得 

^~\h + , 2 | = 0，1,2 

巧 =& = 1 / 2 ， S =|^ + 5 2 ( = 0,1 

考虑到 Pauli 不相容原理及总波函数反对称要求，可得表4丄 
(2) 根据 Himd 规则， 3 户 0 态能量最低. 
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4.76 ? T + d 4 n + n ， 中子对的轨道和总角动量 


题 4.76 —个 f 介子(赝标粒子：自旋为零，奇宇称)最初被束缚在気核周围，并处在最 
低的库仑能态上.它被気核(一质子及一中子处于 3 '态中)俘获，并使氘核转变成为一对中子 

tT + d n + n 

% 0) 中子对轨道角动量是多少？ （2) 中子对的总自旋角动量是 

\] 多少？ （3) 发现两个中子的自旋均与氘核的自旋相反的概率是多 

少？⑷如果氘核的自旋在最初全部指向/?方向，发现自旋反向的 

中子的发射概率(单位立体角)的角分布是多少(题图 4.76)? 

! 你将发现前几个球谐函数是有用的(没有归一化） 

Foo=l s F I£I =Tsin0e^ 

题 Y l0 =co$0 t Y 2±l =i：sin 20t ±i0 

图解 （1)，（2) 反应前后宇称守恒，有 

p(7i')p(d)(-l)^ = p(n)p(n)(-l)^ 

1^4分别是『以及 n + n 的轨道角动量.但反应前是在库仑势的最低能态中， 1 ^ 0 , 
且已知： / KtT ) = -1, p ( d ) = l .有 

(一1户=~1， L ； = 2 m +1, m = 0， l ，2，”. 

反应前后角动量守恒.反应前•/=1，所以反应后有 

L^S = J 

n 与 n 的全同性要求总波函数反对称，现在空间波函数反对称，所以自旋函数必须对称， 

即$ = 1，所以 L = 2, l ，0. 但 L = 2 m + 1， 所以 L = 1 ，S = 1. 

总轨道角动量为总自旋角动量为 

(3) 设反应前気核子方向 / z =访，若中子对全部反向& =-技，那么 L 2 =2 A ， 这是不 
可能的，因为 L = 所以概率为 0. 

⑷ 初始态为 |人人〉 =|1，1丨，将其变到非耦合表象 

1 = 1 ， S = l ， \L 9 L zy S,S z ) 

从而有 
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|1，1，1，0〉= 1(沒，列1，0卜飞||^1110.叫1，0〉 

此态中1=0,显然有一个中 子的义 = W 2, 所以发现的概率为 


^>= IA sin ^ = A 

d/2 2Sk I6n 


—sin 2 0 


4.77 fT 4 A + KT 中的角动量问题 


题 4.77 一个仏超子 f 自旋|，质量 167.2 MeV / c 2 , 内禀宇称为可通过弱作用衰 

( 1 \ 

变为一个 A 超子自旋 j ， 质量 m 6 Mev / c 2 , 内禀宇称为+和一个 k _ 介子(自旋0,质量 

494 Mev / c 2 , 内禀宇称为 -) 即 tr — A + K _. ⑴当 IT 角动量 z 分董具有最大可能值时，即 
初态 卜 ％ f 〉，求介子关于^_自旋方向角分布的最一般形式(设静止 ).(2) 如果 

衰变过程宇称守恒，可能在角分布形式上加上什么约束？ 

解⑴初态为鲁，|〉，末态自旋部分为 ^ s \ 9 轨道部分为 WH /，— ，于是末 


态波函数为 


r 


由角动量守恒可得 


/ = 1,2, 


3 

m = —— s 
2 4 


P 波： / = 1,末态为 | l ， l 〉 y，i 


d 波 ：1 = 2 9 末态为 |2,2〉| y ~ y ，|2, l ) 

¥ P = yn {0,< p ){ l \ 


¥ d 


存 2 , 2 〉 


r'lrrs^ri 



Y 2 l {9,< p ) 



Y 22 ( e .< p ) 




a p r n (^)- aJjY 2l (^) 


l - a d Y 22 (0，9) 


所以 
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^ sin 2 叫 | 2 + 1 〜| 2 — 2 R e a p \cosO 


2 


I oc sin 0(1 + a cos d ) 


式中 


-2 Rea ； a d 

2 2 
a p + a d 


这就是角分布的最一般形式. 

(2) 如果衰变过程中宇称守恒，则末态宇称为正，即 

(- l ) l P K P A =^ l , P K P A = 


于是 


1 = 1 


y/ f ^Y n {9,(p) 


y/Wf = — sin 2 9 - — (1 - cos 2 0) 

8兀 8冗 


所以 


I oc ( l - COS 2 沒) 


4.78 两角动量乂 =1， A = +的 C - G 系数 


题 4.78 给定两个角动量乂和 j 2 (如 L 和 S 及其相应的波函数)，其中 j { = lRj 2 = l /2 
对于总角动量 J = J \ + j 2 , m = ， 当(1) ; - = 3/2， m = 3/2； (2) j = 3/2 t m = l /2 时， 

分别计算 C - G 系数.考虑下列反应 ^ 

K~p~^Yj~ %+ 


-> 


4 


2>( 


K - n -^ Yj ~ n ° 






假设这些过程是共振的，所以为纯同位素态.在同位旋守恒基础上求出相对比率 
/=1 共 振态； ⑷对/=0共振态欠， n ， 的同位旋各为1/2，1/2, 1和 1. 


⑶对 


解 （1) 容易得出 


!f) =|ii) H 


(2) 定义算符人：/卜+心，则有. 
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人备备〉也" 2 -)1咱 


即 




11 


-1 


所以 


21 

22 




下面计算反应截面的相对比值.为此将初、末态的同位旋态用耦合表象表示 


K'p 


2 ’ 2 / 2’2 


.4ii，。〉- 及 |。，。> 


2>+〉= |1’-1〉|1’1〉=^|2，。〉-逼|1’。〉 + 及|。’。〉 

Z ^1 Hu )| i ,- i )=^[2, o )-^| i , o ) + ^|| o , o ) 

2> 0 〉= M | i ， o 〉= 秦0〉一及 _ 


K~n) 


2 2/2 2 


|1-1) 


|^V) = |1 = I)|J, 0 ) = ^| 2 - 1 )-^| 1 - 1 ) 

|2»|1 0)|1-1) = ^|2-1) + ^1|1-1) 

⑶对于 / = 1 共振态，我们得到反应的截面相对比率为 

a(^~n + ): cr(2] + 7c~): cr(Z 。兀 °) = 1:1:0 

< t ( Z " k °) ：< t ( Z 07c ~) =1:1 

(4) 对于/=0共振态(只有前一组反应有这个同位旋 态)， 反应截面的相对比率为 

a (S _71 +): a ( Z : a ( Z 0 n o ) 


4.79 电子在外磁场中运动时的自旋态及平均极化率 

题 4.79 考虑一个电子在均匀沿 z 方向磁场中运动.在？ = 0时刻测量到电子自旋沿 
正 J 方向.求在？>0时的自旋态及沿; c 方向的平均极化率(正比于的期望值)， 

解由于只关心自旋态，且磁场空间均勻，故应当也可能分离掉空间部分 ， Hamilton 
量可取为 

H = ju c <tB = %(oa x 

式中 ， ® = = 初始条件为吨 = 0) = i 由 Schr6dinger 方程 
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解得 




H 0 


Ti 


ie l 


于是 




-sinlmt 

2 


4.80 电子处于外磁场中时沿 jc 和 Z 方向的极化 

题 4.80 考虑一沿 z 方向为均匀的磁场中的一个电子.该电子自旋被测量到是沿正 y 
轴（在&时刻).在时，沿 x 和 z 方向的极化是多少(即2 乂和％ 的期望值)？ 

解自旋态矢的 Schrodinger 方程为 

d ( fa(0 、 

ih 一 --fj.jj-B 

dt { m ) _ 

式中，凡=：!^是电子的磁矩数值 

2mc 


a(t) 

bit) 


S 沿 z 方向，故上式化为 


得方程组 


访 id # of ⑴ 


ih—a(t) = -fi e Ba{t) 
at 


其解为 


^b(t) = -M e Bb{t) 

Qt 


6 时刻电子自旋沿正: y 方向，因此 


a(O = a(r o )e^ _，0) 

吣 ) ， )e> ㈣ 


fi ( a i ^ o ) 


Kt 0 ) 


b(t 0 ) 


得 


- iiK ， 0 ) = a ( f 0 ) 
ia(t Q ) = b(t Q ) 
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由归一化知 


吩。)| 2 +|冲。)| 


得 


的 0) 


忑’ 






时刻沿 x 方向极化为 


㈣ 


h(a 


0 \b 


h(a^b^b*a) = hsi 






OYa 


[2 S x ) = fi(a , b *) ^ I = h(aa - b * b ) = 0 


4.81 两个自旋 i 粒子系在给定态下，总自旋5=0的概率 

题 4.81 两个自旋为1/2的粒子组成一复合系统. 自旋4在&=+1/2的本征态，自旋 
B 在 S >+ l /2 的本征态.求发现系统总自旋为零的概率. 

解在非耦合的表象中，总自旋为零的态可以表示如下 


| 0 )= 


72 








式中，|0〉是总自旋为零 的态； \分别代表 A 、 5的自旋的 Z 轴分量，现在这两个1/2 


粒子处在这样的态中 


\ Q }= s ^-) s B] 


^ in 2 


那么发现总自旋为0的概率为 


H_〉l 


2 


在的表象中，&可以写成 


^ = 1 0 


求乂的本征方程，得其本征函数 | 心=+1/2〉在夕、 &中的 表示为 


这样有 


\=+1/2卜去卜=1/2〉 


Z 


12 


所以 
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〈勢 *( 




P = |^|0)| 2 =i = 25% 


4.82 与电子自旋有关的测量问题 


题 4.82 (1) 一个电子的自旋观测到沿 z 轴方向，问第二次测量到电子在 jcz 平面内沿 

与 z 轴成0角的方向的概率为多大？ （2) 氘核内中子和质子的总自旋为三重态.已观测到 
总角动量平行于 z 轴方向，求第二次测量到质子自旋平行于 z 轴方向的概率. 

解 （1) 电子自旋初态为 

ko〉=〔 0 > 

自旋方向在《平面内与 z 成角方向的态为 




’cos 沒 / 2 、 

、sin 沒 /2 乂 


于是第二次观测到电子自旋在 jcz 平面沿与 z 轴成沒角方向的概率为 


p{9) ^\{y/\y/ 0 )\ 2 


= (cos^/2,sin(9/2) 


，1〕 2 

oj 


= cos 2 汐 /2 


(2) 中子-质子系统(氘核)的自旋初态为 

ko)=l 11 )= 


2 y 2 


n 



要使质子在第二次观测时自旋仍平行于 z 轴方向，考虑到氘核内中子自旋和质子自旋平行， 
末态仍为 



这就是说第二次测量得质子自旋在 z 轴的概率为 1. 


4.83 为什么氘核不存在 P 态和 G 态 

题4_83氘是质子与中子的束缚态，其总角动量7=1,现已知道它主要是由叩 =0) 
态组成并且有很少的 D(/ = 2) 态参与进来 .（1) 解释为什么 P 态不能 参与; (2) 解释为什么 G 

态不能 参与； （3) 计算 n-p 系统(总角动量/ = 1)处在纯 D 态时的磁矩；假设 n 和 p 自旋耦 

合形成总自旋 S， 然后总自旋再与轨道角动量 Z 耦合形成总角动量 J_ 用核磁子表示结果. 
质子及中子磁矩分别为 2.79 和 -1.91 核磁子. 

解 （1)S、D 态的宇称为正，而 P 态的宇称为负，由于宇称守恒，开始时为 S 态的量 
子态在任何时刻都不可能有 P 态混入. 

(2) 质子与中子组成的系统的自旋可能值为1或0，因为 /=L+S . 所以在5=0时有 
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为 P 态，由 (1) 知不可能存在，在5 = 1时1 = 2，1,0,所以宇称准许的只有 S 或 D 态， 
不能有 G(/ = 4) 混人 

(3) 对于纯 D 态，总自旋5 = 1，轨道角动量(对 n,p 质心) L = 2. 

总的磁矩应该等于总自旋的磁矩凡与轨道角动量的磁矩从的耦合. 

总自旋5 = \ + \，//,=/^+凡（^，从分别为巧 11 的自旋磁矩)，把总凡沿总 S 方向投 
影取平均，有 


Ms 


，祕 N S J. S 


5(5 + 1) 


5 = + 


式中 


Mn 


eh 

2 m p c 


8 p =5.58， g N 


3.82 


质子运动对质心产生 磁矩； 但是中子并不对质心产生磁矩，这样有 

eft T r 

Ml=~ - L^=m n ^ 

2 m p c F H 

是 P 对质心的角动量，因为 L p + 4=L ， 且可以认为4=4,有(质心在连线 
中点)，这样就有凡 


耦合之后的总磁矩 


Mr 


MnL] + —J J 

7 ( 7 + 1 ) 


因/ =L+S •有 


2 


_ 

^ *3+—(g p +^ N )/iyv(-l) Jf 2 


1.5 ——(g p + g N ) —fi N J =Q 3 \fi N J 


取 / 方向的投影并使人为最大值/ = 1，从而有 


fji — 0.3 \ 


4.84 Stem - Gerlach 装置中的电子 


题 4.84 预选建立一个 Stem-Gerlach 实验，使得一个电子的自旋 z 分量是4/2.在 
^ = 0时加人一个沿 x 方向的均匀磁场 S (用 cgs 单位)_ (1) 经过时间 r 后，测量自旋 z 分量 
的结果是什么？ （2) 如果不是测量自旋的 z 分量，而是; c 分量，则结果如何？ 


解法一 自旋波函数满足的方程为 

.^dfa 

ih — 

dt\b 


2 mc b I b 


式中， cy = eB /( 2 mc ) 



2 - 


童子力学 


初始条件 


得到 


所以 


任意（时刻波函数为 


(1) r = r 时 


id = cob 


ib^CDa 


a = Amb = - d) 2 a 


a = Ae m + Ce : ⑽， 


争 

b = -a = -( Ae l 


c 是待定常数 

: e- iatf ) 


40) = 0， b ( 0 ) = 1 

jA - i - C ^ O , 
\ C-A = i . 


a = — (e _ift,f — sin 餅 


b ~ — (e i£tfI + e 一财) =cos 你 


K 0 = 


i sin cot 


coscot 


j -i sin 6)7 j 「1 彳 (0 

y^{T)= = -i sin 0 )T + cos coT 

,co$<oT J loj 1 


所以，测董自旋 z 分量为正的概率为 sin 2 说，测量自旋 z 分量为负的概率为 cos 2 说 
(2) A 在 A 对角化表象中的本征函数为 


w (< y x = 1) 




， H a x = - i ) 




所以 


^( T )=r lsm0T )= +〆 • -Lp)+-if 0 

w cosa>T J v2 v2 0 v2 v2 t 


= 七 7 y(A = 1) + $e ic V ， 

因此测量自旋 x 分量为正、为负的概率相等，均为 


-1 
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IT = 7 T 


解法二 


可用本征态矢展开法. Hamilton 量为 

_ ^ eBfi 


H = - u‘B 


2 mc 


的本征态矢为 


所以 


( 1 ) 


T 时刻 


⑵ 


yfZ 1, -s/2 


• 于是 


沖 = 0) 


V 2 72 




_) 


k -uyr 


e i ⑽， 


eB 

2mc 


^(0 


i sin cot 


cos 你 


尸 = sin 2 coT , P zi = cos 2 oT 


i 2 


li 


-ra>t 


p ^ = 


4.85 处于基态的碱原子通过 Stem - Gerlach 装置 

题 4.85 处于基态的一个碱原子通过 Stem - Gerlach 装置，使得出射原子的自旋处于 
+ z 方向.然后原子在沿^方向的磁场中花费时间 r . 求出此时间的终点，原子可能通过自 
旋4方向的 Stem - Gerfach 选择器的概率，这个概率可以等于 i 吗？如果可以，如何达到？ 
解初始状态 

吨 =o)= 〔 o) 


Hamilton 量为 


H 


H 


e\%H 

2mc 


hoxr . 


e\H 

2mc 


运动方程为 


访中 W 0 


dt 


(¥2 

= ho >\ 


¥2 


¥ 2 




即 
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响=呼2 


{f/ x + =0 


所以 


^(0 = ae l€0t + bt Am 


V ⑺=一 & = - fl e ic>/ + 如 - ㈣ 
€0 


由初始条件 


%⑼=1 
=0 


得 


¥ 


^2 


2 


r e i(ot + e 七 1 


一 e ㈣ + e 


-id >； 


+ = 1 
a + = 0 

=.=i 

2 

/ coscot 
-i sin ⑽ 


n 


=cosot 


0 




-isin 如 


所以经过时间 r 后，通过孓 G 装置，自旋在 - z 方向的概率为 


( 0 , 1 ) 


r COS 6 )/ 、 


\ sm o)t 


sm z cor 


1-cos2o)t 

2 


显然概率可以为1，这时要求 


l-cos2eyr = 2, 艮 (Jcos2 必 r = -l 

r = s ^ =(2 ㈣ ■ 


2 <d 


H 


met 


所以选 r = (2 n + l )^ 时，就可让概率等于 1. 


e 


H 


4.86 自旋 i 粒子束相继通过两个 Stern - Gerlach 装置 



A 



B 


题图 4. 86 


题 4.86 一束自旋1/2 的粒子通过 
Stem - Gerlach 装置，按照粒子的量子数所,的 

不同，人射粒子束被分裂成两束.移去其中的 
—束，另一束再通过类似的装置，其磁场相 
对于第一个装置有倾斜角《 (题图 4.86) 离开 
第二个装置后，两束粒子相对数目是多少？ 
应用 Pauli 自旋公式推导结果. 

解 对于空间任意方向， 
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(sin 沒 cos 炉， sin 沒 sin 炉， cos 沒)•自旋算符 


S 一二 


cos0 sin 9t^ ] 


sin 汐 一 cos 汐 


设它的本征織^财征摊加 • 


::) •得… 有 


(“） :=|心叶=1 


最后求得本征态为 




cos(^/2) 
sin ( 沒 /2)e' 

-sin((9/2)e^ 

cos (沒 / 2) 


■ 于本题』倩况， 伊 = O，0 = a • 


若离开第一个 Stem-Gerlach 装置后留下的粒子是自旋向上，则 

t Z〉= c| 个 + 


(f#i|f z) 


， d = 〈丄 《 个 Z〉= —sin 


所以经过第二个 Stem-Gerlach 装置后出射的两束粒子数比为 

\cf cos 2 (a/2) n a 
\df" $in 2 (a/2) = 2 

若离幵第一个 Stem-Gerlach 装置后留下的粒子是自旋向下的， 

iz〉= c|f w) + 


则有 


〈个 w iz^-sinl^ , 


d = (^ln 4 Z〉= cos r 


所以粒子数比为 


sin 2 (a/2) 2 a 

— x - = tan 一 

cos (a/2) 2 


4.87 Stem-Gerlach 试验(银原子） 

题 4.87 银原子的磁矩基本上等于它的未配对价电子的磁矩，即 = 这时 
r = 是电予自旋.设一束银原子以速度 v 通过一个磁场梯度沿 z 方向的 Stem-Gerlach 

装置，下面只考虑 的束. 然后束流进人一个长为 L 的区域，在这个区域内有一常磁 

场 尽沿束 流方向 (; y 轴).然后进入另一个与前面的全同的 Stem - Geriach 装置(题图 4.87), 清 
楚地描述在束流冲出第二个 Stem - Geriach 装置的时候所看到的现象.用 V ， L ， 尽及问题中的 
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常数表示出射束流的强度.用量子力学的运动方程推导你的结果 



题图 4.87 

解在第二个 Stem-Gerlach 装置的出口处如进行摄影，则可看到两条黑线，分别是由 
=方/2和氕=4/2的银原子沉积而成. 

在 L 区间内，体系的状态用表示.当束流进人 L 时^0,只考虑 m ,= A/2 的原子， 


所以|? = 0〉= ■ 而体系的 Hamilton 量为 


B 


2 


则 


|r} = expUffi]ir==0) = exp[^a y Yj 


4座〜 in 
( 2 i ^ 






所以出口处 / + - I Q cos 


2 (rB Q t 


/_ = I 0 sin 


rB 0 t 


, 为进人 ^ 时的束流强度 


由于束流离开 L 区间时， 


UV f 所以强度比为 
^( rB ^ 


cot 


2V 


4.88 


存在自旋-自旋相互作用两个自旋 I 粒子系，在外磁场中情况讨论 


题 4.88 考虑由两个带等量异号电荷的自旋I/ 2 粒子耦合而成的系统.两粒子的自旋 
分别为 A 和自旋-自旋相互作用能为 AE， 系统放在均匀磁场好=拔中.自旋士互作用 
的 Hamilton 量为 

H = (AE/4)(a l .a 2 ) -(托 + 托) .丑 

其中凡=於是第纟个粒子的 磁矩. 当用算符 A =2$,■的 z 分量的本征态来表示时，系统的 
4个状态的自旋波函数为 

% = aj « 2 , y/ 2 = sp'a 2 七 ca'fi 2 ， = c^a 2 - sa } fi 2 , yr 4 = 爲爲 


式中 
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i < y z ) i cc i ^ a n 


=~A 


s 




1/2 


1/2 




c 


1 + 


Vi+ 文 2 


x = M 0 H(g 2 -g l )/AE 

(1) 求毎个波函数％相应的能量本征值.讨论极限情况//。丑/处》1和//。///“《1.(2)假 
设初态 (K0) 中粒子1沿 z 方向极化，而粒子2是非极化的，求粒子1的极化与时间的依赖 
关系 P u ( t ) = 〈沖 )| 〜 I沖)〉.⑶ 再讨论外 /Z/AE 《1 和外 ///A£ 》1两种极限情形 • 


解 （1) 利用 


又因 


得 


所以 


= Pi » 

a yi a i a yiPi =-!«/ 

W a i ， ^ zi Pi = -Pi 


H = (AE/4)(a l -<r 2 )-(^ + 托).好 
=(AE/4)(a lx a 2x a ly a 2y + a u a 2z g 2 a 2z ) 


H ^\ =( A £/4)(^ 2 -^ y ? 2 + a 1 a 2 )--/ % J 7( g 1 + g 2 ). a 1 a 2 
= (aE/ 4-^^ 82 jL^H\a x a 2 = 〔 A£/4 」 l: & ^h\/ x 

\ Z J \ 2 ) 


E l =AE/4--(g l +g 2 )^ 0 H 


AE 


H ^2= —[^(^ 2 +^ 2 - ^ a 2 )-b C(A «2 + 扃 《2 - ^)] 


+ ^( 幻 - 82 )^oH(s^a 2 ~ca x p 2 ) 

[(AE/4)(2c -s)-(AE/2)xs]^a 2 
+ [(AE/4)(2s-c) + (AE/2)xc]a ^ 2 

(AE/4)(2c/5-2^-l)^a 2 +(AE/4)(2 1 s/c + 2x-l) 


2 —如 — 

= 2 (>/l + 又 2 — x)^ 2 x = 2 s/c^ 2 x 


所以 



类似地 


(2) 粒子2未极化， 
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Hy/ 2 = (AE/4)(2Vl + 叉 2 - 1)^ 2 
£ 2 =(AE/4)(2>/l+?-l) 

E 3 = (-AE/4)(2^1 + ? + 1). 

E 4 =( A £/4) + i ^^/ f . 

处于混合态.在《 2 ，爲中展开，其态4可表示为 

#2 = aa 2 + b P % 


式中， \ a \ 2 =^ ^ . 所以初始时刻的总波函数 

y( 0 ) = a x ^ 2 = (aa 2 +& 爲） 


ay/ x ^bcy/ 2 一 bsy/ t 


式中 


c 2 + 5 2 


2 


1 十 


a ： 1 1 1 ^ ^ 、 

yjl ^x 2 J 2 、 Vl + jc 2 y 


因此 


-A 




Oay/fi 九 + bcy/ 2 t h - hsi// 5 t 


r 今 


利用 


a u % = a x a 2 


得到 


^u¥i = «u {s^h+ ca A ) = -^1^2 + ca A 

(^2 - sa 具 ) = -( cA « 2 + sccj ^、 

= H 2 + 1^) 2 + ca ^- c ^ sic ^ - ^>3 2 ) 

. e _,£； 1 ,/ A c (- + co ^ 2 ) + e 味"力咖爲％ 十叫爲)〉 

+ 4 (’ 一 c 2 ) 2 +4s 2 c 2 cos[(£ 2 - 五 3 )备 


2 2 [ ' 

1 1 r 2 

一 +- - x +COS 

2 2(1 +x 2 ) 


h 




⑶在极限情形则; C 》 i ， 所以 
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令 -也 音紅細 〜 ~( g ^ gl )^H 

£ 2 =— ( lyfUx 2 - iy ( AE /4) x 2 x = -(g 


( g 2-8 l )^0 H 


AE 

T 


E 3 = _ ^( 1 + 2 ^ + 文 2 卜 -^(^2 ~ 8 l ) Mo H 

E 4=^^ + ^° H 〜 I ( 幻 + & )Mo H 


Pu ( t ) 


当拘孖 / A £《 l ，则 A ：« l ， 有 


^ ~ AE / 4 


E 2 


AE 


— 1) 


AE /2 


五 3 〜 A £/2 

P lz ( t )-1- sin 2 ( AEt / lh ) 

4.89 处于$ /2 态氢原子在弱和强外磁场中的有效磁矩 


题 4.89 —氢原子处于％ /2 态，总角动量沿 z 轴，计算下列问题的结果： （1) 发现电 
子自旋向下的概率是多少？ （2) 求在球坐标下，单位立体角发现电子的概率 P ⑻炉 )( 与径向 

和自旋无关 ).（3) 沿正 z 方向有一弱磁场.在这磁场中，原子的有效磁矩是多少？ （4) 从初 
态开始，逐步加强磁场直到由磁场产生的能级移动远大于精细结构.终态轨道和自旋量子 
数是多少(假设 Hamilton 量关于磁场是线性的)？终态的有效磁矩是多少？ 

解⑴由题所给条件可知 


Z = 1 ， 


巧 


X 


从耦合表象变到非耦合表象 


糾44 


备 ’1 〉 


2~2 


苫 M 〉 


2'2 


因此 



2 


( 2 ) 


I 从〉 


風 




P{o^)dn^^iYX^Y {(i )dn 

尸(沒，多)=备2 x — sin 2 6 + — cos 2 9 

3 V 8 tc 4 tc 

⑶弱磁场中 i ,/ z 是好量子数，态不变，有效磁矩是 


4 % 
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eh 

4 mc 


1 ( J(J _2 

+ 27(7 + 1 ) ~3 


eh 


(4) 加强磁场时，磁矩与磁场的相互作用远大于自旋轨道耦合作用.因此可忽略后者. 
这时是好量子数.与磁场有关的 Hamilton 量为 

eB ^ eB . 


W =~Mi 


2 mc 


me 


磁场从 0 逐步加强时，态一直保持在能量最低.从灰的表达式可知，磁场变为强场后，只 
有/ 2 =-1，& =-1/2 时，能量才能保持最低，因此终态量子数是 



一1， 



而有效磁矩是 


M = M k ^Psz 


eh eh eh 

— ^― 一 =— 

2 mc 2 mc me 


4.90 磁矩为 U = 1/2) 在外磁场中的 〈 s 〉 


题 4.90 讨论一个中性粒子，它的内禀角动量为 々 Q + 1) ，其中 j = ft /2. 即它是一个 
1/2自旋的粒子.假设这粒子有一磁矩 M = ,其中 r 是—常数.这一粒子的量子力学态 
可以用自旋空间来描述，它的基矢是&的两个本征态|+〉及|-〉分别代表其自旋方向平行与 

反平行于 z 轴 ( SP ^|+} = ||+),^|-) = -^|-) •在 f = 0 时，系统状态为卜〉0 = 0) = |+〉.这 

V 2 上） 

—粒子沿: y 轴运动，通过一沿 y 轴方向的均勻磁场11 =馬 j ). (1)1 冲)〉用 I ■^及 |-〉表示的表 
达式是什么？ （2) (^), { s y ) ,⑷作为时间函数的表达式. 


解 （1) 粒子的 Hamilton 算符为 

H = ~M 'B = — ys y B 


在表象中， 



容易求出\的两个本征态 
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4.91 磁共振问题 (1) 


题 4.91 一个自旋为1/2,磁矩为//的粒子处于磁场 B 中 

A A A 

B = B 0 z + cos o)tx - B x sin a>ty 
这常在磁共振实验中采用.假设？ = 0时粒子自旋沿付轴向上 


粒子自旋向下 


V 


2 


的概率 


解体系的 Hamilton 量为 




B 


令 


供) 


h 




H = -ha> 0 a z -h(o x 


- M 

n 

0 e iffl 

: 初 o 


/ 


而体系的波函数为 


k ) 


«(0 

,m) 


Schrodinger 方程 i 3 jr ) = 7/| r ), 可导出 a ， 办的方程 

d-^\(0^a + io)fi Vmt b 


b = -ia) 0 b^ia) l e A 


-\0>t 


令 


a = ae 4 切 


b = fior Ut> ^ 


则方程 (1) 可写成 


ja = X6) x e t( -~ 20}ii+0})t p 

p — c 


假设《，/?具有如下形式 


戊 = +a>+Q)/ 

J3 = 4e 仙 


式中， A ，4 为常数，则 


J ( 一 2 叫 -\- 0 >-\- 0 )\ =0 

— + = 0 

方程⑶有非零解的充要条件是系数行列式为零，从而解出 d 


+ 2 


， 求在？ >0时发现 


( 1 ) 


( 2 ) 


⑶ 
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n ± 


+ 


V 


G> 

J 


士 + G)i 2 )^ 4 - €0^ 


2 


J 


所以夕的一般形式为 




由方程 (2) 可得 


a = + — exp [ i (-26) 0 + exp ( iQ 4 ?) + Q _^ 2 _ exp ( iO _ f )] 


代人初始条件 


可得 


所以 


所求概率为 


所以 


M 〉 


n 、 

0 


fl(0) 

聊 


a (0) 

m 




+£2_^_) = 1 
^2+ + = 0 


b{t) = /3(t) — e~ ia¥ A2 


木+ = - = < V ( A - Q ) 
lyjia^-CD/l) 2 +0^ 2 


e 泊 〆 —=e 


■i 时 /2 


i ^ e " 


io )(/2 


^(a) 0 -o>/2) 2 +a)^ 


•214^. sin ^o) 0 -cofif +6?" 
：sin ^(< y 0 - fi ?/2) 2 


P 


{zi 


2 


P 咖 >| 


2 


sin 2 (^( o}q - co/2) 2 + a^t) 

■\j{0)() ~ G>! 2)2 + G)^ 


4.92 磁矩 // = // 0 cr 粒子处于磁场中状态随时间的演化 

參 

题 4.92 一 磁矩为 = 的自旋 I / 2 体系处于一个沿 z 轴的均匀常磁场馬中*在 

0< f < r 时，加入一个沿 x 轴的均匀常磁场马，此时，体系仍处于一个常磁场中，只不过 

大小不同，方向沿？轴而已，在 f = 0 及以前，体系处于 m = 〗/ 2 态， m 是 S 的 Z 分量,(1)在 
f = 0+ 时，体系自旋沿 〆 轴的投影为 m ' = ± l /2 的振幅是多少？ （2) 在 0<?< r 时，关于 〆 轴 
的能量本征态如何随时间演变？ （3) 在时观察到体系处于自旋态 m = - l /2 的概率幅是 
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多少(用 z 与/的夹角$和频率叫= 殉馬 /肖表示结果)? 
解 （1) 在&表象中， &的本 征矢为 


r 

2 

• G 、 


-sin 香 


sm 


分别对应于本征值〜所以 m ，= ±* 的概率幅分别为 

^ ( 0 . oYl ^\ 9 

C , = cos — sm — = cos — 

+ l 2 2 0 2 


14 

. 0 0 
-sm 一 cos 一 


- si 』 


(2) 在 0 <; < T 时的 Hamilton 量为 


H^-/4B = -^(B 0 a z + 从)=-〜 


B 0 


B 0 


I • 

. d 
- sin — 


x,(0) 


. 0 
sm — 
2 


l ⑼ 


e 

cos — 

2 


•c4^l 

UoJ 


杖 c 士 (0) = 士 & ± (0) 


所以，在 o < r < r 时, 


E = , B = 扣 0 2 + 8^ 

本征态 ^ ± (0) 随时间的演变为 

jc+ ⑴ = e^ /fi x(0) = e^^x^O) 


(3) 解法一 






Kf 


Bl +5, 2 = isin^sin 


tn ML 


解法二 


f \\ /) /\ 

州)= n ~ cos r * ^+(°) ~ sin ^ * x -(°) 

y/{t) = 、⑼咖香 … 一 -;c_(0)sin^e _i/i « &M 


于是 


CUr^y^vCr^cosSsin^e^^M-e-^^^kisinesin ^^， 
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4.93 磁共振问题 (2) 


题 4.93 磁矩为# 的自旋I/ 2 系统被放人直流磁场中，其自旋态+#能量 

为方吒，而态的能量为 a f = o 时，该系统处于态，此时突然加一磁场 
丑 ( e : cos 咖+ 5 sin 叫 f ). 忽略弛豫效应，求在 r 时刻自旋系统的能量，以吟#， 


表出 • 为什么该自旋系统能量不守恒? 


解法一 ff = -/i'(ff + ff 0 ) = - J ua{ff + H 0 ) = - J u 


Ht 


系统的 Schrodinger 方程为 


令 O 得 


令 


代入上式，得 




-H 0 b] 


a = Aexp -i Q + -^ 0 

v 2 


b = Bexp -i Q+—6> 0 

V 2 


^4? + — +€0 jA-bG)^ = 0 




mHq 


mH 
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™ o)q + co 


0 } 


(O 




0 


所以 


*^,2 - ± K \0) n + \ —(V 0 +6? 


W (0- ( A e_i 仏 + )exp 


-A 
2 


j 


a + (^ e - ^ + 5 2 e^)exp 


式中 


B 12= "A 


q a +( o }^& 0 /2) 


,2 


G) 


?= o 日才 ， ¥ = p . 所以 


5j + 5 2 = 1, A 2 =0 


A 


6) 


(O 




系统能量 E = ( i //\ H \ y /) 


2 Q 

- + (仿 + 似 0 / 2)] 

in 


2 Q 


B 2 


(a> + a) 0 /2)-f2 


IQ 


必， 

^(0 = - i sin Qttr [a ^ tl2 a + 


- cos /2 f + i 




Q 


e ^ /2 p 


H 


H 0 、 

Hq ^ - H 0 


E 


- H 0 cos 2 at + ^ 好。 + + V 2) 2 H , - 2 w f H (份， /2) g . 

方 上， /2)2+ ^。_ + 勤 ^(料< 2 ) sin2 2nt 


sin 2 Qt 


(ci) + O) 0 /2) 2 ^(D f 


(a)^(D 0 /2f +co ,2 


能量随?¥化.所以系统能量不 守恒. 就自旋系统来看，它并不是孤立系统. 

解法 一 AE 0 = ha ) 0 = 2/ iH 0> / iH 0 = (1/2) 方 o> 0 . 又假设#// =方仿，系统 Hamilton 量为 


H = 一[1‘11 =— = —/4 


H 0 He 

He 却 


H 0 


h 


2 


( o 0 w & 




一 P 


d 


• ik ti ¥= 卿 


得 


第 4 章轨道及自旋角动量问题 


♦ 317 • 


ia = ~co 0 a 


㈣ 办 


\b = 7 ^ 1 a ^ 

a{Q) = 0, b(0) = 1 


利用 Laplace 变换方法，得 


y>a(p) = ct) 0 a(p)-wb(p + m 0 ) 
ipF(p): -ma(p -ift? 0 ) + ^co 0 b(p) 


式中，以 7( P ) 表示 / W 的 Laplace 变换, 


由上两式解得 


a(p) 


UjO 


n 


Qip^idojlf^a 


,2 


b(p) = 


0+3 叫 

co 


a(p-i(o Q ) 


P ~2 1(0 ^ 


p-m 0 /2 


(p-m 0 /2) 2 +n 

Q 


2 


⑽ 0 


{p^uojlf+a 2 Q (p-ico 0 /2) 2 ^n 2 


式中， i ? 2 = ft ) 2 + < ，得 


(O 


a(0 = i-si n ^— 




V 


cosnt^Amnr 


W /2 


J 


所以 


E ( t ) = { ¥ \ H \ ¥ ) 




^ eoc~ w 

2 

r a(tf 

V 2 ) 

[mj 


2 


九份 0 


cos 2 Qt + — (o> 0 2 + 3o) 2 )sin 2 Qt 


考虑到以 （= 0 时刻 1/2 〉 态的能量值为零点，所以应在£«表达式中减去 (l/2)to Q .又 


C 


+ 2 




y 


f 


2 


Mil 0 ) 


0 2、 
0 Oj 


，0、 

1 


= 2 // 


所以 


最后得 


O 2 +a>l ^{/dH/h) 2 =c 2 ff 2 /4H 2 +a?^ 
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E(t)^jha> 0 


cos 2 Qt + 


n 1 + 2a > 2 • 


\ 


n 2 


sin 2 Qt 


J 


2^0 


2 


Q 


2 


hco 0 sm 2 jQt 




I 

t 


4.94 中子束相继穿过两个方向不同磁场时，自旋态的演化 

题 4.94 一束速度为 v 的中子穿过区域( I )这里磁场11 = ^1到达区域 (11)( 这里磁场 
B = B 2 e x ). 在区域①中，中子束完全沿衫方向极化 .（1) 假定一给定的粒子在7 = 0时刻穿 
过区域( I )到区域( II )， f >0 时该粒子的自旋波函数是什么？ （2) 粒子束被观察在付，竹和 

+ Z 方向的成分各是多少？⑶作为实际的事件，为使上述描述有效，（ I )和( II )之间的转换必 
须多快？ 

解⑴只考虑自旋波函数，则相应的 Schr 5 dinger 方程为 

♦ 

m—\x)^H\x) 


H 


式中，乂=-1.9103/^为中子反常磁矩，~ 


dt 

M'B = - ju n B 2 cr 

eh 


2 m 


为核磁子，为质子质量.因此 


£ 

dt 


參 

|^) = - im 2 a x \ x ) 


设 


\ x ) = 


b 


则 


-\( Q,b 


b = — ico 2 a 


初始条件 


a (0) = 1 
卿 == 0 


由此解得 




M 

卜 isin (6> 2 f ) 


0 2 


Kl^2 


h 


t >0 


(2) 自旋在 j # 态中的平均，也即中子的极化矢量为 

P = ( jc |< t | a :) = (0 ,-sin 2^, cos la ^ t ) 

可见，在区域 II 中，中子自旋是在: yi 平面内以2吟频率绕 x 轴正向旋转着. 
⑶为使⑴和⑵中的描述有效，从( I )到 ( n > 的过渡所花的时间必须满足 

271 h 


f 4： 


■ = _ * 

浴2 »2 


取馬〜 10 3 心， 可得 
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t 0.7ps 

若已知人射中子的动能，就可由此计算出这个磁场过渡区域的宽度上限. 
4.95 原子在外磁场中 Hamilton 量中各项的意义 


题4,95 


() 原子(处于 n = 1 ，1 = 0 态)在外磁场中的 Hamilton 量是 


H — aS M * S e + 





B 


(1) 各项的物理意义是什么？在和外场相互作用中哪项占主导地位？ （2) 选 z 轴沿用记号 
( F ， M f ), 其中 FsSp + A . 证明(1， +1) 是孖的本征态并给出其本征值 .(3) 用射频场可引 

起向态(0, 0) 的跃迁.定性描述怎样通过观察衰变 //-^ e + v e v A 去探测到这个跃迁的出现. 

解 ( l ) H 中的第一项是"子与电子间的相互作用，后两项分别表示//和 e 同外场5的 

磁相互作用.其中占主导地位，因为 

m e c 200 

(2) F = S “+ S e 


而态 


所以 


H-ia[F^S^]A 







eh 


B 


eh 


2 m 


ski l ) 


/ 




eh 


2 m 


B 


(1，1) 


所以， a l) 是 // 的本征态且本征值为 


j 


4 2m e c 2m M c 

⑶衰变〆 -> ^ v e v M 是通过正电子湮灭 e+e _ 2/的观察而观察到的.对于(1，I)态， 

系统的总角动量为1，因而不能衰变成办(该系统的总角动量是 0. 对于(0, 0) 态, 

系统的总角动量为0，因而可以衰变成2厂所以，探测到也即探测到 (// + f) 
系统在(0, 0) 态下进行的衰变〆，也就观察到了 (1，1) — (0, 0) 的跃迁. 
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5.1 速度算符及各分量间的对易关系 


题 5.1 质量为 m , 电荷为 g 的非相对论性粒子，在电磁场中运动， Hamilton 量算符 


为 




式中， 4( r ， f ) 和 ㈣ / V )分别是电磁场的矢势和标势 ， p =-访▽是正则动量算符.定义速度 
算符 

v 上占 M ] 


dt ih 


求 V 的具体表达式及它的各分量之间的对易关系，并给出 [ v a , x p ] 的值 


解 


由于 r 与/ l ( r ，?) 对易，且，有 


r ，( p - qA ) 


2 


另外，利用 


v =—{ p - qA ) 

m 


[ p , F ( r )] = ~ mVF ( r ) 


可有 


[ v « ，% ] = -$([& ，邱]+ [4 ’ ❷ ])=— ^― 



w 2 dx a dx 0 


J 


ihq 


m 


2 ❶術 


( VxA ) 


ihq 


r m 2 〜你 B y 


或者 


vxv - 


m 


(1) 


利用式 (1)， 容易证明 


[v,v 2 l—ih^z(v>^B-Bx 

nr 


v 


ih 


L 」 m 


CCp 
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题 5.2 质量为 m， 电荷为 g 的非相对性粒子，在磁场 B = 中运动，定义机槭角 


动量箅符 


L = mrxv 


式中， v 为速度算符，计算 

解 Hamilton 量算符为 




H =— (p — qA ) 2 = —mv 
2m 2 


利用 


[v,v 2 ]=i^-~(vx5-J8xv) 


有 


dv 


q 


dr ㈣- 五 xv) 


因为 


L -—(r xntv-mvxr) 
2 


所以 


dL m / 
dt 2 




dr dv dv dr 

— xv+rx - xr — vx —一 

dt dt dt dt 


麵式⑴和 f 


%有 

dL q 
—=— 

4 


⑴ 


vx J ?)- rx ( Bxv )-( vxi ?) xr + ( Bxv ) xr ] 


令 F =!( rxJ ?- J ? xv )， 则有 
2 


dL 1 

dT = 2 


(rxF-Fx 


5.3 自由电子在外磁场中的 Hamilton 量 

题 5.3 在非相对论情况下，自由电子的磁矩为从，处于恒定的均匀外磁场中 ，问： 
⑴系统的 Hamilton 量形式如何（设 5 = B z e z )? (2) 如果在; y 方向再加一个磁场％，则系 

统的 Hamiltcm 量形式又如何？⑶设改为一般磁场，确定算符#凡的形式， 

at 

解⑴系统的 Hamilton 量为 


H 


{p^eA) 2 -fi s ^B 


2m 
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式中 ， A 


eh 

2 m 


= 因为5 = 可取规范 A = - Bje ,， 则有 

m 


(2) 在本问中，可取 A = -( 尽: y ^ + 化;^)， 于是有 

B-VxA-B 、 e、+B 


z 


H 


2 m 




2 m ” 2 m 


in-^ y 


x 


eh 

2 m 


[B y <x y ^B z <r z ) 


(3) 在一般情况下 


H 




2 m 


(p + eA) 2 




2 


[< 7 a e a 9 a fi B A _ 


/ 


eh 


2 


ih\2m 


e 




2 




5.4 带电粒子在均勻磁场中运动的轨道中心算符 


题5_4质量为 / i ， 电荷为 g 的粒子，在沿着 z 轴方向的均匀磁场的作用下，在 jcy 平 


面上运动，定义轨道中心算符 


x 0 = JC + — V 
0 ) 



式中 ， m = qB / M , 说明的经典意义，并证明它们是运动常数. 

解在经典力学中，粒子受到 Lorentz 力的作用，将作勻速圆周运动.设轨道中心为 
^(■^ o ^ o ). 则轨道半径为卜 - r 0 | ，角速度和速度分别为 


份 =( 0 , 0 , -co\ v = fl>x(r-r 0 ) 

因此 

v x =^y(z- z^)-a> z {y-y Q ) = My-y 0 ) 

v y = O) z (x-x 0 )-a> x (z-z 0 )^-e>{x-x 0 ) 


将 v 换成算符，即得轨道中心算符，份的构造式可由 Lorentz 力等于向心力得出.由于 

[尽 士号， [ Av y ] = 香， [^ v y ]= : [^,vj = 0, [ v x , v y ]= ifi - i -^= :— 

r* t* fi fi 


d 

— v = 

dr 


ih 


[V， H] = -~(y x S - x v) 


因此 
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[Wc] = 4[w]- 士 [W]- 去 [VV 士一 


^1(0 


警=| + 泠=、 + 忐卜)，(叫) 


X 


+ 7( vxfi )， H 0 


_ dy 




致; 


由此从以上三式可知，轨道中心算符，七，： V 。为运动常数(守恒量)， 
々与凡不对易，不能同时取确定值.由不确定性关系 


这与经典力学一 


AAAB > 


㈣ 


可知 




2/16) 2 q B 


在经典力学中，轨道中心当然是可以精确确定的. 


5.5 带电粒子在均匀磁场中运动的轨道中心算符和轨道半径的本征值谱 


題 5.5 求均勻磁场 B (0,0， S ) 中运动的带电为 g 粒子，其在;^平面作圆周运动时，轨 


道中心算符 r 。 2 和轨道半径 〆 =| r - r Q 


2 


2 . .2 


Tl v x +V 


y 


) 的本征值谱. 


解利用题 5.4 结果可得下述对易关系 


由于 


令 


则 


且有 


■i/ ， r 0 2 "| = 「 // ， 〆]= 0, 


尸 o 2 ， P 2 ] = 0 

mt _ 






P = 




[ G ， p ] 


i ， q>Q 

_i ， 分 < 0 


p 2 =a 2 (Q^p% a 2 


B\q 


解出 p 2 的本征值为 
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5.6 电荷密度和电流密度算符 


题 5.6 已知质量为 m 、 电荷为令的粒子处于态 y ( r ) 时，其电荷密度和电流密度分别 

为 /?( r )=^，( r ) v /( r )， 问如何引人电荷密度和电流密度箅符？ 

解释这两个算符的物理意义，并证明它们的平均值就是这里的表达式. 

解 在量子力学中，“带电粒子”是当作点电荷对待的，因此，当粒子位置是 r 时 ，〆 
处的电荷密度为 

Pir^^qdir-r 1 ) 

此即定义为电荷密度算符，若粒子处于 7(/0 所描述的状态，则粒子在 r 附近 dr 体积元中出 
现的概率为 〆 ( ry ( r ) dr ，由此造成 〆 处的平均电荷密度为 

〈/K〆 )〉= /〆’ (r)qS(r- r')y/{r)dv ^ qy/^ {r 1 )〆(〆）= p(r r ) 

在经典物理学中，电流密度7为 

. 1 
j = pv =—pp 

m 

换成量子力学算符，并使其成为 Hennite 算符，即得 

J = -~~{PP^ PP) = -r l )p-¥ pS{r 一 〆 ） 

2m 2m L 」 

当粒子处于扒 r ) 状态，，处的平均电流密度为 
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ihq 

2 m 


jV * ( r ) [在 ( r - 〆 )▽ +▽在 ( r - r ’) X ，) d 7* 


= -豈 iy (〆) v v ⑺ -«)▽ v (〆)] 


5.7 带电粒子在均匀磁场及三维各向同性谐振子势场中的能谱. 


题 5.7 设带电粒子在均匀磁场 B 及三维各向同性谐振子场7(/*)=：>叫 2 /* 2 中运动，求 


脑公式. 


解在直角坐标系中求解，取 B = 5 〜； 矢势 4 = |(Bxr) = |d x + B;c〜）， 为对称 


规范，则体系的 Hamilton 算符为 


■ _ 

=—~—u +[^-o 2 + /)+ 丄辦 V 

2ju 2fi ^ Sm 2 


H ' + H 2 - 0 L Z 


式中 




H 2 = — (Px + Py ) + 2 ^ + ^0 )( ^ 2 


H x 为沿 z 轴方向运动的一维谐振子的 Hamilton 量，其本征值为 


E k= k + 




0，1,2, 


// 2 为 O 平面上的二维各向同性谐振子的 Hamiltoii 量，其本征值为 


E nm =(2n^l^\m\)ho>\ « = 0 ， 1 ， 2, 


m = 0，±l,±2. 




6/ =( 仿 2 + 0 ) q ) U2 

乙 2 的本征值为 w 为， m = 0，±l，±2，*" 

由于{/^，仏，/^相互独立，相互对易，它们构成了体系的一个力学量完全集，故体系 


能谱为 


E k ’ n , m =(^ + 1/ 2)ha) 0 + (2n +1 + |w|) 方 a/ ~ mho) 


5.8 限制在圆周上的带电粒子处于磁场中时的能级 

题 5.8 —个质量为 m、 电荷为 g 的粒子被束缚在半径为/?的圆周上运动， 讨论 下述 

几种情况的能级： （1) 粒子的运动是非相对 论的； （2) 在与圆周垂直的方向上有一个均勻 
的磁 场及； （3) 穿过圆面的磁通量与 (2) 相同，但磁通被束缚在半径为枞6</?)的螺线 管内; 
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(4) 在圆面上有一个极强的电场五存在 
解（〗）体系的 Hamilton 量可写为 


#1》岳) 


H -h L D mRl 


相应的本征值、本征态为 


n 2 % 1 




行= 0，±1，士2,“_ 


(2) 解法一在直角坐标系中求解，取5 =价 


H ^ p - qA)2 -^ 


$iA = —Bxr 
2 


Bye 


+产 


,则有 


qB 

2 m 


f z 




1 r ^qBR 

2 mR 2 z 2 


进一步得 






0，±1， 土 2, …， 0 = nBR 2 


相应的本征态为 


¥ n {&) = 


V2tc 


解法二粒子在圆周上运动，可取 = 则体系的 Schr ^ dinger 方程为 


2 m 


( p - qA ) 2 y / = Eyr 


作替换 V = < expfi | j * / • dc ，可有 


~ - E ¥ 
2 m 


由于粒子被束缚在 r = 的圆上，所以 


y /{ 9 )- y /\ 6 ) tx ^ i 


A dx oc 


〆 (沒 ) exp i — M (及)沒 

h 


釆用柱坐标系，有 


丄〔一込 A 

2 m [ R d 0 


2 


¥\ 0 ) = Ey /\ 6 ) 


所以 




q 为常数 


yr { 0 ) - expji c t +^ RA ( R ) 9 
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E 


n 2 


2 


2mR 2 


由周期性条件 y ⑹ =%( 沒 + 加)，可得 

qRA(R) 




h 


x2n = 2nn 9 n 为整数 


所以 


A 


n - f _ 


n 2 


2mR 


2 


n 


qR BR qBR 2 

= n-~ - = n- 2 - 

h 2 2h 

qBR 1 、 




in 


j 


h 2 ( q0 
n - 

2nh 


2mR 


2 


\2 


J 


n = 0 ， ±1 ， ±2, 


0 为磁通量 


(3) 磁场被限制在螺线管内，在管外 ( 包括粒子运动的圆环上 M 场为零， 但矢势 A 不为 
零， 4 可取为 

4= 0 


2ttR 


义 = 0 ， A =0 


体系的 Hamilton 量可写为 


、2 


H 


2 m 




2mR 


2 


私 R 


h 2 f d iq0 


2 


J 


2mR 2 {d$ 2nh 


能量本征态方程为 


n 2 f d iqO 


、2 


2mR z l d0 27cfi 


= Ew(d) 


作规范变换 vO )— ，则 


^(0) = ^f(0)exp 


kx (0) 




h 


^(<9)exp 




ig00 

2nh 


式中， 


00 

2n 


则 iK 句满足下列方程 


n 2 a 2 


2mR 2 d0 


2 


¥i0) = E ¥ {9) 


其解为 


y/{6) - Q m ' 9 且 £： = n a h 2 12mR 2 


-i^expf in 汐 
v27t v 2nh 


由周期性条件 y(6^27c) = y(0 )， 可得 


，+ X^ ==w = 0 »± 1 *±2,-** 

2nh 


因此 




2 


2mR 2mR 


2 


2 ith 


0，±1，±2,… 
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(4) 在静电场作用下，定态 SchrSdinger 方程为 


2mR 2 dff 2 


-qRE cos & i^ = ey/ 


若电场很强， w 的只有在 0 很小处不为零，故可做近似 COS0 = 1- |护，代人上式，从而 
得到定态 Schrodinger 方程为 


^.^ L qRE0 \ = ^ q RE)yr 


有 


€= n-\-~\hm-qER, m = (qE / mR) 


1/2 


5.9 磁通量量子化 

题 5.9 采用柱面坐标设磁场5仅存在于很小的柱形区域内，通量为 
0，处无磁场.令 a — 但保持通量少不变 .（1) 证明矢势可以表示为 


A = Vf, 


—00 
2n 


⑵讨论机械角动量 L z =//(rxv) z 的本征值，导出磁通量量子化 
解⑴当矢势 A 取为式 (1) 时，在/^0处，显然有 


B = VxA = VxV/=0 


梯度算符的柱坐标表示式为 


V = p— +0- — + Z— 
dp p 8<p , dz 


( 1 ) 


A ^ 2 分别为 A 炉 4 方向的单位矢量.由式(1)，得到 

A=—p 

2np 

对于任何一个垂直于 z 轴的圆形截面，均有 

择 B ‘ ds = 毋 (▽ x A) • ds =j> A ^ 6r - 

少为磁 通量.可见表示式 (1) 是正确的. 

(2) 位置矢量 r 的柱坐标表示式为 


p<\<p(p 

P 


pp + zz 


因此 


xA = — 0 (p = 一 0 Z - P 

2n p 2n [ p 


机械角动量的 z 分量为 
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p(r x v) 


x 


p-—A 

c 


L z ~—(rxA) z =-ih 


Q 


d<p 2nc 


0 


只需要波函数满足周期性条件 


w ( p ^ z ) = y /( p ,< p ^2^ z ) 


即可保证 L z SHermite 算符，从而求得&的本征值为 

L ? -mh —— —0, m = 0，±l，±2，“ 

2nc 

但如何选择处， W 一 ，因 p*0 处磁场为0,粒子的运动应该不受场的影响， 
本征值谱应和 A 的相同，由此可知道式 (2) 中第二项为力的整数倍，即 

q 0 


4的 


2nhc 


n = 0,±1，±2, 


这就是磁通量的量子化. 


5.10 对称规范与不对称规范 


题 5.10 沿着 z 轴的均匀磁场 fi(0,0，J?) 可选择规范为 


对称规范 
不对称规范 


A 




2 


xr = i -| j ,^ jc ,0 N 


2^2 


J 


A x = (-By y 0,0), 

证明 （1) A 规范下的波函数％(/*)变换到卑, A 2 规范下就是 


(0,Bx 9 0) 


^,(r) = ^(r)exp 


iqB 

2hc 


xy 


^2( r ) = ^)exp 


iqB 

2hc 


xy 


⑵若 K(r) 是广的本征态，则 ％(r ) 是的本征态 

2nc 

证明 （1) 电磁场具有规范不变性，即在下述变换 


A^A^A + Vf.irj), 


cdt 


此时£与5保持不变，若在量力力学中进一步要求 Schradinger 方程具有规范不变性，则 


- yexp 


g 乂 Ov) 


不难看出，对称与不对称规范之间相当于作了下述规范变换 

= ^+ v/ i 



A^>A- 

式中 



B 


所以 

• m 

¥i(r) = y/{r)^ 

iqB 

— —xy ， 
2hc ^ 


f B 


r 2 ( jr ) = ^)exp 


iqB 

2hc 


xy 


(2) 若 = ， 贝！ 1 有 
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Px¥xir)= p x 


fc y V {r) 


可有 


P x ^^y\¥iir) = p x y/ x {r) 


即咖是的本征态 


5.11 Pauli 提出的全面地反映电子在电磁场中的运动的 Hamilton 



題 5.11 对于电磁场中的电子， Pad ! 提出的 Hamilton 量的形式为 

H-—\a'(p-¥eA)f -e<p 

2 fi 

试说明式 (1) 全面地反映电子在电磁场中运动 

解 [a. (夕 + M )] 2 = <y a (J fi v a v^ 2 + •认瑜 cr y )v a v p = //V + xju 2 <r . (V X V) 


( 1 ) 


因为 vxv = ift — 所以有 

M 


H =^—(p-\-eA) 2 +—<rB~eq> 

2fi 2fi 


2 fi 


{p-k-eAy - fi s -B~e<p 


式中 


Ms 


eh 

2 /i 


为自旋磁矩， -/ VB — 项代表电子自旋磁矩和磁场的相互作用.故式 (1) 较为全面的反映了 
电子在电磁场中的运动. 


5.12 带电粒子受均匀电场作用时的含时 SchrMinger 方程 

% 

题 5.12 电荷为 g 、 质量为 m 的粒子受到均勻静电场五的作用 .（1) 写出送个系统的含 
时 SchrMnger 方程 .(2) 证明当粒子处于任意态 yOV ) 时，坐标算符的期望值满足牛顿第二 

定律 . （3> 可以证明，这一结果在还有一个均匀静磁场存在的情况下也是正确的.这一结论 
在质谱仪，粒子加速器等仪器的设计中有用吗？试解释之， 


解 W 




(2) 




d (^) 


dt 


[p,H]^=V(qE-r) = qE 


所以 
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d / 


{ r ) = qE 


(3) 这一结果使我们在计算仪器中带电粒子的运动轨迹时，可以直接用经典力学加以 


处理. 


5.13 处于均勻磁场中无自旋带电粒子的能级 


题 5.1 3 —个处于磁场 5 = 7 x 4 中的无自旋带电粒子的 Hamilton 量为 

1 f 、 2 


H 


2 m 


P ~c A{r) 


式中 ， P = 巧）是粒子位 置 7 * 的共轭动量.设 A = -马 yl ， 对应着一个均勻磁场 

B = 证 明仏和 込是运动恒量 .(2) 求该体系的能极. 


解该带电粒子的 Hamilton 量为 


H 


2 m 




c 




2 m 




(1) 由于 H 中不显含; c 和 Z ， 根据量子力学基本对易关系 


x^p^ihe^ 


Pi，Pj 


0 


容易看出 


k ， 丑 ]= 0 ， [p z ^]=o 


这就证明了仏，&是运动恒量. 

⑶根据⑴，可以取作为力学量完全集，相应的本征函数可表成(注意此处 
及下面的 P xiPz 已是常数而非算符） 




其中火}0满足方程 


1 


2 m 


2 


d 


2 




2 


多 ( y )= :刪 y ) 


ft 1 dV m 
2m dy 2 2 



y + 


SEx 

eB 0 


\ 2 


^ =i£ -# 


这是平衡点位于％ = - c /^/ 哗，自然频率为 m ^ eB 0 Imc 的一维谐振子所满足的能量本征方 
程，根据谐振子的结果，可知能量本征值由下式确定 


E 


pI 

2 m 


n+ i\ h? t 


n = 0， i ，2, 


于是，该体系能级为 


iL 

2m 


n + if-t 


n = 0， l ，2, 
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5.14 带电粒子在恒定相互垂直电磁场中运动 


题 5.14 —个质量为 m、 电荷为9的点粒子在恒定的相互垂直的磁场 B = 和电场 

E = 中运动 .（1) 解出整个能谱 .(2) 求在零动量状态中速度V的期待值. 


解 （ I) 取规范使4 =爲秽， <P = -E 0 x , m 


H 


—— I P-^-A 
2 m \ c 


2 


^ q < f > 


j 


2 m 


P^\^P y -lB 0 xj +P Z 2 


2 


— qEx 


因 // 中不含有 y 和 z ， 故尽、 P z 与丑对易，为恒量，在式中可以直接用本征值代替，将 


Hamilton 量理为 


H 


2 m 






2 mc 


2 


X 


cPy c 2 mE 0 
沖0 祇 


\2 


J 


2 m 


?} 


mc 2 El cP y E 0 


2 B 0 




2 


2 m 


Bo 


mc 2 El cP y E 0 


2 B 0 


B 0 


式中 ， 4 


X 


cP y mc 2 E 0 
^0 <i B o 


为一对新的共轭变量， ①屋 ，将丑的表达式同 


一维 i 皆振子的情形作一比较，可得出 丑的本 征值为 


n 


n + 




2 ) 


h0) ^ 


mc 2 El cP y E 0 


2 B 0 


Bo 


由于其中含有尽和 P v ， 因此简并度是无穷的. 


( 2 )按题意，零动董状态是指尽和弋的本征值为零，巧的期待值为零的状态.由速度 


的定义， y ---^=-\ p - q ~ A ), 難 v 期徹 




C 


{v) = /p_i A L_X( A ) = _^/^\ 

\ c / me 、 ' me 1 


y 




c{P y ) ^ mc 2 E 0 
冲 o 


\ 




9 ， 

y 


) 





D 


5.15 中子的旋量干涉 

题 5.15 —单色中子束 U = 0.144 5 nm) 在干涉仪的 A 点 
发生 Bragg 反射分成两束，然后(经过另一次反射)又汇交于点 
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D. 其中一束穿过一磁场强度为 B 的横向磁场区域.经过的距离为 r (题图 5.15). 假定从4 
到 D 的两条路径除磁场有无外完全一样.在中子极化方向平行或反平行于磁场情况下，找 
出点强度依赖于《，/，及中子波长的明显表达式. 

解此题属于旋量干涉问题，在磁场区域内，对于不带电荷的中子，有 


2 m 


V 2 - jua - B 


y/ = Ey/ 


设 S 为均匀恒定的，则有 




1 


n 


2m 


A 






化为进人磁场，~为出磁场时刻 


设 ㈣ )⑹)分别表示 V 空间部分与自旋部分，贝( I 有 


^(r,/,) = exp 


• 

4 

一 1 

厂-方 V 
- △ 

(?j — t 0 ) 


K 2m ) 

\ 1 U / 


^( r , t 0 ) , 


自由粒子波函数 


^(s^j) = exp 


蠡 




干涉是由于磁场使自旋波函数改变引起的. 
由 y ( iV ) 为自由粒子波函数，可得 




I 


v 


ml 

hk 


^(s,/,) = exp 


n nk 


y/(s 9 t Q ) = txp 


2%/dmlX 


aB 


^( sj 0 ) 


所以在 d 点产生的干涉强度正比于 


oc 


2 

W)(r + ^ 2) (/*,r)^ 2) (s,o| 

4)(s") + ^i 2 W)| 2 = / (2 )(5^ 0 ) + / 2 )(5，气)| 2 


由 


exp 


2n/jmlX 


aB 


InunilX „ . B . InumlX n 
cos ——— fl + icr —sm ， B 

h 2 B h 2 


及 a 与 S 同向或反向假定，有 


所以 D 点干涉强度沈 cos 2 # 为中子内禀磁矩， 

ju<0. 

♦ 

_ 

費 

5.16 Aharonov-Bohm 效应 

题 5.16 考虑一个无限长的螺线管.其中通有电流/，结 
果在螺线管内产生了一个均匀恒定的磁场.假设在螺线管外 
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的区域中，电荷为 e 、质量为 m 的粒子的运动可以用 Schrodinger 方程描述.假定对于7^0, 
方程的解由下式给出 

yf ( x t t ) = €^ w ( x ) 

⑴对/*0情况写出并解螺线管外区域中的 SchrSdinger 方程.⑵考虑一个为上述粒子准 

备的双缝衍射实验(题图 5.16 所示)，假定两缝间距 d 远大于螺线管直径.计算由于/共0的 
螺线管的存在而使衍射图像在屏上产生的移动 A 5. 假定 /» M . (提示 = 


解 (D 讎 ，艮 P 可由无植场情况下的―㈣方程 




p 2 ^ V ( x ) 


方 =1 


得到有电磁场存在的 Schrddinger 方程(最小电磁耦合原理) 


dt 




2 m 


-iV--A 

c 


\2 






(电磁量用 Gauss 制且方=1，其中 B = VxA = 0) 作变换，令 

: e 


r0M) = %0M)exp 



A*dx , A =1 


c 


则由 (1) 可得 




2 m 


p 2 ^vm 




由题意可知 


¥i (U) = ⑻ 

^(x,/) = e i£ ； ), ^(x)exp ij -A^dx 


(2) 由题设条件可知属 Aharonov-Bohm 效应 问题, 
未加电流时，对屏上任一点，其概率幅/为 

/ = /+ + /- 

式中，/+、/_分别表示上下孔的贡献部分， 


加上电流后 


fl = exp 


li -A-dr |/ + 
, c 


⑴ 


/_ f = exp|^iJ 營 A’dxJ/_ 

式中， c+、 分别表示积分路径是由在媒线管上方、下方路径构成的.所以 


/ f = // + />exp 


li —Adx 

, c 


\ 


4 +exp 


J 


il -A dr 


\ 


f ~exp| i < p~A 6 x 

c 




j 


上式最后一项已抽出公共的相位常数，这不影响对干涉图形的讨论.其中 gidx 是沿任 



包围螺线管的回路的环积分 <檢_ 时针方向) 


S~A-dx = — 9 

J r r 


少为磁通量 


所以引人通电螺线管后相当于下孔对于屏上一点的概率振幅贡献一个位相因子@ 

C 

仿光学中杨氏干涉公式推导，可得衍射图像移动 M . 由/»4及/»虹，有 


I C 


为中子数 


AS 


el0 


el0 


cdk cd^2m a E Q 


n=i 


上式为非相对论的， m n 为中子质童. 


5.17 将 Bohr - Sonunerfeld 关系推广应用到有电磁场存在的情况 


题 5.17 我们可以将半经典的 Bohr - So _ rfeld 关系 




n-^—\2nh 


〔其中积分是沿一封闭的轨道)推广应用到有电磁场存在的情形，只需用 P - d / c 代替 p . 应 

闬这关系及关于线动量 P 的运动方程，推导一半经典电子在一磁场《中沿任意轨道运动 
时，其磁通量的量子化条件.对于固体中的电子，这条件可用电子轨道在*:空间的尺度$重 
新加以描述.试找出用 B 表达的 S 的董子化条件(忽略自旋效应). 

解在电磁场存在情况下，正则动量 P 为 


P=p--A 

c 


其中 P 为机械动量. 

由推广的 Bohr - Sommerfeld 条件，有 


丰 P.dr 


p — A j-dr = l n + —J2 tc^ 




4.dr 


H + 2 2nh 


▽ xAd ，步及电子在电磁场中运动的经典方程式 


心 ，得 


rxB , 


设 B 是恒场 


% 

(£p*dr = -^-(rx5)-dr= f -(rxB)-dr = 2 - f B 6S = 2—0 

J / r J xr rJs r 


则有 
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2 - =[« + - ] h - (2k) 
c C \ 2 ) 

. 2nchf 1 ) 

0 = - K + - 

^ I 2 


又由/ > = M = —一 rxB , 得 

c 


hAk = -— Ar i Ar = -—Ak 

c Be 


所以轨道在 & 空间中占的面积乂与其在位置坐标空间中的面忠之间关系为 


r fficY c f he Y 


2 nhc 


n H — 


所以 


S n ^ n ^\ 

n he [ 2 


此处只计&大小 


5.18 规范变换对波函数的影响 

题 5.18 写出无自旋带电粒子在磁场中的 Hamilton 量.证明规范变换 

■ _ 

A ( r )->4( r ) + V /( r ) 等价于波函数乘上因子 exp ~ f { r ) .这个结果的意义是什么？考虑 

nc _ 

沿 Z 轴均匀磁场//的情况，证明能级可写成 


£= n + 




2m 


讨论波函数的特点(提示利用规范 A t = - Hy.A 


0) 


解 Hamilton 量为 


//=— p--A 
2 m \ c 


磁场为 


H=VxA 


Schrodinger 方程为 


作规范变换 


—— p--A y/(r) = Ey/(r) 
2 m \ c ) 


A(r)-» A\r) = A(r) + V/(r) 


与此同时，作相应的波函数变换 


r(r) ^^ (r )^ (r) exp -m 


第 5 章带电粒子在电磁场中运动问题 


• 337 • 


则由于 




e 




p —— A f ») = exp 
c 


exp 


ie 

he 

ie 

he 


m 




m 


e 


\ 


/^增 ) 


( e Y 

p -- A f y /\ r ) - exp 

r /(r) 

r,-^T 

\ c ) 

he 

■ 擊 

、 c ) 


因此可得 


， e 


2 m 


p 一一 A f I y /\ r ) = Ey /\ r ) 
c 


这表明在规范变换 I = A + ▽/ 下， Schrddinger 方程不变，波函数仅差一相因子，系统有规 
范不变性.取规范 


4 = —Hy ， 


A y = A Z =0 


则好= ▽ x A = He x . Hamilton 量成为 


H 


2 m 


Py^—y 


c 


2 




因为 

[ p x , H ] = [ p z , h ) = 0 

故力学量完全集可取为 ( A ， 巧， ff ). 相应的本征态为 




令叽则上式化为 


2 


h x n +T^[— \ (y~yofz= 


r 


2 m 


2 


E 


A 

2 m 


X 




这是一个谐振子方程，因此能级为 


E 


2 m 


k 


2 

z 


r 






€ 


H 


相应波函数为 



、„(^)=—气(" 0 ) 


AO ^ o) 〜 exp 


\ e\H 

^2 hc 


(y-y 0 ) 


2 


m 

f jeff 、 

H n 

He ( y 1) 


能量公式中不出现/> 〆 取值范围 ~ CO400 )， 故能级对 A 为无穷简并的，同时对 A 的正负方 
向也是简并的. 


5*19 三维刚性盒中电子受一均匀磁场作用时的能级 

题 5.19 设定出一个装在方盒 L 3 中的电子的能级及其简并度和相应的本征函数，电子 
是处在一个矢势为 
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A = H 0 xe y 

的电磁场中. 

解由最小电磁耦合原理，此时定态 Schrddinger 方程为 

. / \2 




由^4 = HqX € j 可得 


1 ( € I 


E\f/ 


( 1 ) 


故可取{//， p y ， Pz } 作为力学量的完全集，相应的本征函数可表成 


¥ ix ) 


e i( 〜+ 诽 V 0 (x) 


式中， P y , 朽可取任一实数值. 
由方程 (1) 及V表达式可得 


^ p]^pIAp x - h ^ ¥ = Eyf{x) 


或 


2 m 




2 


2 


x -^ 卽。 r ° + ^ 2=£ 


所以 


n 2 d 


2 


2m 6x 


^ 0 + ff ^) ( x -^) Vo=^o 

z 、 tnc } 


式中， ^ = ^* 

eH 0 

上式是一个一维谐振子的能量本征方程，其自然频率为螂=平衡位置在 

me 

处.所以其能量本征值为 


X = Xq 


E 0 =(n + l / 2 ) hw 0i n = 0，l，2, … 

: n = 秦 + (n + l/2)h^^ = ~^-(n + m)^h ， 

2m me 2m mr 


w = 0，1，2, 


相应本征函数为 


eHr, f 、 2 ] f [e H 


( 又 - 又0 ) 


所以能级为 


A 




如 1 / 2 ) 亡 ~ m， 2 . 


由于能级中无馬项出现，且6可取任意实数值，所以能级是无限简并.与能级相应的本征 
函数(定态的)为 
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冲 ) = q exp[i^^i + 盖 (h 。 小[輕 (〜) 

1 - J v y 

式中， C „ 是归一化常数因子， %=与. 


5.20 导体圆环处于磁场中，在此环中运动电子的基态与外磁场的关系 

题 5.20 考虑一个由细导线组成的半径为/?的圆环(題图5.20)，与环面垂直的均匀恒 
定磁场使通过环的磁通量为 f 设想导线只有一个电子且此电子可沿环自由移动.此电子 

的波函数 W 的只是角度沒的函数，忽略电子自旋与外磁场及电子自身产生的磁场之间的一 

切相互作用 .（1) 在上述近似下，此电子基态能量如何赖于外加的磁场？推导出公式并且画 
出结果的简图 .（2) 设想起先在有磁通量0存在条件下线环处于基态，然后缓慢地去掉磁场. 

问线环中的电流是多少？ （3) 假设 i ? = 2 cm ，0 = O ,6 Gs . cm 2 , 求电流是多少安培？ 



⑻ 


题图 5.20 


解 a) 由于 b 均勻且垂直于 环面. 可取 a 


Br 


e ,， 在题设条件下电子的定态 


SchrSdinger 方程为 




e 为电子电量 


/ \ 

作替换 K = ?/exp i-^f A dc ,由上方程可得 

I cnJ 


2m 

由于题设电子被束缚在广=/?的圈上，所以 




W - %(沒)= 〆 exp |^ i—J A*dx cc ^ expj ^ i — RA ( R )0 

¥’ = ¥\0) 


采用柱坐标， 


有 i - 品) 价糊， 


所以 


(^为一常数 
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- cxpli 


%禪) 


6 


且 


E 


ft 2 


由周期性边界条件 V 09) = y (<9 + 2; r )， 可得 


2 mR 2 


I 

eR " 内、 

c { + — A ⑻ 


c 


( 2 n ) = 2 nn , n 为整数 


所以 


Cj = n - — A ( R ) = n + ~ — 
ch ch 2 


eBR 2 

2 ch 


E - 


n 2 


2 mR 


2 


n + 


eBR ‘ 
^2 ch 


h 2 


j 


2 mR 


2 


« + 


e(p 


Inch 


行= 0 ,士 1 ，土 2 , ••• 


足与外磁场 B 或 4 关系是抛物线型关系(题图 5.20) 


由于《为整数，所以基态能量为 


五基态 


h 2 


拿 


2 mR 


2 


eR 2 B 

2 ch 


\2 


式中’ ‘为最靠近-尝 i 或 


e<t > 、 


Inch 


的整数, 


( 2 )在题设条件下，去掉磁场时 n 不会变，波函数变成％ 

.eh 


\n$ 


,此时电流密度 


y/ - yN y/’h 


2 mi 
eh ，• 、， 1 • 
‘ (ln )V 内 

ehn • 

¥¥^e 


由 y 归一 化条件 jVv 出.心 线截面 = 1 . 令％=從 ㈣ ，则 


’线戴面 • 2兀及 




neh 


截面 


= i ， l c l = ( 2 兀奶线截面） 

l c l s 线截面 = S( 2nRS 线锻面) 1 s mm 


neh 


(由于线很细，认为线上同一截面中的/•相同). 

由于初始处于基态，尽为最小， 所以 n -- 
于 A 的最大整数). 


2 nmR 


e ^> 


Inch 


或 


e < j > 


Inch 


1 中之 一（[ A ] 表不大 


对于宏观大量子数情况(本题⑶)即属于这种情况，心-_^_，所以 


Inch 


e 2 ^ 


4 n 2 R 2 mc 
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(3) 在 i ? = 2 cm ， 多= 0-6 Gs • cm 2 时，将上面/的公式化成 SI 制形式 


々 （ 1.6x 10~ 19 ) x 0.6x 10 一 x KT 4 

nc 4 tc 2 x (2 x 10- 2 ) 2 xO _9 xl ( T 30 


A = Ux1(T 14 A 


4 k 2 R 


5.21 时间反演不变时，波函数的时间反演形式 


题5,21 (1) 假定非相对论量子力学在时间反演下不变，导出 Schr 5 dinger 波函数的时 
间反演形式_ (2) —个自由电子，磁矩为#处于沿 z 方向的恒定外磁场中.在电子的参照系 

中量子力学 Hamilton 量形式如何？设场强为巧. （3) 假如在^方向上再加上一个常磁场 
试确定这时 算符# 的形式. 

• dt 

解 = 作变换 / — 后 

ot 

dt 


Ot 

如果/ /(- 0 = 则 Schradinger 波动方程在时间反演下不变.波函数的时间反演形式为 

/(-0. 


(2) 在电子的参照系中 


H 




eh 


2mc 


H 


(3) 现在 // 


eh 


2mc 


{ a z H z ^< r y H y ) 




eh 


2 


V 


2mc 


[一 crj - a y y - a z la z H z + a y H ] 


eft 


i 方、 2mc 
U eh 


^{ a y H z - a z H y) i 


iM 2mc 


axH 


e 


2mc 


Hxfi 


5.22 有自旋的带电粒子在均句磁场中低速运动时的 Hamilton 量 


为 M 


题5_22 —个粒子质量为 m ， 电荷为0，内禀角动量为不必等于 A /2) 和磁偶极矩 
明， 该粒子在一个均勻磁场中以小于光速 c 的速度运动(磁 场为及 ).（1) 写出体 


<1 


2mc 


系的 Hamilton 量 


均匀麵的矢量势可写成 4 4^ 


.(2) 从这个 Hamilton 量，推导线 


量子力学 


动量/ * 和角动量5的童子力学 ( Heisenberg ) 运动方程(在此非相对论近似中可略去 A 2 项). 
(3) 不解这些方程，给出保持螺旋度为常数的 g 常数的值（螈旋度为自旋在动量方向的投 
影 ）.(4) 下列粒子友常数的实际值是多少？ e ， p ， n ，7 c . 


解⑴ Hamilton 量为(取规范 ▽ .4 = 0) 

H=— P-^A \ ~u B = ~P 
2m 、 c J 2m 

(2) 按题设，以下计算中略去 f 项 


丄 A.P + 丄 
me 2mc 


1 

2mc 


s B 


卜 ，-士 AP - £ sB 


士( 3 ‘為 ) p j 




1 

2mc 


B>^s 


(3) P 和 S 对易.可在/»， S 2 和&的 共同本征态中讨论. 


螺旋度办 


s P 


是一个数乘算符 




h-^-AP 

me 


h ,- 里 s.B 
2mc 


ihq 

2mc 


S ijs 


s i^j 

P 


ihgq 


若要螺旋度为常数，即 = 则 g 必须为 1. 
(4) 这些粒子的 g 值(实际值)如下 


5.6 


5.23 中子干涉问题 

题5_23有一台中子干涉仪(题图 5 .2 3 )，其分束器和反射镜是用同一块单晶制成的. 

(1) 改变放在干涉仪的一臂中的薄塑料板的厚度.可以改变 
〆 / 两臂的相对位相，于是条纹发生移动，简要定性解释相移的 

/广， [ 出起源 .(2) 在一臂中垂直于中子束加上一很均勻的常磁场，这 
I 薄板 时中子所受的磁力可以忽略.选择磁场的强度，便中子的自 

[ 旋矢量恰圩旋转一周，发现两中子束的相对位相改变了半 

〆 乙一 y 周，即疋的弧度 • 用恰当的方程说明为什么是这样的， 

解⑴当中子通过薄塑料板时，中子在塑料板中受到 
U 一个附加势的作用，因而动量发生改变，中子波的 de Broglie 

题图5 23 波长也随之变化.所以，中子波在相同厚度的塑料板和真空 

* 中传播时，位相的改变是不同的 • 放在一臂中的薄塑料板厚 




第 5 章带电粒子在电磁场中运动问题 


度如果改变，也就改变了(从同一束中子分出的)两束中子波通过两臂时的相对位相. 

(2) 由于中子有反常磁矩，可记为 / i n = 一" Schrodinger 方程为 

(_ Pl _ 

l 2m n 

由于磁场对中子的作用很弱，可略去中子波入射到板状磁场界面时的反射波，这时可以证 
明(求解上述一维方阱、两个自旋分量的 Schrddinger 方 程)： 射入这板状磁场(正人射)的波 
函数 V 入和透出板状磁场的波函数％之间用如下么正变换关系相联系 

- I — 

^ii= e ¥k 

式中是 Rameau 频率， r = > 是中子通过厚为 L 的板状磁场的时 

n hk 

间，仏是及的单位方向矢量，&是人射中子的波数. 

假定中子进人磁场前极化在(氏幻方向，即极化矢量 

/* = 〈俨入 {sin Ocos sin^sin ^ cos 9} 

那么可由下式给出 





cos—e _i ^ /2 
2 

sin-e ^ /2 

2 


式中， 0 是同磁场方向的 夹角. 选 h = e z ， 则 


P 出 


0 

0 c ipt 


i./2 


0 p )!2 

cos—e ^ ; 

2 

sin-e i(p+p)/2 

2 


调整 5( 或 L ) 使 P = 2 tc ， 则中子极化矢量在透出磁场时已施进了一周，但这时 


cos—e "'^ /2 
2 


sin-e 1 

2 


} i k ^) 


\q>n 


即出射波只增加了 7 T 位相，从而和另一臂(未通过磁场)的中子波相比只使相对位相改变了 
半周. 


5.24 处于 2 p 态氢原子在外磁场中，计算 〈 L z 〉 

I • 

题 5.24 (1) —个氢原子处在 2 p 态，并且是4=方的态.在 〖 = 0时，在系统上加上强 
度为 | 糾、方向沿 z 轴的强磁场.假定电子的自旋效应可以忽略，计算4的期望值随时间的 

变化 •（2) 所加的磁场需多强才能使电子自旋效应真正被 忽略？ 答案用标准的宏观单位表 

本.⑶如果加上的磁场极弱，并假定/=0时， s x 而磁场仍指向 z 轴方向•概 

2 
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述这种情形下对4的期望值随时间变化的计箅过程(不需作全部计算，但各主要步骤需解释 
清楚》 

注意在本题中，核自旋的所有效应均可忽略. 

解 （1) 题中给出的初始条件写成明确表达式是 

式中，@(武㈣ = i ( Y n ^ Y x _^ V^ 1C ) 为 L x ^ h 本征态 • 

在00时，系统加上了强度为 |B| 的，指向 z 轴方向的强磁场，则系统的 Hamilton 量 


为 


H 上 + 


e 


B 2 


2m 2m e c %m £ c 


(七 +/) 


考虑到在一般的强磁场 5~10 5 Gs 下， F 2 项可以忽略不计，所以重写 Hamiltcm 量为 

„ P 2 e 2 eB 7 
H - -+-/ 

2m r 2m e d 

SchrOdinger 方程为访¥ = "% . 方程的本征态解为 

at 

(r ， t 卜 R nl (r)r if M 咖-。 

eB 



Em 


2 m c 


于是可得方程的一般解为 


KM) = 2> n L(r)exp 


him 


n 


考虑到初始条件，则系统随时间变化的波函数为 


yr{r ,t) = ^(r) 


2 ^u e ^P|-j~] + ^-iexp 


-1 


:五 21-1( 


h 


你 0 ex P 


/ 


j ^210^ 


于是， \ 的期望值即为〈冲，，)|4|冲，，)〉_由于 4=|( l + + zj , 故 

jL 


% 士。， 




所以 


4W = {^(r,0|4k( r ^)) = ftcos-^-f 

2m e c 

(2) 所谓强磁场下自旋效应可以不加考虑，就是指电子在磁场中附加能远大于自旋一 
轨道耦合作用能的情形，即 

. 悬減 自一 〆 eV 

将已知的 e， h ， m e ， c 数值代入，得 


丑彡 10 6 Gs 
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所以，当磁场强到以上时，电子的自旋效应可以真正不予考虑. 

(3) 当加给氢原子系统的是弱磁场时，电子的自旋效应必须考虑.这时计算&随时间 

变化的期望值的主要步骤 如下： 

(i) 写出极弱磁场下系统的 HamiUoii 量 


,2 


rr A C I 

H = - ! - : 

2m. r 2 m 


^-( S . L ) + —/ 2 +—5. 

c 2 r 3 v 2 mx 2 m.c 4 


2 mx 


这是个典型的反常效应问题 _ 取耦合表象.在计算 含&项 的附加能时，可近似认为此表象 
对之是对角的. 

(ii) 写出符合初始条件4 = 4,心=+|的系统随时间变化的波函数.初始条件为 

^ o ( r ,5) = J R 2 I ( r )0(0,^)^ 

式中，执 A 分别是在表象中4 =方和&=|的本征波函数.其明确表达式 
为 


%( i % s ) = i ? 21 ( r )|( y 11 + r 1 _ l +^ () )^( a +々) 


^^-( Y n a + ^ + 也。 a + ^ 2 Y 10 fi ) 


注意 


K,a 


^31 = 

将心转化为耦合表象 




rJh 


a + 




3 






7 o(r ， iS)= r-^ 2 j(r) ^33 +-^^31 + 3 


式中4~是(^，人)的本征函数.这里能级为 


体系的随时间变化的波函数为 


%(r ， 5 ， f) = ^^i^(r) 心 exp 


^ 33 n ( iE 3l t 

— ' — + V 5 ^ 31 exp -^ 

h 2*2 力 


r 逆 2 丄/ 

>/^3 1 — ^ - +^ 3 


i£ 


exp 


±i 

h 


(iii) 直接计算 4 的期望值 


{w{r f S f t)\y/(r f S,t)} 


① C3S 为磁通量密度单位， IGpKT 4 !'. 
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5.25 不带电荷磁矩为芦粒子被约束在的无限深势阱中，在 x <0 区加磁 
场 B 0 e z ， 在 x >0 区加磁场求能量本征态及能级方程 


题 5.25 考虑无电荷但自旋为$磁矩为// 




s 的粒子的一维运动.粒子被约束在 




无限深方势阱中，势讲从[延伸到： C = [. 在I区 u<0) 
有 z 方向的均勻磁场 B =岭 2 ，在 n 区 (;c > 0 ) 有同样大小但 

指向 x 方向的均勻， M^B = B 0 e x . e xi \是 x 和 z 方向的 


L 单位矢量(题图 5.25) .⑴在弱场 极限馬 +下， 

题图 5.25 2 m ^ L ) 

用微扰论找出基态的能量和波函数(自旋和空间 ).（2) 现考 
虑馬任意，找出在I区满足左方边条件的能量本征函数％ 

的一般表达式(空间和自 旋). 同理求 n 区满足右方边条件的能量本征函数 y n . (3) 求出决定 

能量本征值£的方程. - 

解⑴无磁场时// =丑 0 ,能量本征函数(空间)为 


K 


IT . nn ( x - i - L ) 

— sin ——-- - 

L 2 L 


« = 1，2,3: 


n SmL 2 


考虑自旋，可知每个能级是 it 重简 并的， 有磁场时 /f = + 


H f 


B = 


^ o B o ^ 

^0 B 0^ 

0， 


—LK xKO 
0< a :< L 
其他 


弱场时取 M =%(太 ） 0 ， fh =^i W 


为基矢，则 


h 7\ = 丑 1' 2 =〈 a | 好 i /0 = A ) 5 。 /Vrw^iW<^=^^ 
H ! n = 〈外 |付’|外〉 = _托0 ( x)dx = - 


由 det (以-五 (1 )/) = 0 可得 


~1 T 




A 4 


土* 


A) 及 0 


基态能级为 
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Eo 


n 2 h 2 1 


8mL 2 y/2 


MqBq 


由(/^-五山/) 


( a ) 


(0) 

J >) 

(mm 

• 

loj 


可求得基态波函数 


(p 0 ^a^^b^y/ x {x) 




J 


(2) I 区波函数的空间部分为 

I 

Asinifej ( jc + L ) + Bcosk ( x + L \, - L < jc <0 

¥) k x 


0, 


x < —L 


由波函数连续可知 5=0, 再考虑自旋可得 I 区波函数( - L ^ x ^ O ) 

^ M = sin ^(^ + L )^ 




^ M = sin ^(^+ I ) 


0、 


2 m 




同理，可得 n 区的能量本征函数为 ( o 彡 






1-1 J 

fl ) 

If 


E ’！， b 。 


时，波函数为零. 

(3) 考虑全空间能量本征函数为 



0 , 


—LK x ^0 
0< x<L 
其他 


Hy / E ^ Ey/ E 


Hy/ E 




J 


\ 


亡純 I 卽 M ， 


—LK x ^0 


V 


h 2 kl B . 


2 


V 


h 2 k 

2 m 





xt 


0< jc<L 


0, 


其他 


式中， A ： 的区间与前相同.则 


e ^-^ b q =^ + Mo b 0 


2 m 

方\ 2 

2 m 


M)^o 


2 m 

n 2 k ^ n 


(未归一) 
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妍以 




考虑波函数在连续，可得 

( 召 sinm (-CsinkL-Dsink f L 


AsinkL I [ CsinkL-Dsink f L 


考虑波函数的导数在 


0 连续，可得 

， Bk f cosk %、 

Ak cos kL 


CkcoskL + Dk’cos k’L 
-Ck cosfaL + Dk f cos k f L 


由非零解条件得 


sink% sin kl 


sink% 


sin kL 


kcoskL 


0 -sinkL sink f L 
k’cosk’L -kcoskL 一 k’cask% 
0 kcoskL 一 k’ cosk’L 


sinfeX sinkL 


$ink f L 


-sinkL^ k’cosk’L -kcoskL -k’cosk’L 

0 k coskL -k’ cos k’L 


sink% sinkL 


sink r L 


kcoskL. 


0 -sinkL sink f L 

I 

k’cosk’L -kcoskL -k f cosk f L 


-4kk f smkLsink%coskL^cosk% + k f sinkLcosk%^(-k , smkL^co$k%-ksink%-coskL^ 
-ksink%coskL(k , sinkLcosk f L + ksink f LcoskL) = 0 
sin 以 ‘ sinVL • cos 比 • cos ifc i 

(k sin kLcosk f L + k sin k f LcoskL) 2 ksinkLcosk f L-k f smk f LcoskL = 0 


确定能量本征值£的方程为 


。 h 2 k 2 n h 2 k f2 D 
k sin kLcosk'L- fe 1 sin k’LcoskL 


5.26 带电粒子在磁通为卢的长螺线管穿过半径为及的双环中运动时，能级及本 
征函数 


题 5.26 (1) 一个粒子在半径为的环上做非相对论性运动时(题图 5.26( a ))， 其能量本 

征值和本征函数是什么？ （2) 当上题的环变为(题图 5 .26( b )) 双环时侮一环的半径为/?)，系 
统的能量本征值及本征函数是什么？ （3) 设粒子电量为 g ， 当一只磁通为的长螺线管穿 

过⑴及 (2) 的环中的时候(题图 5.26( c )), 这两个系统的能量本征值和本征函数又变成了什 
么？假定系统无电磁辐射. 
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解⑴ 


得 


( 2 ) 


得 


⑶ 


O 


Q 



⑻ 


(b) 

题图 5.26 


(c) 


d 2 


21 dO 2 , K / 

y/(0 + 2n) = y/(0) 


^f{0) = Ey/{6) f 1 =mR 2 




E n m 


& 帅 

n 2 h 2 

~2 f 9 

' n 2 d 2 

~2 IdO 


;j = 0,±1 ， ±2,m ， 


\f/{e)^Ey/{e) 


i^(O^4n) = i//(0) 


9 




E n (0 )= 


n 2 n 2 

~w 


0,±1,±2, 


//=^-, A ( x )) 2 =-£[ v -| A W 


2 


由于粒子运动区域里 B = VxA = 0 ，故可取 4 = ▽炉 • 由对称性知， A = A ^ e $y = const - 


Adi 


A^RdO = liiRAg 


所以有 


2nR 


e ^ ii e \ 取 只引起波函数的常数相位差 


Hy/ 


iir v _Mv4<p 

2m \ 2nh / 

~-exp ^~~r0\^ 2 expf-i-2^-<9V(^) 

2m l 2i^t J ( l 2nh J 


Ey/ 


作变换 




第 6 章定态近似问题 

6.1 用微扰论计算椭球状刚性势阱中基态能量修正 

题 6.1 (1) 证明在通常的定态微扰论中，如果 Hamilton 量可以写成 = ，其 

中丑 。办 =£。戎，则能量的修正项为〈各戎〉•⑵对于一个球形核来说，可以假定 

核子处于一个半径为 A 的球对称势阱中，势由 

0， r<R 

V sp =t 

00 ， r>R 

给出.相应地，对发生微小形变的核， 

即 

0， 

其中心即 + 2/?/3)， ki ?( l - /?/3)，且 A 《 l . 利用恰当的 / f 1 和⑴的结果，近似地求出橢 

球形核相对于球对称核基态能量的变化(提示作变量代换，化成球形势阱计算)， 

解 （1) 且不管归一化，将微扰后波函数写成 

|办〉+ 4 1 於〉+…+ 乂”》… 

为小量，好' 相对丑 0 来说也是小量 • 在 Schr 5 dinger 方程中 

(/T +// 0 )(|^)〉+ 4 |為〉+ …+ 4 1 么〉+ …） 

= (E q + AEoXj^^ + Al 為 〉+ … + A rt | 么 〉 + ...) 

只保留一级小量，则得到 

办〉+ // 0 (4|為〉+ … + A n |4〉+ …） 

= A£ g | 九〉+ 五0 ( 為 | 為〉+ …+ 4 1 &〉+ • • •) 

且左矢〈办 | 乘方程两端，利用衿的正交归一性，就得到 A £ 0 = 〈各 |/ r | 也〉. 

(2) 问题是要求解定态问题 

H 2 2 

//=-— V 2 +V 
2 m 

^ x 2 -¥ y 2 z 2 , 

在~ To ~ + 1 = 1 之内 

b l a L 

其外 

作变量代换 ， X = ^ y = %, z = y ， 则原椭球边界成为 f = 及 2 

K K K 


式中 


V 


0, 




可以认为核子处于椭球状势阱中，势壁高仍为无限， 

^ x 2 + y 2 t z 2 , 

在 一^- + 7 = 1 之内 

其外 
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2 m \^ dx 2 dy 2 



2 m 


w 92 


\ 


b 2 df b 2 dri 1 a 2 dC 2 J 


h 2 f d 




2 


2m[d^ 2 dtj 2 dC 2 


j 


方 V 2 

3m 


d 


2 


d 2 


2 


2 


drj 2 dc 2 


方 2 — ，2 


2 m 


V 


n 2 p 2 

3m 


3 


2 


d 2 


2 


3 


2 


df dri 2 dC Z 

由于# 很小，后一项可取为微扰.根据 (1) 有 


^0 = (^) I 


ft 2 /? 2 

3m 


d 


2 


a 2 


2 


2 


M 1 如 1 K 


2 


办〉 


J 


办是球形势阱中的基态波函数，. 昼^:叫 ， 


• 2 =^ 2 +7 2 +^ 2 


由于4是球对称的，应有 








dc 2 


所以 


AE ^ =0 


6 . 2 微扰论计算切去一角的无限深阱中前三态的能量修正 

題 6.2 用一级微扰论计算宽度为 a 的无限深势阱的头三个态的能量，势阱的 a 45 部 
分被“切去” 了曬图 6.2). 

解未受微扰的本征函数和相应的本征值为 



题图 6.2 



加上微扰 /T = ^ x (0< x < a ) 后能量本征值的一级 

a 

修正分别为 
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2 


所以前三个态能量准确到一级微扰论近似为 

n 2 h 2 ( V 0 2n 2 h 2 | V 0 9n 2 h 2 ( V 0 

2jja 2 2 * //o 2 2 ’ 2jua 2 2 


6.3 微扰论计算一维谐振子基态能量的相对论修正 


系 T 


题 6.3 —个质量为 m 的粒子在一维 i 皆振子势场中运动.在动能 r 与动量 p 有如下关 
" 的非相对论极限下，基态能量是我们熟知的， 为 ^0. 考虑 r 与 p 关系的相对 


2m 


论修正，计算基态能级的移动 AE 至4阶， （:为 光速、 


C 


解在相对论情形下，动能形式上定义为 


r 


T 三 E — me 


2 


yjm 2 c 4 十 p 2 c 2 - me 2 =mc 2 


1 + 


P 


2 V /2 




2 


考虑 r 与 p 关系的相对论修正至+阶 


T « me 2 


1 + 


P 


2 


P 


4 


\ 


K 


lm 2 c 2 8m 4 c 4 


me 


2 


J 


P 


2 


P 


4 


2m 8m 3 c 2 


而相对论修正项 


P 


4 


2 


可看作微扰 


8m c 

由微扰论，基态能级的移动为 


AE 


P 


4 


Sm^c 


2 


\1/4 


nh 


exp 


in 


X 


方 4 a 4 


Sm 3 c 2 dx 4 


1/4 


nh 


exp 


x 


2 


dx 


15 (hco) 


2 


32 me 2 

近似到阶的基态能级的移动为 


C 
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15 (heo ) 2 
32 me 2 


6.4 Coulomb 场中电子在微扰势 V 微扰 =/( r ) 町作用下，能级的变化 

题 6.4 — 个电子在力心位于坐标原点的 Coulomb 场中运动，若不考虑自旋和相对论 
修正，第一激发态 0 = 2 ) 是四重简 并的 ： / = 0 ,%= 0 ; / = 1 ,^= 1 , 0 ,- 1. 现考虑一附加的非 

有心势％ 找： V微扰= f(r)xy ， 其中 /(r) 是某个径向 函数 . 在一级微扰近似下 ， w = 2 能级 

分裂成几个能量不同的能级，每一个有其各自的能级移动 AE 和简并度 . （1) 有多少不同的 
能级？ （2 ) 各能级的简并度为多少？ （3 ) 设其中一个的能级移动为 A ，其他能级的能级移动 
为多少？ 

解微扰前 n = 2 能级的波函数分别为 

Z = 0， Mi = 0, 只20(厂)^)0 

I — U / W ， = 1， 尺21(尸)巧 1 

/ = 1 ， mi = 0, ^2i( r )^io 

/ = 1 , m t = — 1 , ^ 2 i( r )^i,-i 

注意到微扰 V = f(r)xy = /(r)r 2 sin 2 沒 sir^cos 炉只在和 R^r )^ 之间才有非零的 

矩阵元，决定能级移动的久期方程为 

1^0 0 0 0 

, 0 0 0 Ai 

det 

0 0 0 0 

[o -Ai 0 0 

所以 AE = 4 ( — 重简并 ) ， - 4 ( 一重简并 ) ， 0 ( 二重简并 ). 故有三个能级，能量移动为 A (—重 
简并 ) ， (— 重简并 ) ， 0 ( 二重简并 ). 



6.5 


维无限深势阱中有一小势阱时的基态能量一级修正 


题 6.5 — 粒子在有一小势阱的一维刚性盒中运动 ( 题图 6 . 5 ) V = 00 , x>i 或 ; c< 0 , 

o<x<^； y=o, ^<x<i ； 将该势坑视为一个“规 

A 2 2 

则的 ” 刚性盒 (v=oo, x>/ 或 x<o ， y=o, o<x<i) 
的一个微扰 . 求出基态的第一级能量 . 

_ L _ v=0 解对于 “ 规则 ” 刚性盒，基态能量和波函数为 



x^0 


题图 6.5 


⑼ 


n 2 h 2 


2 ml 


2， 


!/ (0) W = 


2 . nx 


一 级微扰修正为 
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五⑴： 


1/2 


dc—sin 2 


nx 


HO 


j 


b ri/2 

o 


dv* 


1-cos 


2tix 


V 


\ 


J 


b 


到一级微扰，基态能量为 


E = E {0) + E iX) 


h 2 n 2 b 


2ml 2 2 


6 .6 微扰论计算有两个小势垒的无限深势阱中能量一级修正 


题 6.6 —个--维无限深势阱在 x = 0 及; c = t 处有2 
个壁 . 2个宽为 a， 高为V的小微扰势位于 jc = L/4 和 
P3L/4 处； （题图 6.6); a 是小量(如 a«L/100). 利用 
微扰方法估计由于该微扰所产生的 n = 2 与 n = 4 能级间 
的能量差的变化. 

解一维无限深势阱能级和波函数为 



〆 

〆 

◊ 

〆 




^=0 


U4 3U4 L 


2 mL 2 


, 、 ,2 . nn 


n = l，2, 


题图 6.6 


一级微扰下第 《 能级的移动为 


图 




n 


K n 


L/4+a/2 
L/4-a/2 L 


F|sin^,dx + / ； 


，3L/4+fl/ Vlsin 2 ^xck 

ZU4-a/2 L L 


因为 a《L/iOO, 利用积分中值定理得 

2 Va 


Kn 


L 


sin 2 郎、 

lU 


+ sin 2 — 

L 




3 L 
4 


^fsin 2 H + sin 2 3^ N 
L l 4 4 


在一级微扰近似下， 《 = 2 与 《 = 4 两能级间能量差的变化为 

- E ^ ) = sin 2 + sin 2 — - sin 2 % - sin 2 3 tc 


L 


2 


2 


) 


4Va 

L 


6.7 微扰论计算有一个小势垒的无限深势阱中的基态能量 


题 6.7 —个质量为 m 的粒子在一维势盒中运动 
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oo. 


X 


> 3a 



题图 6.7 


0, a<x<3a 

V(x)^< 

0 ， -3a<x<-a 


[VJ), -a<x<a 

如题图 6.7 所示，将 W 部分视为在 6 a 长的平坦盒子 
(F = 0，-3 a < x <3«; V = oo ，|： c |>3 a ) 上的微扰.用一 

级微扰方法计算基态能量. 


解在心长的平坦盒子中，粒子能级与波函数分 




别为 

tcW 

lima 2 


n = 1 ， 2，““ 


偶宇称解为 


H 为奇数 

奇宇称解为 

w(0>(x)= & in ^ 

n 为偶数 

基态为 




妁⑼⑻=备 COS 

TOC 

6 a 


—级微扰修正为 
其中 


<0)= 鸟 

lima 2 

E ⑴ =(W 0) (x) ， Vyf[ 0) (x)) 

v= J V o ， -a<x<a 

[0, \x\>a 

£ a) = fdx^-cos 2 f—1 = V 0 

3a \6a) 0 



基态能量在一级微扰下为 


E - Ei0)+EW =^^ 




1 + V 3 
-1- 

3 2n 


6 -8 微扰势 SK 


又 


: c 2 + a 2 ’ 


维谐振子基态的能量修正 


题 6.8 —维谐振子受一小微扰势 8 V (; c ) 作用，在运动中心产生一 “微凹”，那么 
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2m 


1 2 2 
+ _17lG) X 

2 


X 

777 


+ V + 8 F 

2 m 


考虑下面两种情况 


( 1 ) 



(2) a» 



n 

mco 


分别计算该振子的基态能量的一级修正， 
提示谐振子的归一化基态波函数为 


^oW = 



exp 




且 


6x n 


X 2 ^ a 1 a 


解基态能量一级修正为 


AE = {0\5V\0} = A 


1/2 


e 


/h 


nh 


X 2 + a 2 


dx 


( 1 ) a «: 


AE = A 


、 nti / 


1/2 


-< S 0 


a(y +1) a\nn 


1/2 


dy X 


y 2 +1 a V h 


(2) a > V hfm 


AE 


x ( ，⑽、 1/2 

^ nh 


e 


2 y 2 /n 






z 




1/2 


nh 


e 


2 y 2/n dy=： 


A 


a 


2 


6.9 弹性球在缓慢移动墙之间运动时能量随时间的变化 


题 6.9 —完全弹性的球在两平行墙之间弹跳. 
(1) 运用经典力学，计算当墙勻速缓慢靠扰时球在单 
位时间内的能量变化 .（2) 证明在球的量子数不变情 
况下，关于球能量变化的量子力学结果与 (1) 中结果 
相同 .（3) 如果球处在 n = l 的童子态上，墙怎样运动 
才能保证球仍在 n = 1态上？ 

解⑴ E = ^- 

2 m 

dE p dp 

dt m 6t 



L 


题图 6,9 
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or 

由于墙缓慢运动，球为完全弹性，所以在 = S 时间内球与右墙相碰一次(题图 6.9) 

v 2 

是完全弹性的，与右墙相碰时，球相对右墙速率 不变： ^2-^| = ^ 2 +(-^)|,所以 

V 2-v 2 =2vj 

Ap = m(}>2 - v 2 ) = 2 mv I 


因球 


P p 


df 


At 


2 mvj 


v 2 

# 

2 L 


由于右墙运动缓慢 


d £ pv 2 


d ? 


p p 6 L 
L nt dt 


2 p 2 dL 2E dL 
L 2m dt L dt 


所以经典结果为 


d£ 2 五 dL 

_| _ SS —^ 1 • — 

dt L dt 


(2) 右墙不动时， 


. nW 当 
■ 2 mL 2 . 彐 

dE n n 2 n 2 h 2 


当 n 不变时 


dE n dL 2E„ dL 

-一 '■■ • ■_ ( 一 2 J _ • " *- 1 S 一 ■— _ I • I ■_ 

dt 2m j} dt L dt 

所以量子理论结果与经典力学结果形式相同_ 

(3) 当球每次与墙相撞所获得的能量远小于馬与乓之差时， 

实际上类似热学中的绝热条件). 

2 

由 £ =名 -， AE = fAp ， 得 


球仍可留在态上(此 


2 m 


由 E 2 》 A £| ，得 


AE = - 2mv l = 2^j2mEv l 


盖 ( f - l 2 )>> 2 f^ 


所以 


hl« 


3 nh 

4mL 


即右墙的运动速度远小于 


37 th 

4mL 


6 .10 在一维无限深阱中突然加上方势垒后电子的跃迁 

题6_10考虑处字长为 O . lnm 的“一维盒子”中的一个电子 .（1) 求前4个波函数并绘 
草图(将波函数归一化).⑵计算对应的4个能级并画出能级图.⑶在 （= 0 时，粒子处于 
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n = l 的态.此时突然加上一个 Vb =-10 4 eV ， 宽度为 10_ I 2 cm ， 中心在 a /2 的方势讲，保持 

5 xl ( T 18 s 后撤去.在这个微扰移掉后，体系被发现处于 n = 2 ，n = 3 ,n = 4 态的概率是多少 

(势阱的髙度和宽度对于中子与电子相互作用是特征性的)？ 

注意可用所画的图帮助估计有关的矩阵元. 

解 （1) 令 《=( Umn ， 则势可写成 

〔 0, 0< jc<a 

vw = 

00，其他 


Schrodinger 方程为 


⑽争 ㈣ 

y (;c) = 0 ， 


立刻可解出 


¥n 


^ sin ^ 

a a 


前 4 个波函数为 


2 . nx 

J - sm —— 

^( x )=：^ )1 a a 


J-sin — 
^ 2 ( x ) = < l\a a 


^( x ) = < V a a 




2 . 4 nx 
— sin - 

a a 


x e [0 t a ] 


xe [0, a ) 


XGlO.a], 打 = 1 ， 2 , … 


xs [0, a ] 


• Kx ) 



如题图 6.10 ⑻所示. 

⑵解 Schrodinger 方程， 


题图 630(a) 


由波函数的连续性可得能级 

nW _ 


2 ma 

Ex = i ^ 


n = l ，2, … 


0,602 x l ( T i() erg = 37.4 eV 


E 2 -4 E x = 2.408 x 10 ~ 10 erg = 149.6 eV 
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n«3 


E 3 =9尽 =5418 xlO _I0 erg = 336.6 eV 
E 4 =16尽= 9.632 x 10 ~ lo erg = 598.4 eV 


如题图 6.10( b ) 所示. 

(3) 未态处于 k 态的概率为 


«=2 


K 


'dr 


题图 6.10( b ) 


¥ jN；k 


2 sin 2 (% 1 / 0 /2) 

(^,/2) 2 


f 0 =5 xl 0 ^ 18 s 




理 


^2 sin M si rtoV id；c5 
a \ ^ J \ ^ / 


b= r 


rl 2 


cm . 由于可用积分中值定 


所以 


式中 


, yf 4b rr . k . kn ^ tt 
// lk = 一 VoSin—sm 一 = -2 sin 一 eV 
a 2 2 2 

H[ 2 = 0, H[ 3 = 2eV, ^； 4 =0 


= 0 

6 = ^^ Sin2 (^ 1? °) = L45X10 " 4 


= 336.6 - 37.4 = 299.2 eV 


6.11 


维带电谐振子放入电场后基态能量的移动 


题 6.1 1 —带电粒子被约束在谐振子势 V = 内，系统处于一恒定常数外电场£中， 

试计算基态能级移动.准确至五 2 级. 

解选电场方向为 x 轴，系统 Hamilton 量为 


方 2 d 2 I 

— qEx=H 〆 


式中， H , =- qEx . 

谐振子的基态波函数 

¥ q { x ) 


(♦h 輕 


exp -r v 


a = 
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抑为偶函数，所以 〈o|/r|o〉= o .由 


i n, \ x \ n } 



« + 1 




t «+I 


得 


H kn =-卿|小〉=-意<^，1 


所以基态准确到护级的能移为 


, W 


( 2 ) = y ' r 
0 


t ( q 2 E 2 /2 a 2 ) 


-nhao 


g 五 2 

2 %<oa 


q 2 E 2 

2 mm 2 


6.12 


錐谐振子在 V = a ; y 3 微扰时，能量的最低级修正 


题6_12对于一维谐振子，引入无量纲的坐标和能量变量力) 1/2 ， 

t f Jb 、 ft I * # V k 聲 ▲ & k - I . ▲ ^ ▲ 雇 爲為 ^ 


名 n = 2五„ !{ ftG > o ) 9 给出以 r 


dy 


和 v = y 2 分别为动能算符和势能的 SchrSdinger 方程. 


⑴利用偶极矩阵元仅有 ( n -^ l \ y \ n ) 


+ 1 


(和它的 Hermite 共轭)不为0的事实,求与基态 


|0〉相连的所有〆非零矩阵元的值.⑵谐振子被一个非简谐势\/，= «/干扰，求基态能量 


的最低级非零修正. 
解⑴显然 (. 




所以 


WIO 卜 




⑵因为(0|/|0〉= 0,所以一级能量修正为 0. 计算二级能量修正 


A^ = E 

狀0 


\(°l a y 3 \ n )\ 


2 


hn 


a 


㈣ 省 | 〈 0 |圳 2 


-2 


16 


a 


2 


这就是最低级能量修正. 


量子力学 


6.13 


维谐振子在与时间无关微扰下的能量修正 


题 6.13 考虑频率为叫的一维谐振子.用 /I 标记能量本征值最低从0开始*在初始 
的谐振子势上加上一个与时间无关的微扰 Hamilton 量： 我们用非微扰本征态表 
示下 VOc ) 的矩阵元代替给出微扰 VXJ ) 的形式.除非故和《是偶数，否则的矩阵元为 0. 

给出这个矩阵的一部分如下，其中 e 是一个小的无量纲常数(注意在这个矩阵中指标是 
n = 0 〜 4), 


0 -^ IT /2 


eftWQ 0 1/2 


yfm 
. 0 

- S /16 


{^3/S 0 -v57l6 0 3/8 J 

(1) 对前五个能级，精确到一级微扰，求新 能鈒； （ 2 )对 n = 0， l ， 
解 （1) 一 阶微扰论给出能级为 

所以 

K =^1(% + €ho)Q = 〔臺 + ㈣ 


求新的能量至二阶微扰 


$十岣 


E ^ hOol-^-s 


E 4 + f ^ 


(2) 二阶微扰论给出的能级为 


E o + E ^ rr—\ H， kot 

1 jM) 一妨叫 


. i 2 i ^ 

= nCOt) — b S — S — I - ^ -f- • •• 

L2 U 32 )j 

心卜 0 + & T ^ I 恥 


2 


ho ^ 一 + 0 + O -- Ho}q 
V 2 ) 2 
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6.14 一维谐振子在微扰 V 0 c ) = yfcc 2 + cc 4 下的基态能量改变 

题 6.14 质量为 m ， 角频率你的一维谐振子的势函数为 = + a 4 , 第二项比 

第一项小得多： （1 ) 证明非谐振项的一阶效应使基态能量岣改变 .(2 ) 若在势中 

加一个/项，一阶效应是什么？ 

解 （1) 由势的表达式有 


£ (1) ={ n |// (1) | n ) = c {0| x 4 |0) 


( 1 ) 


利用产生、湮灭算符，有 


1/2 


2mco 


(a^a 1 ) 


所以 


2 


〈0卜 4|0 卜^〈0|(«+^) 4 |0〉 


⑶ 


若算符4是数个与的乘积(顺序任意)，那么 

(n IAI n ) = 0 (4) 

除非 a 与/ 的数目相等.因为若不等， < n 〉 一定不同于卜〉_由正交性，式 (4) 成立.而且当 
« = 0 时，像也使式⑷为零，因为 A |0> = 0, 所以对〈0|/|0〉中非零项来自两项， 


和议山^ 1 "，利用 


| n ) = VnTI n + l ), 




⑶ 


容易证得 


〈01 aaa ' a [ 10〉= 2, 〈01 aa ^ aa } 10^ 


由式⑴，式⑶，式(6)，有 


2 


3 c 


2mm 


(2) 势函数若有 x 3 , 它的一阶效应为零.这对所有 JC 的奇次幂都适用.因为这时，上述 
算符 A 中 a 与的数目必定不相等，以至于 <0 lx 2M 10) = 0. 

6.15 一位谐振子在微扰作用下，能量二级修正 


题 6.15 质量为 讲、 角频率为出的谐振子的势为 V ⑼=4^ 2 ，必=| ， 一个小的微扰 
项，加在 V ⑼上.⑴证明基态能量的一阶与二阶修正为 
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18 k 

4 T 


< 2 ) _ 


1 ( 8 k 
16( A ： 


fim 


(2) 与能量的严格解进行比较. 


解 （1) 孖=//⑼+//⑴，孖⑴ =^ Sfcc 2 , 基本态矢组是丑⑼的本征态 |n〉，// ⑼是未微 


扰的简谐振子，它们正交归一， BP (n I n f ) = J nnl 




由式上题⑷式、式⑴知 


〈0卜 2 |0〉 


2 m<o 


这样 


E w = 丄秘一^-=丄一方® 
2 2 mm 4 k 


二阶能量项为 


e {2) = y Hjo 

j 关0 E 0 一 




〈JKa + at) 2 10 〉 


因为>0,由 a ， J 的阶梯性质导致只有 y = 2 时，不为零. 
使|0〉转变为|2〉的一对算符是，代人(3)，有 

20 2 2 ma> 


MB. E 0 =-ha) t E 2 =-hco , 代入 (2) 


( 2 ) 


2 n 




1 ( 8 k 

16 lT 


(2) 此题可严格求解，设基态能量为 


1/2 




所以微扰谐振子能量为 


2 ( m 


1/2 


( 1 ) 


⑵ 


⑶ 


2 I k 


1/2 


苧 4 [f) +a ff 
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最后一行中二次项仅在狄 《（时 有用，即 H ⑴ 《 "⑼. 从上式可见，^的一次项、二次 

k 

项分别等于微扰理论的一阶近似与二阶近似. 

通常我们无法获得精确解，所以我们求助于微扰理论.本题证明当狄时，微扰理 
论提供了好的近似. 


6.16 电场使带电谐振子能量降低 


题 6.16 质童为 m 、 电量 e 的粒子在谐振势中以历振动，⑴用微扰论 证明； 加一个 
电场〃使所有能级降低 e 2 d /(2 mfi > 2 >. (2) 与经典结果比较. 


解 （1) 加电场^后 


= -eex 


设七=# 2 1_ 2 


的本征态为|«〉，由题 6.14(6) 式可知，能量的一级微扰为 

五⑴ =~es{n\x\n^~Q 


二阶能量修正为 




这里 


H fn =^( j \ x \ n ) 


因为 


卜卜 


1/2 


2mco 


(>/n]n-l) +Vn+I « + l〉) 


所以 


/ h y /2 

(n + l\x\n)= - yjn + 1 ， 

\2 ma ) J 


-l|jcjn) = 


，私 \U2 

2ma)) 


而且 


E n - E n+l = 一賊 E n - E n q = HO) 


所以 


= e 2 s 2 — • 


^^{^ inn }=-^ 2 

2mm hco 1 J 2mor 


事实上本题与上题一样可精确求解.式 (1) 即能量变化的准确值. 
(2) 经典的势函数为 


V =—mo) 2 x 2 - sex 
2 


有极小值，当 




x~ee = 0 9 即 ； c 


se 


( 1 ) 


( 2 ) 
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这样，当在 =0 日寸，平衡位置； c=o, mmE=v=o. ^6=8 y 平衡位置 . 义 = 石公 / 讲历 2 ，代 
人式(2)，有 

…， 斤 


E-Vmn 


2mco 


由此可见，经典结果与量子结果相同，这点不用奇怪，因为结果中不含有為. 


6.17 小角度单摆的能级及小角度近似误差产生的基态能量的最低阶修正 


题 6.17 


—根长为/无质量的绳子一端固定于支点 p ，另一端系质点亂在重力作用下， 

质点在竖直平面内摆动如题图 6.17 所示 •（1) 在小角近似下 
求系统能级 .（2) 求由于小角近似的误差而产生的基态能量 
\p 最低阶修正. 

A 解 (1) 以小球平衡位置为势能零点 

/ J V = mgl(l - cos 0) w —mgW 2 

, 2 (小角近似） 

I H =^-ml 2 0 2 +-mgW 2 

2 2 6 


题图 6.17 


与一维谐振子系统比较，得系统能级为 

(n 

E n = n + — ho ), m - 

n \ 2) 

⑵微扰 Hamilton '量 


H* - mgl(l - cos 沒 ) 一 ^mgW 



- -一峽 4 


24 I 


x , 


利用♦卜^! 11 〉…存’得 


1 °)= 


士 2〉+去 |0〉 


所以基态能量的一级修正为 

£ r = (0| ff / |0) = - 


1 哪 I .方 2 


24 I 


VI2 


1 n 

一 H —= 

2 4 」 


32ml 


W 


代入 


6.18 刚性转子在弱电场中的能量修正 

题6_18 —量子力学刚性转子被约束在一平面内转动它对转轴的转动惯量是/，并有 
电偶极矩 A (位于平面内).转子放在一弱均匀电场 e 中，电场位于转动平面内如题图 6.18 

所示. 将电场看成微扰，求能级修正值. 
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解无外场作用时，■，本 
征方程为 

ft 2 aV P 

- V = Ew 

21 80 2 

解为 

1(/ = 讲 = 0 ，土 1 ，土 2，*" 

yj2n 



h 2 m 2 

~ir 



微扰 Hamilton 量为(选 x 方向为 s 方向） 

H f = -/i s ~ -fw - cos 沒 


能量一级修正为 
能量二级修正为 


E (l) = 0 

p(2) 


〈 m»〉= -尝 ^ dee {m ~ m，)d QO$d 




2 


t\m+I 




E 


( 2 ) 


M 2 € 2 21 

丁 7 


1 


1 


m - (m -1) 


2 


m 2 -(m +1) 2 


JU 2 S 2 I 1 

~T 2 ~ 4m[l 


6.19 双原子分子的转动能级及其在弱电场中的能级移动 

I 

题 6.19 双原子分子在弱电场中极化，可以处理成一个转动惯童为/，电偶极矩为的 
刚性转子在弱电场五中 ^1) 忽略质心的运动，将转子的 Hamilton 量写为丑 0 +#的形式. 

<2)求出未受扰问题的精确解.能级简并情况如何？⑶用非简并态微扰论对所有能级计算 
最低阶修正 . ( 4 )说明为什么可以使用非简并态微扰论，微扰后简并情况为何 • 

解 （ 1) E = 丄 / 2 —dEcos0 

21 21 

式中， h 0 =~J 2 , H f = -dEcosO. 


(2) 本征函数为 
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y jm (^ 


- M-j + l )， …，，为2)_ + 1 重简并 
(3) 一 级修正 


(jml-dEcosOl jm) = —dE(jm \ cos0 \ jm) - 0 


二级修正，由于 


〈川’™ 加卜 


〈 j -1， m I -dE cos 0\ jm〉= -dE 


C / + 泔 )(7 -讲) 

( 2771 )( 27 - 1 ) 


因此 


,(2>_ 2Id 2 E 2 


n 2 


(y + l - m )0' + l + m ) 


0' + m)(j - m) 


l(2j +1)(2 j + 3)[j(j + 1) - (/ -f l)(j + 2)] (2j_ + 1)(2 J - 

Id 2 E 2 [j(j^l)-3m^] 

_ ^/(/+1)(巧-0(2) + 3) 

⑷由于矿已经是在^/子空间对角化的，因此可以使用非简并态微扰论.微扰后简并 
没有完全消除，即 i 值相同而 m 值相反的那些态仍是简并的. 


6.20 电偶极矩为 P 的刚性转子在弱电场中的三个最低能级 




题图 6.20 


题 6.20 —个具有电偶极矩的刚性转子被限制在平面上转动 
(题图6. 2 0)转子对于固定转轴的惯量矩为转动平面内有一均勻弱 
电场 I 精确到五 2 时三个最低量子态的能量是多少？ 

解自由转子的 Hamilton 量为 

0 2/ ^ 2/ d ^ 2 


其本征值和本征函数容易求出 


4° 






0,±1，±2,… 


加上均匀电场£后，转子与电场的作用能为 


H ’ = -E -P = - EPcos ^# = Acos ^ 
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因为电场很弱，可将它看成微扰- 
微扰 Hamilton 量的矩阵元为 


(n\H r \m)^-^- 一 cos^ 


— m+1 + S n w-1) 


^o| W ) = £ m I w ) 
(/f 0+ iT)| ) = £| ) 


作展开 


)=E C m ! m ) 


m = 


利用 矿矩阵 元表迖式以及 | m > 的正交性，易得 


(EH — 香 |c„ +1 =o 


再设 


£ E ip) A p 


p=0 


c „ = E 

p=0 


则得各阶微扰方程 

乂 0 , 


(E (0) -4 0) )Cf) = 0 


A 1 ? 


A 2 , 


( 五⑼ 一式 ⑺以 1 ) +£ ⑴ cf) 


^-^ cz=o 


⑼ 


(E 


(0) 


E^ y )C^ 2) + E (l) Cl l) + £ (2) Cf } - ^ C^j - i 


^1=0 


假设考虑的能级为每0，则由零级方程得 


( 0 ) 


a k 3 n，k + a -/A 


上式代人一阶方程，得 


(每 0) - £f )Cf +鉀«灸 


-^ i a k S n-U + a -*4 -W + a k ^ n + l,k 



)=0 


n = 士灸时得出 


n 本土 k 日寸冬辱出 

cl 15 


1 f 1 

~2 ^(0) _^(0) + a -k^n-A,~k ^ a k^n-i-l t k + a ~k^n+l t 


2 £ f >- 4 0) 
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上式代入二级方程得 


卸) - E ，) C 〜⑺ c 如 


取《 = *，给出 


< 2 )^( 0 ) 


0從) 



( 0 ) 


0) _^(0) ^A-2 + C k 0) ) 一 2 * £-(0) _ E (0) 丁 ^k+2 


< 0 ) 


'(0) _ E (0) (O C k 0) ) + ^(0) , ^(0) ( C ! 0) 十 C 3)2) 




方] ■于基态，灸=0, C 卜 Q ,有 


Cf =cf =0 


五 (2) c (0) 一」」 1 , 1 r (0) 

0 — 4|k £(0) _ E (0) f C o 


所以 


4 2 ) 




对于第一激发态， ^ = ±1, <：$ 矣 0, 有 


泸) Cr = 4 i ^^ (C ， Cl (°) ) + ^ f ^ (C ^°)) 




lif " 成 Cl (。) _ 





护心 —ii—W 


(①丄 _ t _ L _ \ M 0 ) 


£ ( 0 )_ £ ( 0 ) £ ( 0 ) 



(0) 


C ; 


⑼丄 _ i _ \ M 0 ) 


£f - £<°> EP 


这样得方程 


4{ E ^- El 0) 



( 0 ) 


五 (2) #)07=0 


4 对 


巧 ( 。)+ 




( 0 ) 


e (2) c!? } =o 


解久期方程，得 
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^ 2) 


5/ 


=— 



( 0 ) 


4\ e ^ 0) - E 1 0) £ j (0) 


硭)= 



(0) 


对于第二激发态， k =± i , c^^o, 


4I £< 0) 


£(2) c (0) = 


4{e^-E^ £f -^°> 


( 0 ) 



所以 


£f 


= — 


4i E<°> £ 3 (0) -Ef )\ 5 h 


于是，修正到二阶的结果如下 
基态 


E 0 =fE 卜今 


第一激发态 




玛- 


21 


1 KEp ) 
6 % 2 


第二激发态 


p 2方 2 _ 1 I{Epf 

ti^y =-+ —— -^ 

2 I 15 h 2 


6 .21 两端带电均匀棒的转动能级，本征函数及其在电场中的能量修正 


题 6.21 —条长度为^质量均匀分布的棒可绕其中心在 

—平面内转动.棒的质量为 M， 在棒的每一端上分别有电荷 
+S 及 -2 如题图 6.21 所示 .（1) 用量子力学处理该系统，写出 

其 Hamilton 量、本征函数及其本征值 .(2) 如果在转动平面内 
存在一电场强度为五的弱电场，这时的本征函数及能量如何 
(只精 确到五 1 )43) 如果这个电场很强，求基态的近似波函数 
及其能量值. 


解 （1) 该系统的 Hamilton 量为 


H 


h 2 9 2 

21 de 2 


-Q 



式中， / =5 尬? 2 ,沒是棒与平面内 J 轴的夹角，如题图 6.21 所示 


本征方程为 


^ d 2 

2 / ^ 


¥ m (0)^ E m y / m {9) 


癍图 6.21 
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解此方程有 


^ m (^) = Ce ^ 


其中私 


2IE f 


• 利用边界条件〜沒十2冗)=〜(沒），有 


k m =0,士 1, 土 2,… 


再利用归一化条件有 


C 2 2 tc = 1， C 


\[2 k 


得本征函数〜⑹ 


e^, 心=0，±1，士 2. 本征值 


V 27 C 


h 2 


kl 


2 


2/ 〃‘ Md 2 




(2) 不失一般性，可设此电场£ =扮1，这样 Hamilton 量为 


H 


n 2 a 2 


2i de 2 


^ V {9) 


式中 


V 


E = - QdEcos0 


将 V ( 0 ) 看成微扰项 /f, = -QdE cos 6 


Ho 


n 2 a 2 


2 / de 2 


未受微扰的本征函数及本征值为 


¥ m m 


im & 


h 2 


2 


>/27 t 


_ m 2 = _^ m 2 
21 Md 2 


m = 0,±1，±2, 


利用一级微扰论，虽然… 1 (的及(的是简并的，但是我们有 


2 it 


〈-ml V(6>)lm) = J ~'(~ QdE ) cos &- ~- c 2M d0 = O 


所以仍可以用非简并理论 


< i ) 


2 % 


-( m \ H l \ m )= \ (- QdE ) cos9 — d0 = 0 
\ 1 *o 2% 






〈》 N m 〉 

~^ n - E° n 


2« 


厂 •(-Qd£)cos<9. e i(m ’d 沒 


(-Qm^2n{S m _ n+l0+ S m 


2n 


10 


臺 QdE [在 m _” +10 + S m _ nAQ 



所以 
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⑴ 



Md^QE 


2 


J 2 n 


e 




Md 3 QE 


J 2 n 




Md 3 QE 

I2h 7 ^2n 




2m+ 1 


1 一 2 m 


e 




在准确到 # 时 


6 方 2 m 2 


Md 2 


¥m 


\mB 


ypln 


Md s QE 

m 2 yj27T 


2m+ 1 


e 




l -2 m 




(3) 若电场很强，这时 0 必定在小角度范围内的概率大.因而近似地有 cos 0« l - +沒 2 


代人 (2) 中的 Hamilton 量中 


: L + \ QdE02 - QdE 


这类似于一个简谐振子方程，对基态有 


-QdE + 




—QdE + h 


3QE 

Mid 


n 


h 2 


QEd! _」 4mi ^ 

2 h 


8/- - exp 


j 


6 .22 对称陀螺的能级及稍不对称时能级的修正 

题 6.22 (1) 给出惯量主矩为4^/2 =/*/ 3 的对称陀螺的所有能级， （2) —个稍不对 
称的陀螺没有两个/是精确相等的， I x + l 2 ^21, A /2/« L 计算 J = 0 和 
/ = 1 能量到 0( A ) 量级. 

解 U ) 令 (%，； y ， z ) 为一附着于陀螺上的转动坐标系，体系的 Hamilton 量为 


/ 


H 


2 








1 r2 1 
=- J 十一 

21 2 

于是具有确定/， m 值的态的能量为 


h / 


2 


21 


)4 


丄 

h 


1 


m 


2 


J 
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这就是对称陀螺的能级. 

(2) 此时体系的 Hamilton 量为 

21 2 


^3 


J 


2 


△ 


4/ 2 




A 




注意到 


^|1,-1) = 2S 2 |I1) 

j^\n)=2n 2 \i-i) 


其余为 o . 

对于巧，可直接利用 (1) 中本征能量的计算结果，于是我们可计算 微扰: 

i ) 7=0. 无简并 m =0 

E^q ^Eqq ^{00\H T m) = E OQ =0 

ii ) J = l , m = 0 不简并 

h 2 

E{ o ^E 10+ {l0\H t \10) = E lQ =^-- 

I 


iii ) / = L m -± l . 二重简并， 


X 


久期方程为 
M 2 


Aft 2 


4/ 


2 


4/ 2 




0, 


4 =土 


Ah 


2 


4/ 2 


所以马分解成两条 


(± )4 嗜 4 




2 



6.23 用微扰论与变分法分别计算氦原子的电离能 

题 6.23 (1) 对每个电子用简单的类氢波函数，按微扰论计算与电子-电子 Coulomb 相 
互作用相应的氦原子基态能量(忽略交换效应)，由此估计氦的电离能 .（2) 以类氢波函数中 
的有效电荷作为变分参董，用变分法计算氦的电离能.将 (1) 和 (2) 的结果与电离能实验值 

1.807£ 0 .作比较，其中螞=|« 2 脚 2 . 


注 



% 2 


//dW ㈣ ） 施 2 

h~^| a s 
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解 


H 2 


⑴体系的波函数为卜 

少=多(〜；* 2 )為(5^，〜) 


ze ze 


基态为 


多 Oi，，2) = ^00< r 】)PlOO( r 2) 


Aoo( r ) 


z -zr 
— exp — 

w 0 l 


°0 


h 2 


AE ^{ H f ) = e 2 //d 3 r l( i 3 r 2 卜叩卜⑹丨 2 


e 


2 


、奶 dV 


r l~ r 2 

哪[-2咖+厂 2 )/%] 

r l~ r 2 



类氢原子的能级公式为 


系统基态能量为 


微扰基态能量为 


所以 


按电离能定义 


得 


五0 


2^0 


20 tc 


(2z/«o) 


5ze ^ 
J = ^~o 


4 


— — 


^2 2 
e z 

2 % n 2 


0 e 2 z 2 e 2 z 2 

== —， 丨 ■ 


% 


未计 Coulomb 相互作用 


E = -^^ 
% H 


z = 2 


lie 2 

4oq 


f e 2 z 2 5ze 2 ) e 2 z 2 5ze : 

1 一 — + -- sg - 

^ I % 8oq J 2oq 8oq 


He: z 


3e 2 e 2 1 

- — = 1.5£ q , E 0 - = —a 

4^ u 0 2a 0 2 


(2) 氦原子的 Hamilton 量为 


h =_X-¥ 


■，鐘 


r 12 、 


取试探波函数为 
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^(r ly r 2 ,Ji) = — e - 乂 ( r i 叫 ) 

K 


注意到 


-2 V 


2 


义、 


r 


«(r) 




2 


u{r% u(r) = e 


一又 r 


所以 


2 m 


mr 


w(r) 

2m 


记 ze 


Xh 


2 


m 


则有 


// = jj d 3 r t d $ r 2 0 * 




2 o 

ze ze 


e 


2 > 




0 


r nJ 


JJd'W 


h 2 a 2 


m 


(T <j e 2 

■_■ —• ■ + 1 I ■ 

r i h r l2 


0 


h 2 Z 2 2 aA 


e^ 2Ari ^ e 2 Jl 6 


m 


n 


r \ 


• d 3 r 3 + 


n 


2 


// d V 


r 2 


e 


-2 A ( r ,+ r 2 ) 


由 / 


r \2 


e 


dVj , 得 


dH 

a 7 


o , 得 




m 


2 


7 r " (uiy 


基态能量 


x = 


m 


r 


2 h 


2 


2ze 


2 -V 


) 


E 


hH2 2X ze 2 - + 5e 


2、 




m 


16 


j 


o m 


之= 2,得 


汉 2 上： 

v J e 


e 


2 


2 


- Z - 

Oq { 16 


E = -~( — 


% U 6 


2 


J 


zV d 
- —— 

2% Oq 


2 


2 


Z - A ] = £_ 

16； Oq 


可见，变分法所得的结果更符合实 验值. 


27 s 

16 j 


2 


2 


L695£ 0 
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6.24 


粒子在周期势 V = 



中的本征态及 Vb 很小时的能量本征值 


题 6.24 —个质量为 m 的粒子在周期势 

V(x) = V 0 cos\~ 

\ a J 

中作一维运动.已知能量本征态可以分成$角度沒表征的类.角沒表征的类中波函数％« 
对全体 x 满足关系 

y/{x-\-a)=Q l9 \f/{x) 

对于 0 = 的类，这一关系变成 + (反周期性 ).（1) 即使我们仍可按沒 

对本征态进行分类义取什么值时，平面波 Hx ) = 满足周期为 a 的反周期条件？ V Q = 0时 

的类的能谱是什么？ （2) V 0 很小时(％《(/1 2 /_ 2 )，用一级微扰论计算最低的两个能 


量本征值. 

解 U ) 对于平面波注意到 

_ +⑷ = e _ + a ) = e ife > ⑻ 

所以，当 A 满足 

ka = (2n +1)71， n = 0, 土1，±2,… 

时，平面波满足周期条件 

y/{x^a)--y/{x) 


相应的能谱为 


h 2 n 2 

2ma 2 


(2 n + !) 2 ， n = 0，± l ，£2, … 


(2) 当％ 《沪 / ma 2 时，微扰 Hamilton 量为 


H = Vq cos 


/ 2 itx ^ 


\ ^ / 


对于基态，自由 Hamilton 量的本征值和本征函数为 ( w = 0，- l ) 

( 0 ) _ A 



晒 

2 ma 


于是，有(在基态的表象中) 



( 0 ) 1 Jnzla 


(x) = -y=re 


Ta 


^W = -^ e- iTC/a 


H ， 


2 

^ 0 
2 


'〔0 1 

2 10 


求其本征值，得到能级的一阶修正 


五⑴=± 




2 


所以，基态能级在加上微扰后分裂成两条 
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这就是体系最低的两个能量本征值. 


E 2 


h 2 n 2 


2 ma 


2 


+1 


a 


6,25 周期性边界条件下一维运动电子的定态及其在微扰 V ( x ) = scos ^ c 下的能 
量修正 


题 6.25 —个作一维运动的电子具有周期性边界条件，即波函数在长度很大)以 

外再生 . ⑴这个自由粒子的 Hamilton 量是什么？什么是体系的定态？这些态的简并度是 
多少？ （2) 加上一个微扰 VU ) = f cos 炉:，其中是一个很大的整数)，对于动量 

为分/2的电子重新计算能级和定态直到 e 的一级项 • (3) 对于你在 (2) 的解答中，计算直到 P 
级的能量修正 .(4) 对于电子动量接近但不等于 W 2 的情形，重复 (2)( 省略定态的计算). 


解 （1) Hamilton 量为 


H 


% 2 d 2 


2m dx 2 


体系的定态为 


¥k M = 


VI 


e 


ikx 


f 2 n 

K = — n, 


L 


n = 士 1,±2, 


所有的能级 F (l)) 都是二重简并的. 


ml } 


itN 


(2) 考虑到 W 很大，故 | = f 可认为是 BriUouin 区的中点，于是取组合后的基 



2 qx 

一 me— — 


^jW = ,/-cos ^ 


¥ 2 ^) 



sin ^ 
L 2 


得到微扰矩阵元为 


e 

2 

0 


0 


s 
2 J 


€ 


一 级能量修正为 ±5. 从而精确到一级的能量级及之相应的波函数为 


2 




( 0 ) 


+ £, 

2 m ( 2 J 2 


^) = J~C0S^ 

Lj l 


玛 =) 



0) 


^_(q 

2 m \2 


2 


S 

2 


¥ iix ) 



2 


(3) 精确到二级 k 2 ) 的能级可用非简并微扰求出 
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所以 



(2) 妁〉 


2 




K - E{ 




Z 


1 


马⑼ - 

£< 0) 


2 s f L 

L 


f 。 sinA ： f ;ccos 冬 ccosf dbc 


\2 


cos “cos 私 cos 专 dx 


\2 


J 


€ 2 /4 


2 


n 2 


q 


2m \ 2 


A ^ f=E 


- y 警) 

, \{wl IVI of 


4 方 V ， 


^,>0 


l 




« 


Z ' 


E 2 _£l / 


2s 

L 


sin k^cosqx sin —xdx 

2 


2 


+ 


/ 


V 


2s CL 


2 


L 


J o cos^jc cosqx s i n . 


€ 2 /4 


2 


^_(q 

2m\2 


2 


2 m 


〔譬 


\2 


4 方 V 




Hf 


ms 


2 


e 2 


^_(q 

2m I 2 


2 


s 

2 


4h 2 q 2 
ms 2 
4 为 V 


⑷设动量为 fc = ± 


| + A |, 取波函数为 


2 


Lg 


f - 


X ， y 2 0) = '/|sin 


f - 


X 


则微扰矩阵为0,从而能级的一级修正为 0. 


6.26 带电谐振子在微电场中的能移及电偶极矩 


题 6.26 考虑一个电子禁闭在势阱 V ( r ) = | fcc 2 下的一维运动，它同时受到微扰电场 
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托的作用 .（ i ) 确定该系统由于电场 所引起 的能移 .（2) 态 | n > 下系统偶极矩定义为 
- e { x) n ,其中〈< 是; c 在态卜〉中的期望值.求有电场存在时系统的偶极矩. 


解 (1) H=-—V 2 ^-kx 2 -qFx 

2m 2 

h 2 _2 qE) 

— - V H - k X - 

2 m 2 \ k y 


q 2 F 2 

2 k 


q 2 F 2 




式中， x f = x 




因此能移为 


, q 2 F 2 e 2 F 2 


2 k 


2 k 


( 2 ) 

所以偶极矩 


( x ) 




=： — 


e^ = e^ 


6.27 求氢原子 ls ，2 p 态能级的 Lamb 位移 

题 6.27 如果一个很小的带电均匀的小球置于静电势 V ( r ) 中，它的势能为 

t/(r) = y(r) + ^-V 2 V(r) + --. 

6 

其中/■是电荷中心位置，且％是其极小半径_ “Lamb 位移”可以被认为是由于电子有这样 
的结构而对氢原子能级的小的 修正. 如果的 r 0 2 项被认为是对 Coulomb 项 = 的 
一 个微扰 ，求： 对氢原子的 Is , 2 p 能级的 Lamb 位移.把你的结果表示成及基本常数的 
形式. 


未经微扰的波函数为 


¥xs{r)^2af n t rl ^Y m 








式中， a B = 


m e e 


2 . 


解 Is 态是非简并的， 


因而能量修正为 

AE = ( ls \ H f \ ls ) 


但是 
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代入上式 


r 0 tt2 


I 


6 6 


2 


= ^(-e 2 )(-4n)S(r) = ~r^e 2 S(r) 

6 3 

A£ = j* dx^r 0 V^(r)[v/ ls W| 2 = ^ r 0 V j^ ls (0)| 


2 


妁 s (°)| 


2 


得 


AE 


2 

3 4 


由于矿是※ r ) 函数，所以只有以 0)*0 时， / r 才能起作用.但是 y 2 p “0)=0, 所以 


^2 Pm - 0 . 


6.28 电子偶素 Is 基态中单态与三重态的能级差 

题 6.28 电子偶素是将正电子作为核的“氢原子”.在非相对论极限下，能级和波函 

数除了标度以外都和氢原子一样 .（1) 用你对于氢原子的知识,写出电子偶素 Is 基态的归一 
化波函数.用球坐标并以氢原子 Bohr 半径％作标度参数 .(2) 以％为单位计算 Is 态半径的 

均方根值.这是电子偶素半径或直径的物理估计吗？ （3) 在 Is 态，电子偶素存在一个超精 
细相互作用 


式中， 凡和 / ip 是电子和正电子的磁矩 


/ 


吟 对于电子和正电子 U | = 2. 用一阶 


微扰论计算基态中单态和三重态的能级差，确定哪个能级最低.能移是多少 GHz . 求数 
值结果. 

解 （1) 由于电子偶素中电子折合质量为$，所以其基态波函数为 


^100 ( r ) 


^Jn 




3/2 


-rf2a t 


式中，％ =4 为 Bohr 半径. 


( 2 ) 


P) 


H 3 


Woo dr 


< 


1 _ 


Sn 


dx 


3a 


2 


n 


所以 




一 a 0 , 可作为电子偶素半径的物理估计. 
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(3) 加入自旋后，体系状态可由 |n/mSS z > 描述. 5,心分别为总自旋及其 z 分量 


〈100叫 |" int \lOQSS z ) = jdWm(r)[~~ )^MooW ^(^)/4 ^Z s (S z ) 


Snf e 


2 


hoo ⑼ | 2 4(€)V5^(\) 


单态， 5 = 0 , S z =0 


三重态， -S' = 1, S z = 0,±1 


可知单态能级低.能级劈裂为 


e l e l \ \ 飞 

he) Oq 3 L 2 4 」 w V: 


ife 2 ) 2 e 2 

A£a = — — — < 0 
4 \ hc ) ^0 


A V 


AE 1 =— — — >0 

nine ) a 0 


2\ 2 2 


A£ 0 = - — — = 4.831xlO~ 4 eV 
31^1 a 0 


A r 

v = —= 1 . 170 xl 0 u Hz = il 7 . 0 GHz 
h 


6.29 氢原子结合能 

题 6.29 将质子看作是半径为的带电球壳.用一阶微扰论，计算由于质子的非点性 
质引起的氢原子结合能的改变.你的答案在物理上有意义吗？为什么？ 

注整个问题中你都可以用 /? 《 a 0 这一近似，其中％是 Bohr 半径. 

解如果质子是半径为/?的带电球壳，则氢原子的势能为 


V(r) 


T 0<r<R 


/?< r <00 


及《％时，上述位势对点质子 Coulomb 势的偏离可以看成微扰 


e 2 


H 1 


0<r<R 


i?<r <00 


由于微扰引起的基态能级改变为 
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注意到 A £>0, 所以氢原子基态能级增高，也就是说结合能减小.从物理上看，如果 


将点质子模型和球壳质子模型作一比较，就会发现体系在后一种情形会附加一种排斥作用. 
另一方面，氢原子体系是靠吸引力结合起来的，所以质子的非点性质实际上削弱了体系的 
吸引作用，结果势必降低体系结合能. 


6.30 氢原子的 Is 态和 2 p 态 


题 6.30 假设原子核有非零半径 r p « 10" 13 cm, 且其电荷沿该尺寸均勻地分布.求由于 

点电荷与此扩展电荷间差异导致的氢原子的 Is 态和 2 p 态的能移. 

解在球内电子所受的力为 

F 2 f 1 e 2 
r =-e — — e r = 一一 - re r 

所以电势为 

Vj=~r 2 +C, r<r p 

V 2 =- 7 ’ r>r p 


得 

所以 









量子力学 


所以 


H ， 


2 k 


Ho 


P 2 e 2 


2 m 


(nlm\H 9 nlnij = (nl\H f \nl) 


R^H^dr 


r<r p 


，，看 4 


■3-3 


灭 10 


_r! a 


3/2 


Rn = U 6 ^ X 


—e 


• r /2 a 


考虑到这里不过是一级微扰论，而 / T 又只在核子体积内起作用. 


Bohr 半径.所以计算中可略去径向波函数中的指数项即认为 


ri a 


r p ^a , 这里 a 为 
由此得 Is 态能移 


E lo =(lO\H f \lO)^^ 

5a 


2 p 态能移 


^=( 21 (^ 121 ) 


1120a 


6.31 原子中的电子能级 


题 6.31 —原子具有电荷 Z 的核和一个电子，核半径为/?，核内电荷均匀分布.我们 
要研究核的有限体积对电子能级的影响： （1) 计算考虑到核的有限体积时的势能 •（2) 用微 
扰 i 仑计算 Pb 228 的 is 态由于核的有限体积引起的能级移动.假定/?远小于 Bohr 半径，从而 
可以对波函数作近似.⑶假定/ ? = Vl 1/3 ， r 0 = L 2 fm , 给出 (2) 数值答案，用 cm -1 表示， 


解 （1) 均匀带电球及的场强为 


>R 


4nr z E 


4n 


An 


p r 4n {R a 


r<R 


Q 


r>R 


rQ 

F ， 


<R 
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由于电子在这场中的势能为 V =-/ JWd / v 所以有限体积核的 Coulomb 势为 


Ze 


2 


r>R 


( 2 ) 

所以微扰为 


Ze 1 

^2 R 


Ze 2 



2R 


r<R 


v = v 0 +r 


r>R 


V f 


Ze 2 Ze 2 
~r "" — ~2R 


r<R 


式中 


AE ls ={lsinis) = Jj^| 2 r 2 dr. r. 4 丌 


4 ^K(0)| 2 /Vir 2 dr 


2Ze 
5 a 


2 


a = 


n 2 

m^Ze 2 


⑶令$ = 则 




2 点 ㈢ 2 _^> 2 令) 2 _位 


-x82 4 x208 2/3 


0,53 


xl(T 5 x27.2x 




L24 


10 4 cm 


7-14xl0 4 cm 


6.32 核的有限大小效应对基态能量的影响 

题 6.32 将铝原子 ( Z = 13, A = 2乃的电子只留 一个. 其余全部去掉.形成一个类氢原 

子.考虑这样的类氢原子 • 对于电子基态，计算核的有限大小的效应.即计算将核视为点核 
和将核视为物理上真实大小时(假设核是均匀带电球)所对应的两种基态能量差.分 别用： 
(1) 电子伏特， （2) 这个原子的电离能的一个分数来袠示所得结果. 

解对于球对称分布，显然在球外势为 


Ze 2 




r>p. 


P 是核的半径 


在核内电子受力为 



势为 

由势在核表面连续得 

电子的 Hamilton 量为 


V 2 


Ze 2 

V 


r 2 +C, 


C 是待定常数 



r> p 

r< p 


p2 

H = — + Vo(r) + i/’ 
2 m 


式中 


V 0 (r) 


Ze 2 


, +oo> r >0 


所以 


式中， 


>p 


V^P 




r<P 


〈100 1 ’ 1 100〉 = J*。 。0 —dr/SiVrWoWH’W 


- r a dr4(r) |! fl ] + 2 P 

o 2p [pj r 


rPZ 4 e 2 c -2ZrJe 

Jo ^ 


I_A + JL-|4r ? dr 
2 P ) 


~ = 5.3><10 _9 011 是 Bohr 半径，因为 P = V ^ 1/3 ， 巧=10 13 cm ’ 而 

ne 2 

?£- = r Q A — 3 -^ » 0.74 x 10~ 3 <ac 1 


-17x1a 


所以可取 e 


1. 于是 
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A£ = 〈 100 1/T 1100 〉 


4Z 4 e 2 rp 

~7 ~Jo 


/ 




2 p 2 p 


3 


dr 


j 


4Z 4 e 2 f p 2 p 3 , p 


a 




2 2 p IQp 


2ZV/7 2 


2 e 2 


5a 


3 


z 4 ^ 


\2 


a 


a 


(1) 因为 ^/2 a = 13.6 eV ， 所以 


AE = - 13,66V Z 4 


P 


2 




x!3.6x(13) 


4 


10 -13 27 l/3、 2 

5.3 x 10 一 9 


eV 〜 lxl ( T 3 eV 


⑵因为 = 馬 (电离能)，所以 




e )\^( r 2 


a 




E { »2xl(T 7 A 


6.33 浐 - f 原子的 Is 、2 p 态之间的能级差 


题 6.33 为测量 7 t 介子的电磁半径，我们去研究 n + ( m n+ =273.2m e ) 和 

- = 206.77m e ) 组成的原子的 性质. 假定 ti 介子的所有电荷均匀分布在半径 

r 0 =10_ 13 C m 的球壳上， m 是点 粒子. 将势能表成点电荷的 Coulomb 势加上微扰势并用微扰 
论去计算 Is -2 p 能量差 A 的移动的百分比数值(忽略自旋效应和 Lamb 移动)已知 

/ . \ 3/2 


n 2 


a ) 






2 e ^ r/a ° 


解 


/ 


/ - \ 3/2 


⑴ 



2oq 


e 


-r/2^j 


) 


口0 




V f 


0, 


r>R 


r R 


e , 


r<R 


J 


令 h=e=m 




\ 




m x + 饥 


1. 于是 
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他=〈十 V 〉= k ( 0 ) l 2 /祝， 


2 % 


\ wm \ 2 r 


2 


所求的百分数为 


A£ 2p - A£ ls 

五 2p 一 五 is 


A^is 
E 2 V - E h 


2n 1 


3 n l a 0 


• 

__ + _ 
8 2 


16[_^ 


-8.8 xlO " 6 

芯 2 p 一 


IQ - 13 

5.3xlO _9 x 


118 


^S.SxiQ- 4 % 


6.34 p 介子原子由于核体积的有限性产生的能移 

题 6.34 ^介子原子由核和束缚在核外处于类氢轨道上的 g 介子组成( 


206m e ). 


由于核电荷分布于半径为的区域内，相对于点状核，^介子原子的能级有一移动.有效 
Coulomb 势近似为 


Ze 


>R 


V(r) 


Ze 


2 2 R 2 I 


<R 


(1) 定性陈述 g 介子原子 Is 、2 s 、2 p 、3 s 、3 p 、3 d 能级绝对移动和相对移动.哎这些移动的 

所有差异均给以物理解释.画出这些态的微扰和未微扰能级图 .（2) 考虑到核 | 荷分布非点 
状这一事实，给出 Is 态能量一级改变的表示式_ (3) 假定及 /% 《 1 ，％是 ^1 介原子 “Bohr 

半径”，估计 2 s -2 p 的能量移动并证明这个移动给出/?的一个度量•⑷题 (2) 中的方法在什 
么情况下很可能不正确？这种方法是过高还是过低地估计了能量移动，给以物理解释. 

有用的信息 


¥\% ~ 2A^e 炉)， 


N 0 =1/4 




- r /2< j p 


(沒，炉) 




- e - r /2 a ^ lm (0^) 


解 （ i ) 微扰 HamiUcm 量为 


0, 
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r>R 


E 1 


Ze 2 


I 

R[2~2^¥\ ' 


当/*</?时， H f >0 t 故诸能级向上移动 • 由于 
S 态的 g 介子在~ 0区域的概率较 P 态和 d 态 
的大，故 S 能级的移动较 P 和 d 能级的大.此外， 
^量子数越大，对应轨道角动量越大，介子云分 
布越离开中心，对应的修正就越小 • 如题图 6.34 
所示，实线表示未扰动的能级，虚线表示微 
扰能级 . d 能级的未微扰能级和微扰能级几乎 
一 样. 

(2) 作为一级近似， Is 态能级移动为 
AE ls ={ ls \ H f \ ls ). 由于可将在 f 积分 

中的|^0| 2 在 r = 0 处抽出，于是 


r<R 



2 n 


Z 今 J 0)| 2 /? 2 


3s_ 3 P. 


题图 6.34 


2 t r ) Ze 2 


⑶同样 


=|吟 2 卓士扭 


瑪 p 洛"^ 2 卜 2 p (0)| 2 及 2 =0 


所以 


ae 2s -ae 2 =ae 2 


Ze 2 ( R 


s 


1 Ze 2 

SZ 1 1 ■■ • 1 

20 Oq 

式中，是氢原子的 Bohr 半径.显然，由实验测得能级移动，即可得知及的数值.若代以 
Z = 5, /? = l ( T 13 cin ， 贝！） 

AE 2 s - A £' 2 p «2 xlO" 2 eV 

( 4 )上面⑵中的计算作了及《%的近似，当 i ? 不是远小于 士时， 计算不正确.这种方 

法过髙地估计了 s 态的能量移动，因为将电子在核内的概率放大了(概率密度均取成 
kis (°)| 2 )» 过低地估计了 P 态和 d 态的能量移动. 
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635 定性解释 Pauli 原理对能级的影响，给出氨原子态能级的微扰公式 

题 6.35 ( 1 ) 对于氢原子基态和前两个激发态，用能级图 

给出它们的完全集量子数(总角动量，自旋，宇称 >.( 2 ) 定性 

一 解释 Pauli 原理在决定能级次序时所起的作用 .（ 3 ) 假设只有 

— Coulomb ^,并且知道 Z = 2 的类氢波函数标记为 | 1 S 〉，| 2 s ), 

| 2 p > 等，以及与 Z = 2 相联系的类氢能量本征值为 £ ls ，馬 s ， 

二 _ 、，•••.给出这些氦原子态能级的微扰公式，不要计算积分， 

题图 6 . 35 但要仔细解释你表述的结论中号. 

解 ⑴如题图 6 . 3 5 所示. 

( 2 ) Pauli 原理要求自旋对称的三重态，其空间波函数必是反对 称的； 而自旋反对称的 
单态，其空间波函数必是对称的.后者的电子云重叠大，所以排斥能大 ( h - r 2 | 小)，即能 

级较髙.这就是 Pauli 原理在排斥时的作用. 

( 3 ) 氦原子的 Hamilton 量为 

▽卜！▽卜 竺 -^M 

2 m 2 m r { r 2 r ! - r 2 
对于 | lsls 〉 态，微扰修正公式为 

A £ ls = (lsls 1 -^- r lsls ) 

\ Idl / 

对于 isn / (/ 代表 s ， p， …， n = 2 , 3 ,…)电子组态，有自旋三重态的微扰修正公式为 

1 I " 0 1 - 

^ni = 2 (〈 ㈣ |-〈 W ls |)|^ 7 |(| lsn /〉-|/^ ls }) 

= ^-( lsw / —-—— lsn /\--( n/ls ―-—— lsn /\ 

2 \ Iml / 2 \ h _r L / 

1 / \ 1 / ^2 \ 

— ~{ Isnl - nils ) s +—{ n/ls - nils ) 

2 \ |" 2 | / 2\ |r,-r 2 j / 


d / \ r x ~ r 2 


自旋单态的微扰修正公式为 


AE^) = (Isnl ~~ r Isnl } + / ls«/ L — ^ 


\ h-^ir 7 V 

式中，称为直接积分； ( i sn ^_ f ! 

\ r i ~ r 2 / \ h -r 2 


nils 


nils 称为交换积分, 
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6.36 圆周运动的粒子在微扰势 iT = 4 sii^ CO s 沒下的最低雨个态及其能量修正 


题 6 . 36 质量为 m 的粒子约束在一半径为 a 的圆周上，除此之外它是自由的.加一个 


微扰势 /T = A S ir ^ coW ( 其中沒是圆周上的角位置).对于能量为 


2 ma 


的两个能量本征态 


求出修正后的零级波函数，并计算它们的微扰能量修正(精确到二级). 
解未微扰的波函数及能级为 


Wn ⑼ 


\n0 


^ ， 


n = 土 1,±2, 


F _ n 2 h 2 

由此，我们只需考虑 n = ± l 的两个态，它们是简并的， 


微扰矩阵为 


L 4 

T 


将它对角化得出两个零级波函数为 


巧 ㈣ +卜 1 〉)， 吗⑴ 





为了求二级能量修正，利用公式 


但是 


所以 


M (2) = 2 




E k 


/T|n〉= ~sin2^|w〉= ^|rt + 2 〉 - 专 《 — 2 〉 



( 2 ) 


z 


r |{^i 1« + 2) - |n -2) 


2ma 





2ma 


( l - 3 2 ) + 4 


ma 2 A 2 

64h 2 
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同理，从而 

64 為 




丑2 


+ A ma 2 A 2 
2 細 2 4 64ft 2 

H 2 A ma 2 A 2 


2ma 


64h 


6-37 电子在 V (： c ) = -—， x > 0 ; V ⑻ = oo , 势中的基态能级，及基态能量的 

x 

Stark 移动 

题 6.37 距离液氦表面: c 处的一个电子受到以下势的作用 

I 4 

V(x) = -~ f x>0 9 h 常数 


[V(x) = oo, x<0 

⑴求出基态能级.略去自旋的影响 .(2) 运用一级微扰理论计算基态的 Stark 移动 
解⑴当 x<0 时，波函数V ⑶:=0,当 jc >0 时， SchrMnger 方程为 


% 2 d 2 
2 m dx 2 

注意到氢原子的径向波函数及 (r) 满足方程 

r % 2 1 d o d ' 


+ — 


^(x) = Ey/{x) 


( 1 ) 


| i 4 . d p d v 

2m r dr[ dr) 2mr 


=ER 


若以及 ( r ) = ； r ( r )/ r 代换，且取 Z = 0, 则 


( h 2 d 2 e 2 ^] 

l ^^~~7) z(r)=Ez(r) 

方程⑴、⑺形式相同，且具有相同的边界条件，娇以它们的解应该相同. 
从氢原子基态能量 




及基态波函数 


^10( r )~~T7T^ 




4 n 


a 0 


n 2 


可以得到所求的基态能量及其波函数 




mk 


=— 


WlW—TTTXC 


h^ xla 


n 2 


(2) 徼扰势为 
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V 9 - es fi x 9 


为电场强度 


于是基态的能级修正为 




0 Xla ' e£ e^--Tn^ x/a 6x 


3 -esaJ-^ 

2 2mk 


638 讨论和计算氢原子基态的 Stark 效应 

题 6 . 38 讨论和计算氢原子基态的 Stark 效应. 

解取外加均勻电场为 z 方向，对应的 Hamilton 量为 


i/ c = ee • R = esz 


:抛为 


，⑴ 


n-lj = 0 ,m = 0 \ e€z In = 1 ,/ = 0, m = 0 ) 
容是偶宇称，之是奇宇称算符，所以 丑 (1 


0 . 进一步，第二级 


效应为 


( 2 ) _ J1JI 


=e 


^ 2 E 

抽1 

i，m 


Ei ~ E n 


因为 


E n 




El 


2 9 




2 a 


这里为 Bohr 半径，所以 

Ej — E n < 0 , n^l 

-加电场只是使氢原子的基态能级降低 • 这里求和式不难进一步计算. 
元为 f = ± i ，m = 0 . 


注意不为零的矩阵 


6.39 为何氢原子激发态有线性 Staik 效应，而钠原子激发态只有二次 Stark 效应 

题 6 . 39 解释为何氢原子激发态在电场中有线性 Stark 效应，而钠原子激发态仅有二 
次 Stark 效应. 

解外电场对电子的作用能为 

H r = eE -r 

从数学上可知， 在/ 交换下，积分值应不变.即 

I 

=(-1 广 〈"|/ T |/〉( r ) 
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容易看出，同宇称态有 〈 r |/ r |/〉= o _ 

只要电场不甚微小，可不考虑氢原子中电子的自旋所造成的精细结构.这时，氢原子 
的激发态是不同宇称态的叠加态，即存在对/的简并.利用简并微扰处理，由于存在不为零 
的微扰 Hamilton 量矩阵元，因此存在线性 Stark 效应. 

而对钠原子的激发态，每个能级的宇称是一定的(对 Z 的简并已解除).利用非简单并微 
扰处理.能量一级修正 

{/ l / fM /) = 0 

二级修正一般不为零.所以，仅有二次 Stark 效应. 


6.40 计算 Stark 效应引起的氢原子 S 1/2 , P !/2 , P 3/2 态的能级变化 


题6_40 Stark 效应题图 6.40 中给出了氢原子的 n = 2 能级. S I/2 态和 P ly2 态是简并 
的，能量为句，？ 3/2 能量为今 + A . 加上均勻电场五后，能级变到巧而，设其他_级距 

这三个能级很远，不需要考虑.试决定&/ 2 ,9到£ 

P 3« 凡一 A 

- 的二阶 • 


Pl/2 


题图 6.40 


解 按题意，假设微扰 Hamikon 量矿 
在这三个能级间的矩阵元为 

卩3/2 巧/2 $1/2 
P 3/2 0 0 Z ? 

0 0 Q 




Sj/2 


其中已利用了 在空间反演下变号这一事实. 
这样，对 P 3/ 2 能级来说 




|〈 p 3/2 i / ns 1/2 )| 

H 0> 


2 


左 0 + A + 


b 


对 6/2 和 S 1/2 能级，首先要在它们张成的子空间内将其 Hamilton 量对角化，得到两个 


新能级 


|1) 


. |2〉= 


g |fi/2〉 + M|Si/2〉 
S \ a \ 


它们的能量为 
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•395. 








在0 


E 2 = E ^ 


左0 


1* 


2(- A ) 




l £ i^M 

Ef ^ E % 


b 


2 A 




2 A 


6.41 说明普通原子与氢原子 Stark 效应的区别及四个氢原子态的 Stark 能移 


题 6.41 通常观察到的原子中 Stark 效应(均勻电场产生的能级移动)与场强平方成正 


比.解释为什么如此.但对氢原子某些态 Stark 效应是场强的线性函数.解释为什么.用微 
扰计算说明氢原子基态与第一激发态的最低不为零 Stark 效应.在精确到一个整体常数范 


内，波函数为 




(2%- r ) t rl2 ^ 


21 士 1 


=土 




r/2a ° sin 


^2io=^' r/2a ° cos(9 
解 多电子原子系统偶极矩为 

d = ~ T J e i r i 
% 

I 

对一般原子，除总角动量第三分量简并外，无其他的能级简并，能量与《，/有关.而 

{ nlm \ -d *£| nlm f ) - 0 

因为微扰 H r = -d E 是奇宇称算子，上面矩阵元仅在相异宇称态之间才不为 0. 所以对任一 
定态的平均值为0,即一级微扰为 a 因此一般原子需考虑二级修正，其能量正比于电场强 
度的平方£ 2 . 

对氢原子，存在着对同一主量子数 n 不同 f 的简并，这些态之间的矩阵元 ㈣ H ，| 《并不 

全为 0. 因此一级微扰下(简并微扰)能级位移不为0,即氪原子的 Staik 效应是场强的线性函数 
微扰 Hamilton 量为 

H* = eEz- eEr cos $ 

基态非简并 

^ioo = 4^2 oqC rfa ° 

〈100 1 r cos 沒 1 100〉= 0 
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其二级修正为 


y(2) _y i l^nll 

—厶封 0) -每 0) 


第一激发态 n = 2是4重简并 


利用 Y lm 的正交性得 


2 五 2 2 


\{ nlQ \ z \ l 00 f 2 a 


n=2 


n 


44 祝 


^ 200 ^ 210 ^ 21±1 


/o = //oi = —3 eEa 


其他为 0 




-£ (1) -leEa 
-3 eEa - 


由行列式非零解充要条件得能级修正为 

E (l) = ±3 eEa t 0,0 


故能级分裂为 



y — 

I 3eE a 




题图 6.41 


Sa 


-3 eEa 


a 为 Bohr 半径.另有两个能级简并未消除 (® 图 6.41), 


6.42 只剩一个电子的离子的 Zeeman 分裂与一阶 Stark 效应 

题 6.42 考虑只剩一个单电子的电离原子在“弱”磁场中计算 /i = 2 的态的 

Zeeman 分裂 .（1) 对于电子进行计算 .（2) 对于一个具有电子质量但假设自旋为0的粒子进 
行计算 • 

解 （1) 对于电子，当外加磁场为弱场时，与之相比，旋轨耦合就不能忽略，即为反 
常 Zeeman 效应.此时 Hamilton 量为 

w= ~-^ + ^ ( ^ +2 ^ )+ ^ )s， 


2m 
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rr eB eB c 

= H 0 H - J 7 H - S T 

2m e c 2m e c 

式中， —+ #( r ) s ./; j z = l z + S z . 

2m e r 


设未加磁场时 




^ l± 2 


不考虑最后一项时， （ Z 2 ，/， 人)仍为守恒量，此时能量为 


E ^ j - hmjha ?^ 

于是，在弱磁场下，最后一项的贡献可考虑为 




eB 

2m e c 


历 zA = 令〈 ㈣I 。 J 加 ; 


m ： 


2j 


ho ) L ， 




2 ; + 2 


托仿 L ， j = I 


Eftljmj = ^nlj 


1 + TT 饥声必 L ， 

Z JJ 


j 二 i + 


1+ y ^ p h ^ j = l 


对 n =2, 有 


E i -E i +2m / ft«y /> m ： =±— 

20^ 20^ J 1 J 2 


' 3 = E ^ 

21 r ^ 2 i 


+ - mjho ) L , 


；=± l,±r 


E 2l L mj =E 2l i + 3 m ^ ^ =± I 

⑵自旋为 0 时，没有与自旋相关的效应，于是 




2 m e 


2m e c 


本征函数为 




能量本征值为 


： nim = E ^ + £： c mh 


n = 2 
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700 


五20 


E2i±,=E2,± ^ h 

五210 = 五21 


6.43 用微扰论计算在弱电场时，氢原子《二2能级的简并消除与能移 


题6_43 Stark 通过实验 表明： 当外加一均勻弱电场时，氢原子的 n = 2,简并度为四 
的能级可以发生移动.运用微扰论，忽略自旋和相对论效应，考察这个效应.特别是 (1) 各 
能级的能量的一级修正表达式是什么(不要求算出径向部分积分)？ （2) 此时还有没有简 
并？⑶画出《 = 2能级图.要求能反映出能级在外加电场前后情况.描述可观察到的起源 
于上述能级的谱线. 

解体系的 Hamilton 量 

H=H 0 +H f 

式中 




=r — 


L 2 

2mr 


H 1 = eEz , 取 z 轴方向为均勻弱电场 E 的方向 

由题意， h .《 h q , 可将 / r 当成微扰项. 

对于氢原子 n = 2的四个简并能级.我们可用量子数 (/， m ) 表示为 (0,0), (2,0), (1，1)， (1,-1). 
在上四基矢张成的子空间中， iT 的矩阵表示为 

r 0 〈oo|/r|K)〉 0 0、 

〈io|/r|oo〉 o oo 

o o oo 


oo 


式中 


〈i，oiino,o〉=〈o,oi/ni，oy 


eEj ^4 10 (r)rcos 办 200(r)d 3 r 

- SeEa ^, % 为 Bohr 半径 


解久期方程 


〈10|孖，|00〉 


〈 00|iT|l0 〉 0 


-Vt^ 


0 


= 0 


可得 
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3eEoQ 


X2) 


_(3) 


.⑷ 


SeEaQ 


(1) 对于能级的一级修正表达式为 


3eEa 0 


AE = Wi 


-3eEaQ 


⑵此时还存在简并，对应于叫 (2) = 0, vtf = 0 . 
⑶能级图如题图 6.43 所示. 


«=2 


n=2 


3eaoE 


- f 


万(》200+“210) 


«211与^2|-|的任何两 
个线性无关的组合 


3eaoE 


未加忍时 



加 F 后 


12 


( W 200" w 2 lo ) 


题图643 

_ 

由电偶极跃迁选择规则， M = ±lAm = 0 7 ±l . 由此知可观察到两条谱线 

hv l =3e«o£ } v x - 知?五 ; ^ =z2x3ea 0 E t v 2 = ^ ea °^ , 

h h 


6.44 类氢原子在均匀电场、磁场中 《 = 2 的能级的分裂 


题 6.44 考虑类氢原子的 n = 2 能级.假设轨道粒子和核的自旋为0,略去所有的相对 

论效应.⑴计箅存在均匀磁场时能级分裂的最低阶 • (2) 存在均匀电场时做类似 的対第 .(3) 当 

电场、磁场同时存在并相互垂直时，做同样的计算(任何径向波函数都不需 算； 对于其佘的 

计算，它可用参数代替.对任何角向波函数积分，一旦能够确定它不为0,则也可用_代替). 

解 （1) 取磁场方向沿 z 方向.则 

” 1 0 __ €B - 


2m e 2m e c 


•z 


此时消，/ 2 次）仍是一组守恒量，本征函数可取为 


¥nhnM9) = Kli r )ytmi^9) 


n = 1，2,3, …， Z = 0，1，2，一，/2 — 1 

拊 = -/ ， 一 Z + 


相应于 n = 2 的能级的能量为 





(2) 不考虑自旋时，《 = 2的能级是四重简并的，应的能量都是 



Z 2 e 2 1 

2ao 2 2 


对应的状态为 


#200, #210, ^211^2 M 

设电场沿^方向，则矿=從^ = 五 (^， 式中五 0=^%， V’sz/a^rcos^/a。 •由 

Y lm COS 0 = ^ (2Z +1)(2/ + ^ (2 / + 1)(2 / - iy 7/ ~ 1>m 

知道，只有当△/ = ±1，加= 0时， H f „ rm •，— *0 

("’)200,210 = J" ^200^V210^ 3 ^ = jV200 丑 V 210 〆 文 

(矿)21。，200 = J ¥2loH r ^2QQ^ x = j ¥210^ 

令 E’ = (^') 200,210 = (丑')210,200， 由 d e t |/ f A ,-£ ⑴心 1=0得 

£ 山 = 士 五，， 0,0 

此时《 = 2的能级分裂为 三条：丑 2 ± F ，五 2 ( 二重简并). 


从物理效应上看，由于 Z 的增加，电子被束缚在核附近的概率增大.所以，外加电场 
引起的能级分裂变小 (/T«^rcos0)，F 变小•若仅存在电场，则 

Z Z 

(3) 令磁场沿 z 轴方向，电场沿 x 轴方向，则微扰 Hamilton 量为 



土 l z 

2 m e c 


^ esx - 


pl z t y[lyx 
h 3 a 


式中 ， P = eBh / 2 m e c y y = 3 esa /^ 2 ,a = % fZ . 



第 6 章定态近似问题 


(4 -Vz = (4「 i ， m_ 


(" 2 -/ 2 )(/ + 讲 -1)(1+ 浓) 
(¥+1)(2/-!) 


所以 


说 = ] 


a ^ x n 


v l-l 

■^00 


此时微扰矩阵为 


l = h 
/ = 1， 
/ = 1， 
1 = 0, 


m = l ( f 3 0 0 —y 

m =0 0000 

m = '~l 0 0 —p y 

m = 0 i-y 0/0 


能量本征值方程为 


det 


其解为 



々- £:⑴ 

0 

-7 

0 

一卜 E 

⑴ f = ， 

~7 

Y 

⑴ 

)=0， 

E 0) - 
必2/3 一 

土 V /? 2 + 2, 2 


最后求得 《 = 2 的能级分裂为三条，能量分别为 


马，丑 2 土 办 T + 2 〆 


6.45 氢原子处于相互垂直的电、磁场中，求决定能移的方程 

题 6.45 —个无自旋电子的非相对论氢原子处于一个沿 z 轴的电场 f 和沿; c 轴的截场 
好中.这两个场在能级上的效应是可比较的 .（1) 若氢原子处于主量子数 n 等于2的态，说 
出一阶微扰论计算能移的矩阵元哪些为 0. (2) 求一个决定能移的 方程. 当你得到行列式方 
程时，不必进行代数计算.不要代入径向波函数的明显形式.将你的结果用 〆 在径向波函 
数之间的矩阵元来表示 ( n 为某个合适的幂^_ 

(L 土 U y )| i , m } = ± m + 1 )|/,m 土 1〉 


解 ⑴这时微扰 Hamilton 量为 


Ht = £ c l ^ eeZ 


对《 = 取基 |200〉，|210〉，|211〉，|21-1〉. 注意由 (/, ± iy |/， 故〉 的表达式可得 

^|00) = 0,/ x | ll ) = / x | l - l ) = ^| l s0 ) 


4| 10 卜#啡1〉+ |1-1〉) 


同时还注意 z = rcos ^ 
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(2101 rcos ^ 1200} = (2001 rcos^l 210} = ^|{ r ) 


式中， ( r ) = j % 3 R 20 R 2 l 6 r . z 的其余矩阵元为 0. 


于是 


0 


S ee(r} 


H 


，唇 呤〉。 


0 


4leBh 42eBh 


4 mc 


4 mc 


SeBh 

4 mc 

\HeBh 

4 mc 


(2) 由 |//-； l /| = 0, ^a = ^ es ( r) f /?= 


4leBh 

4 mc 


则 


-A a 


-入 p p 

fi -A 0 
0 -A 


得义 = 0 两重根， X ^± Jlfi 2 + a 2 . 


6.46 用微扰论证明单电子原子在磁场中的能量改变 

题 6.46 用一阶微扰论证明.对一个问题 5.10 中的原子(单电子原子/ = 1)，在磁场 S 中 
能童的变动为故寻心对应于 J = | 态，对应于 > 丄态，这里 

j j 2 3 3 2 

s - ju b BW . 

解 H = H i0 \+H {1) 


2 m U 2 J 

// ⑴ =!(4+2〜） 

ft 


孖⑼ 相应于 y = i 的一组简并本征态为 


^ 3 = 硌仅 ； $ 


2 2 


2 





? "2 




P、l = ♦- \fi 


2 2 


用简并微扰理论，将 4 个 CP 重组成4个％波函数使得 i / (1) V g 正交于则 


砹) 


( s \ n 0) \ g ) 
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我们首先计 算孖⑴ 利用下列结果 


44 =滅4; 


S z a ^- ha ; 


^ t V - 

这样 


^ 1 3 =( 和 + 為 a> = (2 卢， 《) 沒 


(1) 


2 2 


H ⑴碑 


2 


H ⑴鴿 


2 


•广 浴4 



( 2 ) 


⑶ 


//⑴ 


一 HP)s 


2 2 


4个0本身满足要求的条件，即它们就是4个我们可以不通过计算 ⑴少 就可以 

推出这一点，因为4+2心与/ 2 对易，所以丑 (1) 作用到上给出同样 w; ■的八的本征函 

数，它当然正交于不同 m ; 的本征函数 • 由式 (1) 〜式 (4) 可得一阶能量修正为 

3 

m j =-， 五 0 )= 〈為 alH ⑴ I 於 a〉= 2c 〈 ^al^a〉= 2f 


f =4， 五 (1) 


2 


4 依如+>«〉 


2 

3 


€ 


m,=~ £ 山=-没 


2 


备 - i a + 各 


€ 




同样： 对于■态有 




2, 2 




2 2 


具 Aa - 备於 


然后 


H { l ) 0 x ! 


2 2 



2^2 



P 8 


导至 
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〒—2, # = 


饥广飞 E 


⑴一 i 


6.47 /x = 2 的氢原子在静电场 s 中能级的分裂及讨论 

题 6.47 若自旋效应被忽略， 主量子数《 = 2的氢原子的4个态具有同样能量，证明当 
静电场£加到处于这些态的氢原子上时，结果导至一阶能量为五 0 ±3%從， £ G ，五、 

解对电量为 _e 的电子在沿 z 轴的电场£中的 Hamilton 量丑所以，处于 

态的氢原子的一阶能量变化为 


£⑴ 


eeju nlm zu nIm dT = 0 


原因是，态〜具有确定的 (-1/ 宇称，而 z 具有奇宇称.所以上式的被积函数具有奇宇称. 

而奇宇称函数的全空间积分一定为0,只有混合宇称的函数(即不同宇称函数的线性叠加) 
全空间积分才不为 0. 

将 An ，，七 K ) ， Moo 用数字表示为卜 4 态，我们首先计算(基于这4个态的矩阵 

元). 因为这 4 个《函数有确定的宇称，所以对角元/^=0,而且 z 与4可对易，所以 

和⑶都是4的本征态.具有相同的本征值一.由于不同本征值 m 的 M 是正交的，所以 
不为0的非对角元只有那些具有相同的 m 量子数，即《 210 和为了计算这矩阵元，令 
z = rco $0 . 于是我们有 


^34 = ^43 = eS j U 2\0 ZU 200^ V 


ee -— ( cos 2 0 sin 0 d 0 x \ r 4 z - exp ( - )dr 

、 2«o J o 0 L J a Q 

~3esa^ 


在计算；■的积分时，我们用到结果 


r n exp - dr = n ! ao +1 

0 I a o ) 


矩阵为 


0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 -A 
0 0 -A 0 


⑴ 


式中 


A = 3 eea Q 

因为未经微扰的四个态是简并的.所以我们用简并微扰 理论. 孖⑴的本征值即一阶能 
量修正.它的本征矢是 4 个《函数的线性组合.给出了未经微扰的本征波函数.从式 (1) 的形 
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•405 • 


式易看出，有两个本征值为0,相应的本征态为《 211 和《 2 ^我们需要考虑的矩阵部分相关 
于 w 2 10和 w 200 ，即 

、-4 0 > 

易证明，本征值 ; l = A ， 相应本征矢为 
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和 ; l = - A ， 本征矢为 

U 210 ^200 
~ir~ 

因为负宇称，《 200 正宇称，所以上面两个本缸矢都具有混合宇称，这样一阶能量为护， 
£°, E 0 ^3 eea Q , E 0 -3 e € a 0 . 

讨论 （1) 本题描述的 Stark 效应，从上面原因可看到，只有存在不同 Z 值的简并态存 
在，才有一阶效应 • 氢原子的这种简并发生于电子受到的核的电势具有简单的 // r 依赖 关系. 
然而在碱金属原子中，内层电子的存在使得那些具有较低的^值的价电子受到的静电势能 
从 1/ r 的简单形式发生变化，因为这些价电子穿透了内层的电子层，因此一阶 Stark 效应不 
会对这些态发生. 

(2) 在氢原子中 n = 2 的态的一阶 Stark 效应意味着这些态的原子的行为好像它们具有 
永久电偶极矩， 大小为 3 eao . 能够在外电场中与电场平行，仅平行，或成直角，一般来说 

原子和核的基态是不简并的，故不存在永久电偶极矩. 

这里我们没有讨论二阶 Stark 效应，一般来说它在所有态都会发生.它给出正比于 W 的 
能量项，这相应于感应电偶极矩. 

6.48 假定上题中的《 210 和“ 200 具有不同的能级 五() +」， E°~A , 证明 H ⑼+丑 (1) 相 
应的矩阵有本征值# ± ^ A 2 + / 

题 6.48 假定上题中的《 210 和％ 00不简并，而具有不同的 能量炉 •^和£ 0 -」.（1)证 

明//⑼关于这两态的矩阵，具有本征值五 0 ± A 2 + A 2 ,这里 A = 3 fl0 %. (2) 将这些 
本征值的极限值 ( i ) 和 （ ii ) 和微扰理论的结果相比较， （3) 画出 
# ± ( A 2 + /)" 2 依赖 s 的函数关系，将这些曲线标上尽可能多的关于本征矢的信息 .(4) 若 
态" 2 〗0和 t / 200 的波数差为 36 m _1 ， 计算使 AM 的电场左的大小. 

解⑴ H ⑼+ //⑴关于 f / 210 和 t / 200 的矩阵为 

V + d -A 、 

, -A E °- A y 

H ⑼ 给出对角元.题 6.47 的结果给出了非对角元.它们来自// (1) ，我们可以通过通常的方 
法得到矩阵的本征值和本征 函数. 若切1/ 200 是本征值为; I 的本征函数，那么 
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所以能量值近 似为炉 ± A ±(」 2 /24) ，第一个两项与简并微扰理论得出的结果相同.这一点 

是合理的，因为对于来说，最初的两态能量分离与微扰能量比很小.小的非零」的 
效应被 d 2 /24 显示. 

( ii ) 对4 «」，我们有 


(A 2 +A 2 f 2 =A 1 + 


A 2 


1/2 


A + 


2A 


能量近 似为忍 g ±」± a 2 / 2 」， 这时，最初两态的能量分离比较微扰能量很大，等效不存在 
简并，因此也没有线性 Stark 效应、二次项 ± A 2 /2」 与二阶微扰理论给出的结果一样.在题 
6. 15的£ (2) 的表式中，^ I 孖 (1) I n ) = ，而 - 士当最初态是时是2」 ， 最初态是双汹 

时是 -2A. 

⑶题图 6.48 ⑻画出了能量护土 ( A 2 + i ) 1/2 作为电场 s 的函数的曲线图.当4《^1时, 

曲线是二次的，$当它们趋向简并微扰理论给出的直线，本征函数由式 (1) 确定，代 
入又的极限值显示，对于上能量曲线，本征函数趋向 w 2 m . 当 A / zl 趋于0,而随趋 

于无限，本征函数趋于 (《 21() - K 200 )/ V ^. 对于下能量曲线，相应的极限本征函数为“咖和 
(«21。+ ^200),^^ • 


能量 



题图 6.48(a) 


(4) 波数分裂？相应于能量分离 


2 A = cosh / 
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A = Sa^es = A 

^ = ^^ = 1.4xl0 5 Vm _1 
6ea Q 

讨论 （1) 这个问题阐述了两个或更多个态几乎是简并时，微扰计算的步骤， 一 阶能量 
是 H ⑴对应简并态的矩阵的本征值.矩阵的本征矢是非微扰态的线性组合，用这种方法， 
随着// (1) 趋于0,微扰波函数一定平滑地趋向于非微扰波函数. 

⑵这里关于氢原子中 n = 2的态的分裂的计算，由于自旋-轨道效应，是相当不精细的， 
包含有自旋的 Dirac 电子理论显示于 n = 2的态有两个能级，但是相应的态并不像本问题 
中那么简单， 4 个巧 /2 态有较髙的能量而两个 P 1/2 态和两个 S 1/2 态有较低的 能量. （实际上存 
在着进一步的精细结构，量子电动力学效应——已知的 Lamb 位移使 S 1/2 态能量比 P 1/2 态提 

高 3.5 ITT 1 ， 核自旋引起8个态进一步分裂约 0.5 m — 1 ， 但是这里我们忽略了这些效应).两 

个能级差是 360 T 1 (正如本题叙述的).本题的方法可以用来计算一阶能量，计算是直接的， 

虽然有些费力，关于‘8个态的矩阵要被计算，幸运的是 8 x 8 矩阵可因式化为2个 

3 x 3 矩阵和2个1元矩阵，能量本征值的结果显示在题图 6.48( b ) 中，正如图中看到的，对 

于上面一条非微扰能量不存在线性效应，因为它只有 / = 1 的态，而低的能级含有 / = 1 和 

/ = 0态，所以存在线性 效应. 图中每一条曲线是双重简并的，相应于一个空间态(它确定能 
量)被自旋态 a 或夕 相乘. 



6.49 核视为带电球壳时绕铅核转动的 /T 介子的基态能量变化 

题 6.49 核的有限大小的效应可能会提髙基于点核理论所得到的电子能量•⑴证明 
若质子被看作一个均勻带电球壳(半径为 6) 时，由一阶微扰理论可以得到的电子基态能量相 
对氢原子基态能量改变了一个因子 (2) 为什么能量的变化对一个绕铅核转动的 f 
介子要大得多？ 

解 （1) 对点核理论来说，核外电子受到的 Coulomb 势为 

4ne 0 r 

而当核为一均勻带电球壳时，电子的 Coulomb 势为 
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V == ~4^^ r>bt 


- 上， r<b 

4ne 0 b 


所以微扰势为 




r<b 


>b 


由一阶微扰理论可知，基态的一级修正为 


E^=ju ； s V ( \ s dV 


式中 


«ls 


=Kf 


exp (- r /^) 


这样， 


£ a) = 4.^Lf% 2 fl_l] exp [z2r dr 

% 4^0 Jo \ r {^oJ 


因为 Wao«KT 5 , 所以在积分区间指数可视为 1 ，积分变为 


卞-斗 r = ip 

0 b 6 


因为点核理论的基态能量是 


五⑼ 


4 ti ^ 0 2a { 


由式⑴、式⑵和式⑶可知 


丑⑴ 


4b 2 

^4 


(1) 


( 2 ) 


⑶ 


由于為值约为 l(T 15 m ; Bohr 半径 Oo= 0.53xl(T 10 m. 所以 E ⑴ / 五⑼ ~5xlO _10 ，在这种 
情况下能量的修正是可以忽略的 . 


(2) 由 Bohr 理论可知质量为 m 绕电荷为 & 的核转动的电子，其轨道半径正比于 


2 m 


Schr5dinger 方程也给出同样的结果，所以在 f 原子中， Bohr 半径％将被 a 替代，这里 


^0 m e 


式中，％，％分别是电子与 P 介子的质量，铅核 Z 等于 82, =207 w, ，所以仏叫 / 於乂撕 . 

核半径的大小约为 4 1/3 , 4 为核的质量数，对铅是 2 08, 这样铅核 的為约 为氢的 6 倍•将这 
些因子代人式 (4) ，发现对绕铅核转 : 动的 ^ 介子而言 £ (1) / 五⑼的数量级约为 1 . 因为微扰理论 
只有在五⑴ / 五 ⑼ 《 1 时，才是有 效的； 所以以上的数值计算是不成立的，它仅仅指出£⑴与 
五⑼是同数量级的，实验也证实了这一点，相应于绕铅核的 p 介子的跃迁的能量被测量 
为 6MeV ， 而点核理论的能量值为 16MeV. 


第 6 章定态近似问题 


6.50 以为尝试波函数，用变分法求氢原子基态能级上限 


题 6.50 (1) 取尝试波函数正比于这里夕为变分参数，用变分法计算氢原子基 

态的上限，用原子常数 表示； （2) 对结果进行讨论. 

解设尝试函数为 

yr = Ae'^ f 

这里4为归一化常数，因此有 


j\y/f dV = 4nA 2 J\- 2 ^ r r 2 dr 


8 tdV 

W ) 


由式⑴可算出 


A 2 




氢原子的 Hamilton 量是 


/f V 2 -- — 

2m e Ane Q 


对波函数 r 来说，能置平均值由下式计算 


由于只与 r 有关，所以 

V 」 


-fir 


兰 

2 m 


e -^ r 2 dr 

4 財 0 r J 


dr 


^~ rTr C 




将式 (2)、 式 (4) 代人式 (3)， 给出 


(E) = 4^ 3 炉厂 r2e - 2 〜 r 

2m e Jo 

+ f 逆 〜 

L m e 4ne 0 JJo 

= -~f+—fi 2 e —p 
2m e m e 4ne 0 


( 1 ) 


( 2 ) 


⑶ 


(4) 


(5) 


上 P 、 i /3 

2m e Ans Q 

由变分法可知基态能量的上限正是尝试波函数的能量期望值的以々为变分参量的极小值 
故需求极值 


d { E )^ h 2 j 3 




4 ns 0 


= 0 


m.e 


得和#代人式 (5) 即得 
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(e ). = 

\ /mm 


e 


\2 


e 


2 h 2 i 4^ 0 J Sns 0 Oq 


这里％ 是 Bohr 半径. 


e 


(2) 事实上，式 (6) 正是氢原子基态能量的正确值，原因是尝试波函数取的形式与氢原 
子基态波函数一致.当夕■时正是氢原子的基态波函数. 

a o 

6.51 处于一维盒中的两个非全同粒子，在相互作用势;^(巧-巧）的零级波函数 
及一级能移 


题 6.51 两个非全同粒子，每个质量都为 m ， 被禁闭在长度为 L 的一维不可穿透盒中. 

系 统三个 最低能态的波函数和能量是什么？（即至多有一个粒子从其基态激发出来).若加 
一个 V ； 2 = AS ( x x - jc 2 ) 形式的相互作用势，计算这三个态的能量到/ I 第一级及它们的波函数 

到 A 零级. 

解两个粒子不全同，故可同处于基态 




h 2 n 2 

ml ? 


y/ n =—sin—sin 
L L L 


一个粒子处在基态， 


另一个处在第 1 激发态 

5 h 2 n 2 


五 12 


E 2 i 


2 ml } * 
5 h 2 % 2 

2 mlF ， 


¥n 


l sin ^ sin ^ 

L L L 


2 , 2itXi . 7i 

一 sin — L sm- 
L L L 


2 


E 


Cl ) 


当两个粒子均处于单粒子的基态，即系统处于其基态时 

= (^ 11 ， v i2 ¥i 1 ) = ^f\in 4 ^-dx 1 = 

到 A 零级的波函数为 

当只有一个粒子处在基态时，能级是两重简并的，故用简并微扰 


3 A 

2L 


// Wn V \2W\2^h^2 = JJ ^21 V 12^2^1^2 


44 sin 2 竺如 ㈣ 

L 2 Jo L L 




X 


jj ¥\^\ 2 ¥ 2\^\^2 - Jj ^ 21 ^ 12 ^ 12 ^ 1^2 = ^ 


因此久期方程 


X 

I 


E ⑴ 


X 

L 


X 

I 


X 

H 


五⑴ 


0 



第 6 章定态近似问题 


• 411 • 


得到 



( 1 ) 


2 X 

T 


E {1) = 0 


对应的零级波函数为 


4 


>/2 




6.52 


能级系统在微扰 Hamilton 量姐 下的能量最低级修正 


题 6.52 考虑由下列 Hamilton 量描述的三能级 系统： i ? = 的本征态为 

|1〉，|2〉，|3〉，且"。|1卜0, H 0 \2) = A\2), H q \3) = A\3}.(1) 以|1>，|2〉，|3〉为基底写出好! 

矩阵的最一般的 3 x 3 矩阵表示 ( A 是实数 ).(2) 当用微扰论计算孖的能谱时，发现准确到 ;I 
的最低级近似，孖的本征态为|1〉，|±)^-^(|2)±|3)),相应的本征 值为马 =-义 2 

32 

+0( 义 3 ), £-=j-A+(9a 3 ). 


A 


+ 0(A 3 ) 


E+ =A + X + 
由 ( i ) 尽可能多地确定" 1 的矩阵元. 


A 


解 U ) 因; I 是实数 


f 




i d e 

d * b f 

e f c 


Me 为实数 


(2) 能量本征值的一级近似就是 Hamilton 董在选定基底中的平均值,所以，通过观察; I 
的系数，可以知道 

〈 + ㈣ 卜〉 =1 ， {-|^i|-) = -l 

由于能级 I 2 〉 ，|3〉是简并的，故应转换到解除简并后的基底 


I 土〉 

于是以⑴，|±〉为基底，应当有 

(\ 0 0 

0 1/V2 l/y/2 

0 1/V2 -1/V2 


ll 


(|2)±|3)) 


a 


d eVl 0 


d . b f 


r 


0 


0 1/72 \ j 4 i 
{0 \/S 


f 


a 


d + e d - e 、 


~ir 

d"-e 

~ir 


1 


0 


0 


-1 


j 


由此得 
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按照在|1〉，|±>为基底 的琴的 表示，再用非简并态微扰论的结果，即得 

^ , Jt 2 ld+el 2 Z 2 \d-e \ 2 , 

K=Za-b ―!—— 匕 +—!—— L + o(l 3 ) 

1 2(0 - A) 2(0 - A) 


五 2 


% 


^ X 2 d -¥ e z 

=+ X +- 

2A 

… 作 H 2 

= A — - 

2A 


+ W 3 ) 
+ 0( A 3 ) 


与题中所给形式比较，得 

J + e = V 5， = 0 y a = 0 


得 





0 

) 


(在以|1〉，|2>，|3〉为基底的表示中). 

6.53 在三维谐振子势中两全同 Fermi 子在-;势作用下的零级波函数 
和能量一级修正 


瓶 6.53 两全同的自旋为1/2的 Fermi 子束缚在三维的各向同性的谐振子势阱中(具有 
经典频率历) 4 另外，两 Fermi 子间有弱的短程的与自旋无关的相互作用.（ I )给出能量直到 
如历的所有能量本征态的光谱学记号(从阱底部量起 ). （ 2 )写出系统适当的近似波函数(即 
至相互作用的最低级),用单粒子谐振子波函数表示，这一步是对能量至肋仿的所有态做的. 
⑶对 ■特 定的粒子间相互作用求 (2) 中态的能量，准确到; I 的第一级.结 
果中可保留积分式. 

( ^ 

解 （1) 三维谐振子仏 = n + - 其中/^2~+/;~与/均是不小于0的整数， 

\ 2 y 


两粒子系统，由系统的 if 易知 


于是 



ha ? + 



hco»(N ^3)ha> 


E 0 = (^/ 2 ) - (0,0), 只有 1 S 0 态； 

马 =勤 ，(/ 1 ,/ 2 ) = (1,0) 或 (0，1)， (S 1 ,S 2 ) = (l/2,l/2) 

所以， 有态％ 3 P 2 ， lt 。 
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1) (%，《 2 )=(2,0)或(0,2): 


E 2 -5 ho ) 


1 ) (/ Axao )， 态为 

ii ) (/,，/ 2 ) = (2,0)或(0,2)，态为 1 D 2 , 3 D 3 , 2>1 . 

2) ( w I > n 2 ) = (1,1), (/ p / j ) = (14) j 态为 1 S 0 , 七之， 3 P 210 • 

(2) 记单粒子态的基态 为％， 第一激发态为叭 m ， 式中 m = 0，± l 是磁量子数.自旋单、 
三态分别记为而和; T 撕. 

系统的态表示为 | ATL 4 S \〉， 需写的波函数为 

lOOOOOhji ^ JlVoG )， ％态 
1 ImOO ) = Zo - L(l + P n )^ 0 ( l )^ lm (2) 9 4态 







态 


m，M =0，土1 


⑶〈 1 S 。 IV 12 1 1 S 0 ^-aJ dr^S^ -r 2 ){yf Q (r x )y/ Q {r 2 )f 


vlJdr ^( r ) = - A ^~= 


3 


a 


h 


E^S o yj = 3 ho)-Z 


3/2 


2 nh 


第一激发态有 12 个态简并 (但 注意到 v 12 中无自旋量，显然 f/5| 仏| 3 & = 0) 

〈1 ImlM ; | V 12 11 lmlM } = 8 UU {lw , |V r 12 |lm} = 0 

上式为 o 是由于 s=i 时，自旋波函数对称，所以空间波函数是反称的，对 -；^ (ri _ r2 ) 积 


分为0.所以 


五( ％， i ， o 〉) = 4 方 6) 


4 


吟-又 / 2 


-2 ；lJ 峰 0 (广0)| 2 心 


a 


a 


、3 


-s/2tc 




式中，积分号下因子出现是由于妁 Jr) 的角度部分可分离为 y lm (久的.因此 


E 




3/2 


A 


27 th 


式中， m 为的本征值. 
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6.54 Schwinger 表示下的角动量的本征态与本征值及其在微扰下简并的解除 


题6,54两维各向同性谐振子 Hamilton 量为 H = ①队 + iV 2 +1)，其中= aja ^ a；,aj 

m 

=：七，[〜，~] = 0，（1)算出//，几/ 2 ，/ 3 之间的对易关系.其中 6^(^+ 化)， 
J 2=^ i 4< h -4< h )， 4=去(七-^)， （2) 证明/ 2 =/ 1 2 + /|+/ 3 2 和 J 3 组成力学量完 

全集.写出正交归一化的共同本征矢及相应的本征值 .（3) 讨论能级的简并情况及加上一个 
小微扰 V */后能级的分裂，这里 F 是三维常矢量. 

解 ⑴所给体系是一个具有两个单粒子态的 Bose 子体系. <和 q 分别为粒子产生算 
符和粒子湮灭算符 • 由于只有 | a〆 /] 不为零，利用关系式 


[ab,cd] = a[b^c\d-\- ac\b y d]-k- [a,c]bd-i- c[a,d\b 


很容易写出 


a / apa / aj ]=[ 





0 


aldy ] = -[fl2 a 2i a 2 <2 l = ~ a 2 a \ 
[—，〜] = - 


02^2 *^1^2 


4 <h 


于是 


\<A<h ，办 2 ]= a l<h - 
[//, y 1 ]=[/ f , j 2 ]=[ H s / 3 ]=o 

⑵从⑴中得到的对易关系知 ， / p / 2 , / 3 即为角动量算符的三个分量•由 


，与 J V J ^ J Z 的表示式，不难得到， 


NfN , , _ . 

，其巾 


所以，/ 2 和/ 3 互相对易，组成二自由度系统的力学量完全集， 

其归一化的共同本征矢为 


|« i «2) = (^i ^ !)" 1/2 ( a / f {4 J 2 100) 


这个态相应的户的本征值是 


3(^1 +«2) 


2^ +”2) + 1 


•/ 3 的本征值是-〜），进一步可取％ = J + ，则有/ 3 | jm 〉= ， 

’ I 加卜儿 / + 1)|加〉. 

(3) 具有相同 •/ 值的能级是简并的，其简并情况与通常角动量的相同，加上微扰 
后，如果转到 V 方向上看，由于各能级 / y 值不同，因此简并将解除. 
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6.55 求二维谐振予在势 + 下的一阶微扰效应 


题 6.55 考虑一个二维谐振子 （ k ， m ， w 均为 1) 


( P ^ Py ) + ^( x 2 + y 2 ) 


⑴最低三个态的波函数和能量是什么？ （2) 考虑一微扰 Hamilton 量 

V -—£ xy ( x 2 +)? 2 ), £<^.1 

2 

对⑴中的态计算由 v 引起的一阶微扰效应. 

解⑴ 




n l + n 2 +l = N + 1 


最低三个能量态的波函数及能量为 


^oo y) 


yfn 


exp --( x 2 ^ y 2 ) 7 


五 00 


¥\a(x,y) = J-xexp --(x 2 + 〆 ） ， ^ 0 = 2 

V n L 


¥oi(^y) = J-y^P -;U 2 + /) ， 

V n 2 


(2) 对基态，一级能量修正为 


^oo = {^ oo |^|^ oo ) = ^ 


这是因为被积函数为奇函数. 
当况=1，二重简并，则 


^11 =^22=° 


丑 01 = 2 


wfl/f 


r { x 2 +y 


2 


^xy(x 2 + y 2 )dxdy 


00 


— f f e~ (x 2 +y 2 ) (x 2 -h y 2 )x 2 y 2 dxdy = 


3 e 


久期方程为 


%-五 1 


% 


^2 i V 22 - E 


得能量修正为 


丑 10 = 五 10 土 V 12 = 2 土 


3 s 
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6.56 用微扰论计算 V = ~ k { x 2 + / + ? +切)中的能级 


题 6.56 —个质量为 m 的非相对论粒子在三维势场 V = ^ k ( x 2 + /+ z 2 + Zxy ) 中运动 • 

(1) 将 A 视作小参数计算基态能量到二阶微扰论 .（2) 将 A 视作小参数用一阶微扰论计 
算第一激发态能级. 

解 （1) 基态波函数 

¥m^y^ = ¥o( 柳从 y)y/ Q (z 、 


能量为$ 


hm . 一级修正为 


4 1 >={000|y^| 0(K)}=：0 


二级修正为 


{0A0\^-xy\n l n 2 r h ) = ^ ha)S ltH S ln S 0rh 



( 2 ) 


E 


xy ^ n ^) 


i 2 




(-/ij _n2)ha> 


i ! 

32 


所以 


Ei=nJ--—nm 

0 2 32 


(2) 第一激发能级是三重简并的，三个态为 


|100〉，|010〉，|001) 


Ak 


xy 的矩阵元为 


X % G ) 


0 10 
1 0 0 
0 0 0 


于是一阶能量修正(即上述矩阵本征值)为 

却)= 0， 


Xhco 


Xhco 


所以第一激发能级分裂成三条 
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6.57 两原子由相互作用势 W 字作用时的零级波函数和一级能量修正 


题 6.57 考虑两原子间 van de Waals 力的下面模 
型： 每个原子由一个电子通过势 = 束缚于 

—非常重的核所组成.假定两原子间沿 x 轴分开为 

，且存在一相互作用 v 12 = a ^^( 忽略 




d 



d 


d » 


h 


题图 6.57 


全同粒子不可分辨这一事实，如题图 6.57 所示 ).（1) 考虑当，= 0时整个系统的基态，给出 
其能量和含 rWr 2 式的波函数■⑵计算由 V 12 产生的最低阶非零的能量修正池，以及波函 
数修正 .(3) 计算两电子沿 x 方向的分离的方均根值，近似到#的最低一级. 


^0( 又) = (^|0) — 


/ 


\ 1/2 


e 


2 h 


y/^{x) = (x\\) 
{n\x\m) = 0 y 

{n-l\x\nj = 


、 l /2 


xe 


2 h 


2ma) 
yfnh 

， 攀 

湳、 1/2 


2mo) 


(n +1 /i 〉 二 


f (n + \)h 


\ l /2 


V 


2ma) 


解 （1) 原子核很重，可认为不动，体系的 Sc _ inger 方程为 ( r ,， r 2 以各自的核为 


原点) 


-盖网 + 4 卿 乂 2 + 。 2) + 


2 




当 A = 0 时，体系相当于两个独立的三维谐振子，基态的能量和波函数为 



[ 0) = 3ho 



( 0 ) 


( 厂 1 ，巧 ）=㈧ 妁 (: y 2 )(/ 0 ( 22 ) 


4% 


e 


in 


(十 + 心 


( 2 ) 


^\ 0) = ¥\ )^o (Ji )r 0 (^1 )¥i (^2 )^o (y 2 ¥ 0 (^ 2 ) 


( 0 ) 


3ha> + 2h<i) = 5ha) 


K 十 0 ( 卞 



( 0 ) 


_0e 2 h 
2d 3 nw 

其他矩阵元 i/k (w = 2 , 3, …)为零，故 v 12 所产生的修正在々最低阶的能级和波函数为 


^((om 
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E 0 ^ E ^^{0\ H l \0) 


KL 

E 0 ~ E l 


4 °) - 




2 ha > 


if 


h 

2 mo > 


=勤母读々 2 

.一 /o 、 H%f\ 一 -/m __ 


Pe 1 


n^r^-r^V^ (0) =^ 0) -5 

t Q — 心 4 d 


2^1 


( 0 ) 


(3) 令 5 12 = ^ 


A ，则 

ipn ) = ( a : 2 ) - ( a ^ ) = 0 , 


1 和 2 交换％不变 


〈姑〉 = 〈< + X 2 - 〉= 2〈巧 2 〉 - 2 〈 j ^ 〉 


〈峽〉 



(0) 





( 0 ) 


平 2 


R ⑼) 


~2 l ((0\ x \ l)f =-A 


+ C.C. 


式中 


Pe 1 


4 d 


2 






^!^ 0) - X ^ (0) j ^ 2 1 ! P ^ 0) - X * P t (0) ^ 
( o \ x 2 \ o ) ^ Z 2 ( l \ x 2 \lj 
〈0卜 2 |()〉+ 0(/1 2 ) 


由 Vidal 定理知 


(° k 2 l °}= i ^ 


所以 


2 




+ o ( A 2 ) 


于是 


〈$ i 2 2 〉 = 2 〈4〉 - 2(^^) 


-—+ 义 + o(A 2 ) w 一 ^-(1 + 2A) 

no mo) mo) 


最后可得两电子在 JC 方向的间距的方均根为 


从(“ S l2 fj y d 2 + 2 d ( S l2 ) + ( S l2 ) 


+- (1 + 2 A ) 

mco 


» d \ 1 + 


Imcod 


M ) 

mod 2 J 
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6.58 


维各向同性谐振子在微扰 _ 下的能级分裂 


题 6.58 三维各向同性谐振子(自然角频率为％，质量为 m) 的第一激发态是三重简并 
的.用微扰方法计算由于微扰/ T = 是常数)引起的这三重简并态的能董分裂至第一 

级.用未微扰三维谐振子的波函数表示三分裂能级的第一级波函数.已知对一维 i 皆振子 


〈沒卜卜+ 1〉= 


(n + 1 )^ 
2ma> 0 


解未微扰的能量本征态可写为 


n x n y n z ) = \n x )\n y )\n z ) 


式中，|«〉是一维谐振子第《个本征态. 

i2j^) = |iOO), |^ 2 ) = |010), hHOOl〉， 则 


H ， 


Inuo , 


0 


0 10 
1 0 0 
0 0 0 


于是解下面久期方程 


H ，一 E 


⑴ 


0 


得 



( 1 ) 


0, 




5 


Eq = — ha ), 


2mco 0 


E + =〜荇 似土- ， 
一 2 2mo) 0 


|外〉 H%〉 = I⑻1〉 

ki)=^(|ioo)±|oio)) 


6.59 微扰 /r = U[A，// 0 ] 作用下，算符的基态平均值 

题 6.59 —个量子系统由 Hamilton 量7/ =好 0 + //'描述，其中 = 丑是一个加 
在非微扰 Hamilton 量// 0 上的微扰. A 是一个 Hermite 算符，又是一个实数•设 B 是第二个 
Hermite 算符，而 C = i[B， 斗⑴设算符先 B 和 C 在非微扰(非简并)基态的期望值已给出， 

分别记为 〈A〉 0 , { B ) 0 ^( C } 0 . 当微扰加入时，求出 S 在微扰后的基态上的期望值至；I的第 
•一级 .(2) 将这个结果试用在如下三维问题上 

3 ( p2 | 、 

H 。二 Z + , H f = Xx ^ 

f=l ^ ^ l / 

计算基态时〈^〉 (h 1,2,3) 的期望值至; l 的最低阶.并将这个结果与精确的期望值相比 
较_ 

解⑴设系统非微扰的本征态及对应的能量分别为 |jfc> (()) ， 

即轉 〉 ( 0) =£f | 灸 〉 (0) 
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先求基态的一级微扰近似解，一般矩阵元为 


H f n0 = (0) 〈叫畔广= m ( n \ iAAH 0 - UH 0 A \ Q ) 


( 0 ) 


(0)/ hU ⑼ 


U(4 0) -£fV’ 〈 n |Aj 。〉 


所以，一级微扰近似下的基态为 


| o ) = | o )(0,+ Sra |w) 


( 0 ) 


(l-U{A) 0 )|0) C0 ^X^ (0) {«M0) C0) !n) (0) 


由此可得 


_0〉 


1 + 


叫4))(°)〈。1+(，£((°)〈+|0〉 


i 中〉 >〉( 0 )+ i 4(°)〈+|0〉(° V 〉 


⑼、 （0) 


( n l B 


( 0 ) 


m -0 


( B ) 0 - A m {0\ iAB ~ iBA \ of 0) (® 

(4 + ^ ( >| c | o ) CO ) ={5) 0 + ^{ c ) 0 


(取到; l 的一阶) 


式中，用了>〉 ((>) 的完备性 


( 0 )( 0 ) 


(灸 1 = 1. 


k 


(2) 根据已给的条件 


3 „2 1 、 

ff 0 =Z ■^屮-賴 2 #， 


H ，= Xx ^ 


可看出相应的它使以=^[ 4 /^]=：%. 


r f-* ， • 1 ‘ " V /y ， 

nw h 

设5 = 6，相应的 C 为 


同理，设5 =文 2 ，有 


对忍=々 


C ,= i [5, A ] = 0 
{ x i ) = { x t ) o ^ A ( C i ) o : 

{^ 2 } = 0 

■ ■ 
C 3 = i [ fi ， A ] = i & 

mm n 

— 

〈 C 3>0 = ~ l ~2 

ma > 

⑷ + 3 〉 o 碑 3 〉 0 =-^ 


m < o 2 


现在考虑 H = H 0 + H f 的精确解 
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//=艺 

/=1 


2 




2m 2 


—mo> 2 xf 




01 


(文】 ） +好02(*^2) +好03々 


X 


\ 


2 


乂 2 


2 ma ) 


2 




方2 ^ 2 

|^*^2- + ^ mco 2 x ] 是一维谐振子，所以加上微扰; Uj 之后精确的基态波函数为 


|0) 


、他 


3/4 / 

exp 

V 


2 [ mo ) 

p Hi 


4 


xexp 


) 


in 


a 




2 


2 


则有 


〈文1〉= 0， {^} = o, 〈5〉= - 


X 


1 


结果与微扰论所得完全一致 


k 2 


6.60 三维谐振子在微扰 AV = A ^+|^ c 2 >^ 2 下基态能量修正 


题 6.60 —个粒子在三维谐振子势阱中运动 


V ( x , y t z ) = -- mm 2 ( x 2 ^ y 2 + z 2 ) 


k 2 


—个形式为 AV ^ kxyz -^ — x b 2 z 2 的弱微扰加在粒子上，其中灸是一个微小常数(注意同一 

常数在两项中都出现 ).（1) 计算基态能级移动到灸的二级； （2) 用一个与微抗 论无 关的论 
据，求系统基态； c 的期望值. 

注意 一维谐振子最初几个波函数给出如下： 

\1/4 


基态. • 


¥ q { x ) 




exp 


2 h 


x 


第一激 发态: 


¥\ W = 


\1/4 


、 nh 


j 


2 ma ) 




h 


jcexp 


x 


2 


J 


第二激 发态： y / 2 { x )^ 


1/4 


nh ) yfi 


2 mo 2 . 

丁卜 1 


j 


mo 2 

exp, 


解 u ) 粒子在三维谐振子势阱中的基态为 

步 o(U ， 之） = Wo(x)y/ Q (y)y/ Q (z) 


3/4 




exp 


2 


2 h 


(x 2 + y 2 ^z 2 ) 


先考虑一级微扰近似 
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㈣ ! 


k 


2 


j6r0 o (x,y,z)^ kxyz^~x 2 y 2 z 2 


^ o ( x ^ y ^) 


j 


3/2 k 2 


Tth 


x 2 exp 


h 


x 


2 



(h k 2 

K 2mo)J ha> 

要计算能级移动到（的二级，还必须考虑』项的二级微扰修正.矩阵元为 

{ n \ AV f \0) = J d 3 x 0 n ( x 7 y y z )( kxyz )0 o ( x t y , z ) 

f +<o ^+<o f+oo 

1 ¥niiy)y¥o{y)^y^ ¥^^)zy/ Q {z)Az 


k 


， n 、 V2 


2mo) 


<5(% - \)S{n 2 -l) 5(/23 -1), n=n i +/12 +r h 


二级修正为 


㈣ 


2 


n 赛 Q Eq — E n 


2 


k 2 


h 、 


2mo) 


3 


Eq - E 3 


h V k 2 


2nuo) 3heo 


所以计算到的二次的基态能级移动为 


AE =： {AE\ + (AE) 


2 k 2 


2 


3 ho) 


h 


3 


2meo 


(2) 因为7 +廣^在文4-太，少下不变，所以丑 ( jc ， j ^) = ^(- a :, u ). 而基态波函 


数又是非简并的，所以 


y/(-x,-y 7 z) = iff(x y y y z) 


于是 


〈文〉=⑽ ， 平) 


y^{x\y\z f )x f y/(x\ y\z'Wdy'dz 



¥ (x 9 y,z)-x^y/{x,y f z)dxdydz 


~{ x ) 


式中，用了变换/ = -; c ，/ = -： y ， Z 、 t 所以 


同理得到 


〈文〉= 0 

(》= 0， （2〉= 0 


所以 
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6.61 自旋1/2的三维谐振子在微扰下的基态能量修正 


题 6.61 —个自旋 | 粒子在球对称势 V = | 麵 V 中运动，并受到微扰因 

此总 Hamilton 量为// = + fT ， 孖=# + -ma) 2 r\ E^Xa r, 求基态能量改变到微扰孖， 

2m 2 

的二阶. 

解 未受微扰前基态是二重简并的，自旋沿 z 轴向上或向下. 

处理简并能级的受微扰问题时，如果将微扰 Hamilton 量对角化后仍不能消除简并，就 
应该将矩阵 

圆4學夢刪 

对角化以求新的能级位置，这就是二级近似中简并的解除. . 

以 | 心 ，七 ,n z ,t)m\n^ny 9 n z A) 标记各个未受微扰的量子态， n x ， n y ， n z 分别是粒子在； c ， 

y ， z 三个方向上的振动量子数， T ( i ) 表示粒子自旋沿 z 轴向上（向下).由于 
E \ t n yt n z =(n x +n y +n z +|)^ ,可写出该 W 矩阵的矩阵元为 

(ooot|w|ooot) 

-； l 2 〈_ 个 | a . r |001 个〉〈001 个 | cr . r |0 QQ 个〉义 2 〈000个 | cr . r | l 00 i 〉〈10( U | o - r |000 个〉 


— ha ) —— ho ) 
2 2 


— fid ) ~ 一 ftd ) 
2 2 


； 1 2 〈 000 个卜 rj010l 〉〈 010i 卜 rjooo 个〉 


— hco - flG ) 

2 2 


X 1 


1(000 tjcr z z|ooi 个 〉 I 


2 


2 

t|or^|l00i)| |((X)0 t|cr y< y|oi0^)| 


2 


-% G > 


一 ho > 


-hm 


_ 3A 2 

2mm 1 

在计算中要用到 


㈣ 輕 i 〉= 店 

(0( X )| jcl 00 l ) = (000| y |00 l }-0 


同样计算可得 
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( oooi | w | oooi } = - 
( ooot ] w ] oooi)=o 


3X 


t 

2ma> 


其本征值为- 


3A 


2mco 


(二重简并). 


这说明，到二级近似，简并仍未消除.基态仍是二重简并的，能量为 

3 + 3 X 1 

-fiCO - r 

2 2卿 2 


6.62 球形腔内的粒子在弱磁场，弱电场及极强磁场中基态能量修正 


题6_62考虑一个被束缚在球形腔内(半径为螞)的自旋为0, 质量为 m 、 电荷为 e 的 


粒子，势阱的能量为 


V(r) 


0 , 


t\ = r<R 0 
x - r> Rq 


( l ) 求系统的基态 能量； （幻假设加上一个强度为 I 糾的弱均匀磁场，计算基态能级的 移动; 
(3) 假设加上的是强度为问的弱均匀电场，基态能量是减少还是增加？只需写下结论(不需 
推导公式 ).(4) 如果加上的是强度为 | sj 的极强磁场，基态能量的近似值又是多少？ 

解（ I )在上述势阱中运动的粒子的径向方程为 




k 


2 


/(/ + 1 ) 


R=0, r < 


式中， k =^2 mE / n 2 , 而边界条件为及 ( r )| i =0. 

弓 I 进一个无量纲变数户=虹，上述方程可重写为 


d 2 i ? 2 dR 

-1— _ ^ 

dp 2 p dp 


1 (!+ 1 ) 


R = 0 


上述方程在 P —0 时有界的解为 ^( p ). 于是径向波函数为 


式中，是归一化常数 
由边界条件得 




MkRo):0 


此方程的解是分立的 


kRo 


•n r i 


1 ， 2,3, 


所以粒子的束缚态能级为 


式中，系统的基态能量为£ 1() 


h 2 n 2 


1,2,3, 




2mR^ 
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(2) 假定所加的均匀弱磁场方向沿 Z 轴，则矢势可取为 


B b 

4 = ^ 4 = 0 


系统 Hamilton 量为 


H 


2m 


2m 


eB 

p ^ Tc y 


p 2 -~(xp 

c 


eB 

+|心-一文 


2 


p 2 z 


+ V ( r ) 


Ju2 

yp x )^^~ r ^ 2 ^ y 2 ) 


Ac 


+ V(r) 


2m 


P 


2 


c 4c 2 


(x 2 + y 2 ) 


+ V(r) 


5 是弱场，所可看作微扰.而当系统处在絲时， 
只需考虑 B 2 (x 2 + y 2 ) 项的效应. 


0 


由 (1) 中结论，基态波函数为 


wix,e,(p) 


2k 


2 


Ro 


Jo ( kr ) Y oo (^< P ) 


根据微扰论 


E {1) ^ly/{r,e,<p) 


e 2 B 2 


8mc 


2 


{x 2 ^y l )if/{r,e,<p) 


1 


\ 


2n 




Ylmc 


2 


其中用到了基态能量条件 kRQ=x l0 =n. 

(3) 假设加上的是强度为I句的弱均匀电场，基态能量是减少的. 

⑷假设加在系统上的强度为 | 糾的磁场是一个极强磁场， 则此时 粒子可看成是一个平 

面转子或二维谐振子，^■聊 2 =士#.基态能量近似为 

2 . 2m 4c 

e R 

E 0 = hco = ~n 

2mc 


6.63 三维谐振子在均勻电场，均匀磁场中能级的简并度及能量变化 

题 6.63 —质量为 m、 带电荷 g 的粒子在三维各向同性势阱]/=丄知 2 中运动，⑴求 

能级及其简并度 . （ 2 )加一均勻电场后，新的能级及简并度如何？ （3) 如果代之以加一均句 
磁场，最低的四个态的能量是多少？ 

解⑴三维势阱 

H = S v 2 + ¥ r 2 = H J H ， H : 


式中 


量子力学 


^ a 2 . 1,, 


Hi = S ’ 兄卞 ’ 


x 9 y 9 z 


其能级为 


M = rt x + n y + n z 


故 o 




写成 


n y ^n z =N-n 


得简并度为 


/ =£(Ar_ njc +l)=-(iV + i)(N + 2) 

n^O I 


(2) 设 z 方向加均勻电场£ 

2 , 

H=[- + -kr 2 -QEz 

2m 2 


Py 


丘 + -ibc 2 + - + -ky 2 

2m 2 2m 2 


2m 2 


f) 


2 


Q Z E 2 

~w 


与⑴比较得 


E N ^ N ^- jha > Q -— Q 2 E 2 

f=~(N + l)(N + 2) 

2 

(3) 设 z 方向加一均匀磁场 S 在柱坐标下,取矢势 

=4 =0 


得 




2 m 


/7 2 --^-p.A + -^-A 2 +r 


2mc 


h 2 


；^ V? + 2 ^ V J + 

H ^ H z to > L z 


\2m 


~ kp 2 ^-^ kz 2 (因为 ▽.A = 0) 




式中 


▽严 =W+V 2 y ， 


Ml 

2Mc 


’ 2 - Q ) 2 + G)l 


+号对应于 G 是正值或负值. 


于是 H f 为平面轴对称谐振子 Hamilton 量，义为 z 方向一维谐振子 Hamilton 量. 所以 
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式中 


四个最低能级为 


>1 ..mm 


(2n p +l+\m\)h(0 , 


/ 


+ 


Hz + 2 


ha>Q; mhw 




W + 丄方 




2 


% 


+ 2n p h0 f + 


m 


hco f T m% 0 ^ n ho ) 0 


n 夕 =0 ， l ， 2，… 

n _ ^ =0，1，2，一 

m = 0, 士 1， ± 2, 


E 0 




E 2 


- % Q) f + — H ( JOq 

1 1 

ho) f +—h0 o + h(o> f -a>) = 2hct) f -hw^—hm 

2 2 

+ ^ ho > 0 + ha ) 0 = ha> t + ^ hcD 0 1 


E 3 =知/ + —^^)+2方(必’-似)= 3方6/-2方必+ —方必 0 

2 2 


能级顺序的依据是 


(O 


'-<y = ^jo) 2 - ¥ o) Q 2 - a) < o) 0 < 2{a/ - m) 


6.64 原子在弱磁场及强磁场中的能级分裂 


题 6.64 (1) 描述由弱磁场导致的原子能级劈裂.讨论中须计算 Landeg 因子(假定 U 

耦合 ).(2) 描述在强磁场中原子能级劈裂情况 ( Pascten - Back 效应). 

解考虑 Lamieg 因子，系统磁矩为 

M = + g s S)^^[gij + (g s ~gi)S] 

式中，凡为 Bohr 磁子.取磁场沿 z 方向，则由磁场5导致的 Hamilton 量变化为 


= ~i t Mo^j x -(g s -gj)^BS z 


(1) 系统的 Hamilton 量为 


2 


2 m 


取尸， y 2 , 人的共同态，则有 


( H 0_ =(^ nlj - StMo Bm j )^ n l jmj 


设 5 很小，则有 




应用公式 
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W, 




m: 


/ + ! 


j - i+ i 

j - l —\ 


于是弱磁场下系统的能级为 




~{s s ~Si)^ 


m ： 


2 j 


l + 2 


m ： 


2 ; + 2 , 


考虑到 ^ = -1， g s =~ 2 , 上两式可综合为 


^Ijmj 


^E nl j-g^Bm 


式中， g 即为原子的 Landeg 因子 


14- 




L 2jO>1) 」 

所以，加入弱磁场后，一条能级劈裂成 (2y+i) 条. 

(2) 加入强弱场， 0r)S_Z 项可忽略.系统的 Hamilton 量为 

2 m 

取(％，/ 2 ,4,#，1)之共同本征态，有 


HWnhn^ ~ y^mlm^ 
E—d g } /Jo Bn h - 8 & Po^a 

= £ » i + M ) 5 (^ i +2 m s ) 

^ 1 =-^ 茗 2 

±1/2, 并考虑到选择定则 An s =0, 跃迁分别在％ = 


+1/2和 


1/2两组能绿 


内部进行，故分裂后的能级情况如题图 6.64 所示. 可见，分裂后有 2/- 1条能级仍是二重價 
并的，于是能级劈裂成 2(2/ + 1) - (2 卜 1) = 2Z + 3 (条) . 


重简并 
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6.65 单价电子原子在弱、强磁场中的能级分裂 


题 6.65 考虑一带有一个单价电子的原子，其精细结构 Hamilton 量由给定. 

⑴确定 + | 和片表征的能级差(精细结构间隔). 用# 表示 .（2) 将这一原子放 

入一弱外磁场//中，用微扰论确定原子相邻磁 (Zeeman) 亚能级间的劈裂.⑶若原子处于一 
极强磁场中，定性描述上述问题将如何变化. 

解⑴在(尸/，人)表象中 


s - l =| o 2 - l 2 - s 2 ) 


h 2 


W+1) -叩 + D_ 咖 + D] 


菩[刷-㈣ )-! 


n 2 


AE^Ej=l + 一 - Ej:l 一一 = ^( r )~(2/ + l) 

2 2 2 


(2) 在弱磁场中 




^2 

2 m 

取(八坟人)为共同本征态 




Z 




e H 

磁场 H 很小，可将^ 士项 作为微扰项. v nljm , yf nljmj ( rM . 其角向部分波函数 




^Ijmj 


+ m ; ‘ / 

TT aY ^ i + J - 
2 / m v 

;- m , +1 
1 _ L _ a y 

2 j + 2 


m ： 


2； } ^ mj 2 2 
Ij + rfii 十 1 

y~2j+2 pY j^~ j 


式中， 


，，为 s z 对应于本征值.和-.的本征态.由此得 




(加 »;•〉 


m J 

i+1 


j=l+ \ 

j = l ~\ 


所以 
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m ： 


eH — eHh 
-=- 

2mc 4mc 


m ： 




?=/ + - 
2 


j = 1 


Eftijmj ’ Ef^j 


eun 1 寸 ，■’ 


2mc 


yT 2 m ^ 


/ + 上 
2 

i -~ 

2 


AE 




/^ b h 


2j + 2 


j = / + — 
2 

• , 1 
； = ^-T 


(3) 极强磁场情况，所以 




力学量完备集为 (/^， L 2 ， Z ^ 2 ， S z ) 所以 


eH 


En— = E nl +~Mrn + 2m s ) 

^E n +/i B H(m±l) 

AE = /4 b H 


6.66 电子偶素在 // 0 + AS p . S e - 作用下的本征函数及能量 

题 6.66 电子偶素是由正电子和电子构成的类氢体系.考虑处在基态的电子偶素 
(/ = 0). Hamilton 量好可被写为丑 = / f 0 + / f s + i / B ，这里丑 0 是通常的与自旋无关的 

Coulomb 力部分， H s = AS p ‘ S e 是正电子与电子自旋相作用的部分，是 

与外加磁场的作用部分 .（1) 在没有外场时，选择怎样的自旋和角动量的本征态最方便？对 
于这些态，计算由于丑 s 引起的能移■⑵加人极弱的磁场(丑 B « 坟).在这种情况下，体系 

的能量是什么？ （3) 现在假设外加磁场増强，以至于现在什么样的本征函数最合 

适？此时由于 i / B 引起的这些状态的能移是什么？ （4) 说明在一般情况下，你如何解出能量 

和对应的本征函数. 


解 （1) 因\_\=^(5 2 — S 


2 

P 


sV )， 总自旋 


所以取 \ lmss ) 作为本征函数最方便. 
对态/ =0 ， s = l 


s = s p+ s e 
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A 

2 


1(1 + 1 ) 


2 


h 2 \ lmls z ). 


= 0、±1 


相—能娜动为扣. 

对态/ = 0，5 = 0 


H $ \ lm 00) = j - x (~ h 2 ] J / mOO } 


相应的能级移动为 AM . 

4 

(2) H b « H %9 则外场的作用可看成在 (1) 中结果上的微扰.取 (1) 中的本征函数为基矢 

在讨论以后问题时 ，无妨设 B = Be z , 而且为勻强磁场.于是 

eB 


h b =— 


// B )0000} 


|0010), ff B |001l} = 0 


h b | ooio )=—^| ock ) o ), H B \ m ~ i)=o 

在一级微扰近似下，能级在 (1) 中按单态、三重态分裂之后，这里就不再变化.在二级 
微扰近似以下，能级变化为 

2 

2 - 、 mcj 3 M 2 U 




eBh 




4 


eB 
AVmc 


E 2 = E 4 =J 


J 


Ah 


2 


2 


eBh 


\2 




3 


- Ah 2 +- Ah 2 
4 4 

(3) 时，零级近似下，可忽略 


4 


灿 2 +丄 


eB 


A\mc 


2 


(W 


可以看出选本征函数较好 


h b 


土 


2 


，士 0=0 


则相应能级移动为 0 




I A JL . . 

士朽 )=土 


eBh 


me 


44' 
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则相应能级移动为 ±@. 

me 

(4) 在一般情况下，取|加％〉为基矢，微扰 Hamilton 量选为//、 尽 + /f B ， 进行简并 
微扰处理.由鈿|/^-4^| = 0解出能量修正，同时求出相应的波函数， 


6.67 磁场作用远小于精细结构作用时，原子的能量变化 


题 6.67 —个原子处在总电子自旋为 总轨道角动量为 L 及总角动量为 J 的状态. 
(核自旋可以忽略).原子总角动量的 z 分量为乃.如果一个强度为 B 的弱磁场加在 z 方向， 

这个原子态的能量变化是多少？设原子与磁场的作用和精细结构作用相比很小.答案必须 
用量子数/, A 和自然常数明确地表示出来. 

解 在系统没有加上磁场之前，系统 Hamilton 董为 
相应的本征波函数为 

¥ nUM } = Ku (巧，…， r n )^SUMj 

】，•••，《表示原子内不同的电子. 

而是 ( lW 2 ，/ z )W 本征态，即 

♦ SUM ! 

L SM 】 -M 7 J JMj ) 是通常的 C-G 系数.相应的非微扰能量为 E ^. 

当对系统加上一个弱磁场后，系统 Hamilton 量为 

H = H 0 ^-—J Z ^—S Z 

2mc z 2mc z 

在 S 很小的情况下，仍可认为 a 2 ，S 2 ，J 2 ，') 为守恒量，则系统波函数仍可近似取为 . 
由^八引起的能量变化为 


AE { =Mjfi 


eB 

2mc 




eB 

2mc 


A 项则看成在能量属于巧 ^ 的 (2/+ 1) 个态所张开的子空间中是对角化的，于是此 


项引起的能量变化为 


m 


eB 

2mc 


( S z} = 


eB 

2mc 




〈/Mj ISJ -MjGLMJMr MJ/Mj 2 

所以原子态的总的能量变化为 

AE = Mjho) L ^ha) L + Yj^ M j - m l I )f 

M L 
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式中 


= / 2 , 


em 

2mc 




6.68 


静 令阶〜楼 




V 3 (r) 


作用下的角动量及视 V 3 ( r ) 为微扰时的能级移动 


题 6.68 気核是质子和中子的束缚态，在质心系中， Hamilton 量为 


H 


2// 


^ y \( r ) + < T p ^< T n V 2 ( r ) 


x 


p 


X 




V 3 ( r ) 


式中， X = x n - x p , /* = |工|， < T p 和巧分别是质子和中子的自旋 Pauli 矩阵，//是折合质量， 

是文的共轭动量 .（1) 总角动量户的量子数和宇称的量子数是好量子数.证明 V 3 =0 时，轨 

道角动量 L 2 量子数和总自旋 S 2 的量子数是好量子数，其中并 证明： V 3 ^0 

时， s 依然是好量子数(这能帮助考虑有质子和中子之间自旋的相互交换 ).(2) 氘核/=1， 
宇称为正， L 的可能值是什么？ s 的值呢？ （3) 设 V ,是微扰，证明在零级近似下(即 V 3 =0)， 

人，=1态的波函数是％ ( r )| a ， a 〉. | or ，《〉 表示 0 p ) =(5^=1/2的自旋态，为上 . 抑满足 

' W 

的微分方程是什么？（ 4 )在一级近似下，％项所造成的能量移动是多少？假设一级近似下 
的波函数为 

% (r )1 or , a〉 + % ⑻ I a ， a〉 + % ⑻ (I or ， 外 + 1 /?，《〉) + % U) | 々，外 


式中， | 的是义的态为 


ro 、 

1 


妁的定义在⑶中.在 K 的一级近似下选出 Schr 5 dinger 


方程中正比于|«, a 〉 的项，求出妁 ( x ) 满足的微分方程，分离出妁 ( jc ) 角度部分并写出径向 
微分方程. 

解 （1) 设々 = 1,由于 


P 


9? 


r 


-士 ▽“， LU 


{By(p) 


所以 


L\ 


p- =0 


[L 2 ，K + (V ff n ) v 2]=[L 2 ， M+— ， n )[i? ， v 2 ]=o4 

|> 2 ，丑昤 0 


所以 L 所以是好量 子数； 另外，由于 




2 


( s 2 ~ s 2 p - s 2 n )= Ms 2 


3、 
2 


所以 
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P 




0 


并且当 v 3 # o 时 


x 


八 


2 


(^ p +^ n ) 


X 


22 、 •三、 2 


P 


2 


V !、 2 


v 


上式第二步等号利用了公式 (< rd ) (饮 •5) = A . B + i < y 04 x 5), 


由于 


2 


5% 


S. 


x 




[s 2 ，sj 五= 0 


则 


2 1 X 


/ 




P 


CT 


X 


0 


s 2 9 h 


0 


S 依然是好量子数 
(2) 氘核宇称 


尸 = P(p)' F(«)*Pjr =(+!)*(+!) • (-i) L = +1 


所以 L 为偶 数; 又因 S 只能是0或1，但 *7=1 可知 S 必须是1， i ： 是0或2, 

(3) 零级近似(％ =0) 下， L ，S 是好量子数， 考虑能量最低态， i >0 .于是 L z =0. 

J z = L z + S z =1 9 则 h 于是由于乙= 0,空间波函数 


是球对称的，即 ％ = V Q ( r ) 


因为 


因此 '=1 态的波函数是％ ( r ) 

卽 0 ( 咖 ， a 〉 = Ey/ 0 (r)\a 9 a) 

a p ^ a n \ a 9 a ) = \ a 9 a ) 


所以 


Hy/ Q (r)\a f a) 


n 2 i d 2 d 17/ v 

W ^ +Vi(r) 


¥o{r)\a f a)-¥V 2 {r)\i/ 0 {r)\a f a) 


则％满足的微分方程为 


r 


1 d 

2 dr 




liT 


^{E~V x {r)~V 2 (r)) 


(^o = 0 


对于的态，态的波函数无上述形式, 


(4) 一级近似下 


H = H 0 (y 3 =0)^H f 


H f 


川 x 




V 3 (r) 


y/ = y/^\a,a), AE^{^\H f \y/) 


a 


x 


cos$ smOe' 19 
sin 0t iip -cos 汐 
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( a W ~\ a ) 


COS0 


则 


M 卜匀、 

AE^( W \H l \ W ) 


^ n ~ y ^ P '^ n \^ a ) = COs2 ^-^ 


JVo | 2 W 〔 cos 2 沒-去扣 

J V s (r)l^ 0 j 2 r 2 drj J fcos 2 ^-- sinOdOd^p 


此时 S 守恒， L 不守恒，因此可以设想波函数为自旋 0 = 1) 三重态的叠加 


Hw ^{ H 0 ^ H t )^ = (E + E ' 


)w 


在一级近似下，利用五出=」£ = 0和可得 


// 0 [%|»，戊〉+ %(|«，々〉+ |々，仪>)+ 内|夕，的]+ 好>。|«， 0 ^ 

咖 |or ， a〉+ y 2 (|a，/?〉+ | 々， a>) + y 3 | 々 , 々 〉] 


先看 if Vo 仪〉项 


H^ 0 \a,a) = V 3 (r)y/ 0 <r p 


x x 




-去 ( 《 V%)l|a ， a 〉 


fcos^ ^ fcosO ^ 1 

，咖 sin^ 0 sin^ 

V yp v 

■ ■ 

=^ 3 (r)y/ 0 〔 cos 2 沒 - 吾 ) a ， a 〉 + F 3 (r )^ 0 

- sin 2 0t xl<p \p,0),-¥ cos 6 sin 0q 19> (|a,/?) + |>(?,a}) 

只考虑方程中正比于 | a ， a > 的项即可决定妁 U ) 的 方程. 

為2 ^ ^ 0 0 ^ ( 

+ V 2 ( r ) % +% (/ ^ 0<>) 1^ 082 心 

令妁《=/? 〆 /■)$⑼，妁，从上方程，显然可取 


0 r (0^) = cos 2 0-^ = ~ 桿 Y 2O (0 ， <P) 


则 


L 2 0 { = 2(2 + l ) h 2 0 x 


R { 满足的方程为 


1 d 2 dR x 

r 2 dr dr 


^{E-V x {r)-V t {r)-^ R x =^V 3 (r) Wo (r) 
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这里， A 的归一化因子将 影响曷 的归一化因子，但它们的乘积将保持不变.顺便指出， 
对应 L =2， L S =0_ 注意 HV 0 | a ， a 〉 中出现的正比于的项，可知％00对应 

L = 2 S L ,=2. 对于 hOc )， 按题⑶中/，1的要求(注意，若 V 3 *0 则人也守恒)，可得 
L = 2， L Z =1. 也就是说， 由于％ 的存在，使氚核的基态成为1 = 0与 = 2的叠加态，以构 
成/ = 1 ，S = 1,7, =1并且宇称为正的态. 


6.69 受有心力场作用的两个自旋1/2全同粒子系统在微扰 
H f = Z [3 cr ( l ) - fa (2 )• r - cr ( l )- cr (2)] 下的能级修正 


题 6.69 设有两个非全同相对论自旋$粒子通过不依赖于自旋的有心力场作用而形 

jL 

成的系统，考虑其义和 1 /{能级( 3 尸 2: 自旋三重态^02; 自旋单态 / oi ). 

Hamilton 量增加了一个张量力项 f - cr ( l ) - <r(2)] ,可当作微扰来处理 ■ 

其中又为常数， f 为两粒子连线方向的单位矢量， <7(1) 和 #2) 为粒子1和粒子2的 Pauli 
算符 .（1) 利用丑'同总角动量所有分量对易这一事实，证明微扰后能级高度 与人的 本征值 
饥无关 .(2) 三重态的能级中， 人取其 最大值 M=y = 2 的情形最易于计算其 能量. 计算微扰 

后能量修正此( 3 巧）•⑶求狀以）. 

解 （1) 取方=1，利用总自旋5=|[<7(1) + <7(2)]，可以将 /T 改写成 

H r = A^[(2S-f) 2 -(<r(l)-r) 2 -(cr(2)-r) 2 ]-™[45 2 -<r{lf -cr(2) 2 ~ 

^ 2 • 


A [6( S - r ) 2 -25 r 


为了证实丑'同总角动量所有分量对易，只 需以之 为例，证明 h ，/ r ；|= o 就够了.首先 
由[4/]=0,有 [ J ^ 2 ]=0. 其次 

[J zt S^r] = [S z ,S-r]^[l z9 S^] 

= [5^ ， sin0cosp5^ + sin 沒 sin^S^ +cos^5 z 
/^ sin ^ cos ^ + sin 0 sin ^>5 + cos ^5 z 


- ihsinOcos < pS y - i ^ sin ^ sin <pS 


d 


于是 


-^■^-( sin ^ cos ^^ -f sin ^ sin ^?^ -f cos^j 

-ih&mdcos^pSy 一 i 方 sin 沒 sin^S x 

+ ihsin0sin<pS x -ihsm9cos<pS y =0 
"j z) (S.r) 2 l = (S.r)[7,,5*r] + [/ 2 ,S-r](S*r) = 0 


所以[人，矿；1 = 0,同理[七,//]=[〜矿]= 0. 

特别地，人 = J , + it 也与矿对易_ /+具有性质 
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/+|y ， m〉= a| i /，m + l 〉 

设有两个微扰前(简并)的态 | y ，％〉 和 U ，％〉， 微扰后能量髙 度为马 和馬， 

考虑 

= (^j -E 2 ){;,m 2 |/ + |7,w 1 } 

= a (Ei -五 2 ) 

矩阵元 a 矣 0,只有&=&，即微扰后能级高度与 m 无关. 

(2) m 3 P 2 ) = {j = 2 ,m = 2 \ H r \j = 2 9 m = 2 ) 

而 

1 7 = 2，m = 2〉= |/ = l,m ； =l)|S =1,^ =l) 

AE( 3 P 2 ) = f dnr 1 *(^)(S = lm s -l s m, =l}Y n (0,p) 

(3) 对有 S = 0，/^=0 ，/T = 0. 所以 M (】/5) = 0 


6.70 氢原子的超精细结构态在与时间相关的弱磁场中的变化 


题 6.70 —个氢原子最初处在它的绝对基态，超精细结构态 F =0.( F 是质子自旋 J ， 

电子自旋 s 及轨道角动量 L 之和).厂= 0态与 F = i 态以一个微小的能级差分开.一个弱的、 

与时间有关的磁场加在系统上.它沿 z 方向，并具有如下形式 

\ B Z =0, t <0 

[ B z ^ B ^- r \ t >0 

式中， 禺和 y 是常数 .（1) 计算在经过很长时间后，磁场消失时氢原子留在超精细结构态 

F = 1 概率； （2) 解释为什么在解决这个问题时，你可以忽略质子与磁场的作用. 

解⑴当考虑氢原子的超精细结构时，氢原子系统的 Hamilton 量为 

孖="0 + /(。％.% 

式中，是/ = 0时考虑到氢原子超精细结构的 Hamilton 量； /( r )< r p 是超精细构 结能; 
和 < r e 分别为质子自旋与电子自旋的 Pauli 矩阵. 


当氢原子处在绝对基态时， L = 0 ，j = s = ~， 而超精细结构态尸= 0及 F = 1 分别对应于 

id 

质子和电子自旋反平行和平行的情况. 

初始时系统波函数为 


若以表示 



旋量，则 


y/{r > F) = 及 ioK)o ( 汐，炉 ) ®oo 


0 OO=-^('«p^e+«e^p) 



为自旋单态. 

当^>0时，系统上加上弱磁场％ = 


^rt 


H = i / 0 + /( r )< v < r e 


2//c 


式中，忽略了质子与磁场的作用. 

设 z >0 时，系统波函数为 

^ 0 ( r ) F 0 o [ C 1 ( O ©0 0 + C 2 ⑷ @ u + C 3 ⑺ @ 3 。 + C 4 ⑴ 0!-!] 

式中，为自旋三重态.所以，，时刻系统处在超精细结构态 F = 1 的概率为 
重写初始条件 q 0) = l ， C 2 (0) = C 3 (0) = C 4 ⑼=0•由 Schrodinger 方程访 = i ^及 

Ot 


CT e ©oo= 一3000 ， 


可得方程 






= WYoo {[^o^fiao^Qmoo +[ 尽 0 + /(« 0 )][C 2 (，)© I 】 
+ C 3 © 10 4-C 4 (0© m ]} + WYoo^ [C 3 (0©oo + C 2 mt 

+ c 1 _ 10 - c 4 _ 1 _ 1 ] 

由此可得 q w 及 c 3 ( r ) 的联立方程 

= [尽 0 — 3/(^)]0,(0 + C 3 ( 柄 

< 

i ^^ C 2 (0 = [^ o + / Mc 3 (0 + Qit ^ BoC ^ 

因为 /(« o ) 《马 o 是超精细结构的能量，在求 C〆 /) 时可略去.解方程 

^ exp ^^-( l - e ~ rt ) I + exp I 
2 r% rh 


当，时， Iqwl ^ cos ^^ j , 


则 


1 - ⑽ 2 ( 令 )= Sin 2 〔雙： 

此即为氢原子留在 F = 1 态的概率. 

(2) 因为质子磁矩与电子磁矩之比为"1840,所以质子]^与磁场的相互作用可以略去. 


6.71 受到电场五 = £ bsi n 如&作用后，中心场中的粒子 S ， P 态被占据的概率 


题 6.71 在中心场中无自旋的非相对论粒子被制备处于 S 态，该态同一 P 能级 
(叫=0，土1)在能量上简并.在时刻 r=0, 加上电 ％£ = £ 0 sin 餅忽略向上述态之外的态 



第 6 章定态近似问题 


• 439 • 


的跃迁概率，但是不做进一步的近似，计算在时刻£，这四个态的每个被占据的概率的 
非零矩阵元表示). 

解选这四个态作基，并取简并能量五=0, Hamilton 量为 

H = H q H 1 = -gE - r = - gE 0 z ^ 6 )t 


用矩阵表示 


|00〉_1-1>|11〉 


H = 


〈00| 

〈10| 

M 

〈”| 


0 10 0 
10 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 oj 


~ gE 0 sin 谢 〈00| z 110〉] 


在此基下的波函数设为 W = 七,; t3 ，; c 4 y ，初始条件 F (/ = 0) = (1,0,0,0 广由 Schi ^ dinger 方程得 


ih 


d 


A 


dt { x 2 


= -/tsin 你 


ro r 


a 

0 八文 2 


CD 


\n 


d _ 

dt 


x 4 


0 


( 2 ) 


式中， / U 喊❶ 〈00| z | i 0〉 是实数, 
由式 (2) 及初始条件得 




A 

^4； 


广0、 


/=0 、 


0 


故在时刻能级的％=±1态的占据概率是 0. 将式 (1) 对角化，为此在式 ( i ) 中选新基 


9 i 


在此新基下， F 的前两个分量(构成 y ) 为 



92 




^ 二含 (奶 +朽)+含(奶-%) 



于是式⑴成为(略去脚标“新”字) 




由式 (6.85 懈出 



1 

〔exp 

'U 7i 1 

—— （1 一 cos 攸） 

hm 


V2 


u 

•a 

exp 

- (1-COS 如） 




CDt 

• J 


⑶ 



量子力学 


a 約 ^ b ( f > 2 


+ b 


4l\a-b 


COS —— (1 - COS 0t) 

fico 


isin —— (1 -cos cot ) 
ha > 


于是，在时刻/，占据各态的概率分别为 


伙 ）= a > s 2 p ^ M (1 — co __ 
F p ( r ) =如 2 [色一 co _ 

{m^e) 方必 


戶 〆 岬 =±1)⑴ = 0 

由中心场波函数 R ni Y lm (0 •炉) 易算 〈00 k 110〉 ， 它是 实数. 

6.72 "= a (4-4)“ 2 +> S 5 L z / ft 在基上的矩阵元与被作用离子的能级 


-Q 


H 2 


-Q 


题 672 —个某种原子的离子处于自由空间时，其 
L -1,5 = 0. 将该离子嵌人(在文=产2 = 0处) 一 个晶体 

中，其局部环境如题图 6 J 2 ⑻所 示的4个点电荷.应用 
Wigner - Eckart 定理可以证明，这一环境引起的有效微扰 
Hamilton 量可以写成如下形式(这个结论不必证明). 


+G 


题图 6.72( a ) 


^= f (4-4) 


• 式中，4和~分别是轨道角动量算符的； C 分量和)^分 

量， a 是个常数.此外，在 Z 方向加上一个磁场，引起另一个微扰 

H 一卵 L 

，中， A 是角动量算符的 z 分量，々是个常数 .（1) 用轨道角动量的升、降算符 L + 和二表 
示微扰 Hamilton 量 AT =巧+// 2 . ⑵求微扰 Hamilton 量在由三个态 | l ,0〉，| l ， l 〉 和|1，-1〉构成 

的基一财乃上的矩阵元 •⑶ 求离子的能级，并将能级表示成月的函数.将你的结果绘一张 

较仔细的草图.( 4 ) 5 = 0时描述该离子的本征函数是什么. 

解⑴根据定义=々±1/^，有 

[ L + ^] = 2 hL x 


-( L + + L _) 2 + -( L + - L _) 2 =-( Z ^ + Z ?) 


于是 


孖 , =佘(4-4)+ 


PI 

h 


2 h 


(4 +) + 尝 ( L + L _- L _ L + ) 


(2) 根据公式 
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h\LM L ) ^ h 拟 ±1)\L 9 M l ±1) 

L z \LM L )^M L n\LM L ) 

可以求出 iT 在基底{|1，1〉，|1,0〉，|1,-1〉}上的矩阵元为 


(3) 微扰能量由下式决定 




r 0B 

0 

a 

\ 

w 


0 

0 

0 




、 a 

0 ■ 

-pB 

) 

r fiB-E 

0 

a 

\ 

^ a 

1 

0 

■ 

■£ 

0 


b 

、 a 

0 - 

-PB- 

-E) 

/ 




相应的久期方程为 

pB-E 0 a 

0 -E 0 

cl 0 ~j3B — E 

= e{J(^B ) 2 +a 2 - E^yf(jSB ) 2 + a 2 + £) = 0 

解之，即得微扰能级 _ 

E l = ~^B) 2 +a 2 9 五 2 :0， Ej^^Bf+a 2 

这些结果如题图 6.72( b ) 所示. 

⑷5 = 0时，能级为 

E } = -a, E 2 =0, E^=a 

相应的能量本征矢为 



fa 

b 

、 c 乂 ” 




(a 

b 

、 J(3) 



1 



0 



描述离子的波函数为 



£ 2 =0〉=|10〉 


馬〜 h 去 ㈣ + 去 M 


6-73 电子偶素的四种自旋态能量对磁场的依赖关系及磁场撤去后留在单态的 
概率 


题 6.73 处在磁场 B 中的电子偶素(电子与正电子间的束缚态)等效 Hamilton 量自旋相 
关部分可以写成 


"spin = 々 V % ^ a pz ) 
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式中，％和％为电子和正电子的 Pauli 矩阵，外是如七磁子.⑴在零磁场时单态能量处 

在三重态以下 8 xl ( r * eV ， A 值为多少？ （2) 用图说明四个自旋态的每一个态能量对磁场5 
的依赖，包括弱场和强场二种情况 .(3) 若电子偶素原子在一强磁场中处在其能量最低态， 
且场被瞬时地撤去，在单态找到原子的概率为多少？ （4) 当场是缓慢撤除时， （3) 的结果将 

会怎样改变？ 

解 (1) 忍= 0时 

〈孖一 〉 = ke-^pl^) 

式中 ， F = S e + S p . 因为 

^ = ^{ p2 ~~ s p ) 

〈//_〉= 2A[F(F +1) - 5 e (S e +1) - S p (S p + 1)] 〜 〆— F 

三重态 F = l ， £ f=i =A ； 单态 F=0 ， E f=q = -3 A . 因此， ^ F=1 -£ ， F=0 =4A = 8xlO- 4 eV. 

A = 2xl0^eV. 


⑵利用耦合基到非耦合基变换关系 




可求出，在次序|1，1〉，|1，-1>，|1，0〉，|0,0〉下矩阵为 


"A 0 0 0 

0 A 0 0 

0 0 A 2^B 

、0 0 2㈣ B -3A 


该矩阵本征值为 


E x = E 2 = A 


£3 = —A + 2-y -f- 

£ 4 - -A - 2 ^ A 2 +//^ 2 

当 B 是弱场时，可将 // B 识 c ^-< T pz ) 看为微扰， 一 级微扰为零，能量与 B 2 成正比在二 
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级微 扰下； 当 S 是强场时，为线性关系. 

(3) 电子偶素处于强磁场中能量最低态，即 

E = —A — 2ju b B 

的本征态，为 




-^(| 1 , 0 }-| 0 , 0 )) 


这里将 4 cr e _ a p 看为微扰.突然撤去磁场，原子处在 

态的概率为 


P 


0,0 


1 111 

2, 2,2,2 


2 


2 



(4) 若缓慢撤去磁场，系统不发生状态跃迁，原子仍处于 


1-111 
2 ’ 2 2’2 


态.能量为 S = -A 


6.74 电子偶素基态半径及其在自旋-自旋作用和磁场作用下的行为 


题 6.74 电子偶素是由电子，正电子之间通过 Coulomb 引力束缚在一起而构成 .（1) 基 
态的半径是多少？基态结合能是多少？ （2) 由于其自旋-自旋相互作用，基态的单态和三重 
态发生分裂，使得单态比三重态低 l ( T 3 eV . 解释电子偶素在磁场中的行为.画出能级图来 
说明与磁场的关系. 


解 （ i ) 对于氢原子有 


h 2 2 
= ―2 « 0.53 A 

fie 

馬 =^^13.6eV 

7 in 2 


式中 


V(r) 




对于任意类氢体系 


V\r) 


Ze 2 






^1^2 


只要作^->& 2 ，//->//变换，就可以求得相应的物理量.对于电子偶素 ， = i 


所以 


h 2 


^ = ^2 =2<2 0 «1 (A) 


五; 


}Je A _ fi'Ej 1 


Ej * 6.8( eV ) 
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(2) 选本征态为|0,0，又七〉，取微扰 Hamikori 量为 


e B 


10~ 3 eV 


则微扰矩阵元为 


Ah 2 

~ 


( 1 , 1 ) 


rjl 

n 臟 


Ah 2 

~ 


0 


( 1 - 1 ) 


Ah 2 

~ 


一 h 


eB 


—h 


me 

eB 


( 1 , 0 ) 


( 0 , 0 ) 


(U) (1 ， -1) (1,0) (0,0) 


由此解得微扰能量为(题图 6.74) 


Ei=E 2 


Ah 1 ! A 


-Ah 2 /4\ 

-3Ati 2 /4 





4 V 2 2 [ me 


2 2 




+ ft 2 


eB 


题图 6.74 


由上式可以看出弱磁场时，能级是在超精细 
分裂的基础上再 分裂； 而强磁场则破坏了原来的 
超精细能级结构. 


6.75 估计处于基态的氦原子的磁化率 


题 6.75 估计一处于基态的氦原子的磁化率.它是抗磁性的还是顺磁性的? 
解设有一外加均匀磁场= i /乂 .( 其中仇是一常数)作用在氦原子上* 
取她=// 0 ；^可以 验证丑 = VxA . 

2 1 ( \2 
h= Zt- p - 1a u 

i=i 2 tw 、 c ) 

A /-0, 因氦原子处于基态 


所以 


忒#」 —T ， 


mi 


2 m 


分别为电子质量和电荷 


d 2 


电磁化率公式义= -4 tc—E ，得处于基态的氦原子磁化率为 

dH H=0 
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X 


q 2 

基态 


Ih^o 

:-如 |〈He 基态 |//|He 基态〉匕 
-如 ^£r 2 〈He 基态 |;c 2 |He 基态〉 

-471 


近似有 


■^O = ^ r li 基态 


X 


4兀彡兄基态 

c 2 3m 


以上使用的是 Gauss 制，在 SI 制中 


X 


外枉 2 4基态 


3m 


基态表示处于基态氦原子中电子离核平方平均距离. 
由于; r<o, 所以氦原子是抗磁的. 


6.76 氬原子在电磁场中的定态方程及磁场为微扰势时基态能级移动与磁矩 

题6. 76 —个不具有永久磁矩的原子称为是抗磁的.本题的目的，是在忽略电子和质 
子的自旋条件下，计算氢原子在弱磁场 S 中的诱导抗磁矩 .（1) 写下质量为 m， 电荷为分的 

粒子处于电磁 场⑼， A) 中的非相对论性 Hamilton 量 .(2) 已知对于一个均匀磁场，满意的矢 
势 A 可以取为 4 = 用这一事实写下氢原子的定态 Schr6dinger 方程.假设质子质 

量无穷大，因此可以忽略质心运动, (3) 将来自于磁场的项当作微扰处理，计算由于存在磁 
场引起的基态能量移动 .(4) 计算每个原子的诱导抗磁矩. 

解⑴质量为伤电荷为《的粒子处于电磁场(少， 4) 中时，其 HamiUon 量为 


H 


2m 


/ \2 
p ~^ a \ 切 0 


则处于均匀磁场1?中的氢原子满足如下定态 Schi^dinger 方: 


注意到 


rW = Ey/{r) 


P-(Bxr)-(Bxr)^P = -ihV-(Bxr) 

- 一访 (▽ x B) • r + i 紐 • (V x r) = 0 
P (Bxr) = B (rxP) = B L 
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若取 B 的方向为极轴(丑= Be z ), 则定态 Schrodinger 方程可化为 


ft 2 




2 m 


▽2 


ieBh d e 2 B 2 


\ 


9 

r 2m e c d<p %mx 


2 


r 1 sin 2 9 


) 


y/{r,e,(p) = Ey/{r,e,g>) 


式中 


ieBh d eB 


2m,c d(p 2mx 


(3) 微扰的一般形式为 


d£ , = {lOOI J ff , HOO) 


e 2 B 2 


Smx 


2 


2 


\3 


2 k \ sin^d^l r^dr— — 
o Jo 7t\a 


e - 2 Wfl r 2 sin 2 夕 




dr 


a 2 e 2 B 2 


4mx 


2 


对于基态，/ / r 中第一项无贡献. 

(4) 上述能级移动相当于一磁偶极子在磁场中的能量. 

AE = -/i-B 

e 2 a 2 


M 


^ m e c 


2 


B 


// 反平行于 S , 故称抗磁性, 


6.77 估计氢原子的超精细结构的磁化率及氦原子基态极化率 


理 6.77 原子的磁极化率定义如下 


a H 


d 2 E(H) 


2 


H^O 


式中，玖 //) 是原子在一匀强外磁场中的能量 .（1) 估计氢原子的超精细基态的磁极化率， 

其基态为 F = 0, Is . (2) 估计氦原子基态 as ) 2 的磁极化率(必须 给出叫 的符 号). 

解 （1) 截场 H 很弱时，利用二级微扰论对基态尸=0, Is 进行能量的二级修正.微扰 
HamiUcm 量为—级微扰对<%是没有贡献的，所以 


E a ) ( H )= ^ 




2 




是 F 在 Z 轴上投影的量子数. 

因在 Z 轴上，有 

/! • 丑= ( g e M B S z + BpfiphW 


2 


(8eMB^-8pMp)(S z + / 2 ) + - (ge^B - SpMp)(^ z - h) 


H 
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i 


Z 


m=- 


'{F = lm\-^^H\F = 0} 


2 


1 


^ 2 Z 


^F=0 _ ^F=l 

{F = l,m|i(g^-g^)(S r /,)|F=0) 


2 


- ^ F=i 

因 (\-/ z ) 是反对称的，因而只有 w = o 时矩阵元不为 o . 所以有 


E (2 \ H )^ H 2 


〈F = l，m = 0| 臺(驗 - g ， 具-/ 2 )卜0〉 


2 


E 


F=0 


Ef:i 


作为近似有 


E {2 \H) 


mIh 2 

1400 


所以 


a(H) 


二 a /4 

_ gx (0.6 xl 0~ 18 eV / Gs ) 
i^OO^eV 
= 1.2 xl 0^ 11 eV / Gs 2 


2 


( 2 ) 对氦基态 ( Is) 2 ， ^*L = 5 = 7 = 0, 这样对 a (丑)有贡献的 Hamilton 项为 

. 2 A 2 


2mc 


2 


式中， A ^- Hxr . 

对基态的两个电子，有 

E { H ) J ¥o 


e 2 A 2 


2mc 


2 


•2 


2e 2 H 2 


2mc 


2 


[¥ o \( x 2 + y 2 )\ y / 0 ) 


e 2 H 2 2 h 4 _ e 2 h 2 兰 
4mc 2 3 m 2 e 4 6m 2 c 2 me 4 


H 


2 


所以 


a ⑻* 


4 A 2 「忒 Y 




-e 2 n 2 n 2 

3m 2 c 2 me 4 3me 4 \2mcJ 

2 x ( Q ,6 xlQ - J 8 eV / Gs ) 2 
3 xl 3 eV 


*-h8xlO" I8 eVGs" 2 


6.78 八个全同粒子放入谐振子势中的基态能量和再加磁场后的基态能量改变 


趣 6-78 已知 Hamilton 量为 
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上知 2 

2m 2 

(1) 求基态和前三个激发态的能量和轨道角动量 .（2) 如果8个全同的自旋为4的非相 

对论粒子放人这样的简谐势中，求8粒子系统的基态能量 .(3) 假定这些粒子具有磁矩值为 
如果外加一磁场 S ，8粒子系统的基态能量作为5的函数，其近似表达式为何种形式？ 

写出磁化强度 


解 （1) 三维谐振子，其能级公式为 




N = 2 n r + U N = 0，1，2 …， n r =0,1，2_ 
l = N-2n. 


基态 


Eo-^ho), 
0 2 


L = 0 


第一激发态 




L=n 


式中，第一激发态含三个简并态. 

(2) 8个粒子填充，考虑到能级的简并性质及粒子的自旋，有2个粒子填充到基态， 
个粒子填充到 # = 1 的三个激发态，故8粒子系统的基态能量为 

Eq = ISho) 


⑶此时系统的 Hamilton 量为 


H 


海4 



2 








式中， = A 为矢势. 


现有8个粒子，分居两个壳层，为满壳层， 故 S =0 ，L = 0 ，j = 0. 它的波函数为下列函 
数的乘积(未包括径向部分） 

‘( qWoo (〜)士 [« ⑴ ⑵ AD ] 

石 1 ( e 3 坏 1 ( e 4) [ a ⑶ A(4) - a(4)^?(3)] 

< 

心 (6) 心 ㈨ )士 [a(5)A6)-a ⑹々 (5)] 

^l-i ( e 7 (®g) ⑺ # ⑻ - a ⑻ >3(7)] 
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式中， e t =^. 

n 

原因是每一组内两子空间波函数相同，总空间波函数为对称的，于是总自旋波函数为 
反对称的，为自旋单态.由于 

〜士 M 難)-《(2_] = 士_則 一 a (2) a ( D ] 

A , +[畝 1) A 2) — ^(2) AD ] = -每卿⑺- 耐2)«(1)] 

% 去 [ « ⑴饵 2 卜 a { 2 ) p { Y )] = 古 [ 々類 2) + a (2) a ( I )] 

1 • 

%万 [ _ 雕卜 a {2) fi {\)] --古 [ 則 々⑵ 十 a (2) a {\)} 

a u «(_)] = — [ a ( l ) m )^ «(2) 姻 ] 

% 去[_雕) — 《(2_] = 一士 [ a( _) + a( 2 )m] 

和左矢去[_則-吨)則 ] f 内积时，不论 F 如何，〈〜〉 D ， 〈％〉如》为0,而 


{^ +0 *2 2 ) = 0 


得 


〈仏，九卜七 . 


-ih 






9 炉 2 


i a 2 X ) 


Ah 


dtp 


{^+^2 x ) = 0 


于是基齑能量(注意到 Xa = o ) 


E = m ^^U (BXri) 


18 fia ? + 


e 2 B 2 

8me 2 



sin z O 


从而磁化强度 


dE __ -e 2 B 
dB Ante 1 



s\n 2 d) = 


式中 ，； T 


2mc Li - 


Yklmv 2 0) 正是抗磁性磁化率. 


6.79 氢原子中 s 态电子在强与弱作用下自旋态的变化 

题 6.79 考虑处于强度为// 2 ,方向沿 z 轴的磁场中的氢原子的 s 态电子(假定核无自 
旋). 在时间〖= 0时，加上一个沿 x 轴方向的磁场，它的强度均勻地由零增加到 r 时刻的/^， 
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并且在？ =了以后保持为常数(好,《圮），只计及电子自旋与磁场的相互作用，忽略 


H 
_« 

H 


Z 


及更高阶的项.如果电子自旋在 （=0 时沿 Z 方向，计算出 £=r 时电子的状态，证明这个态 
在 r 充分长时是联合磁场=(/^，0，孖 2 )所对应的 Hamilton 量的本征态.请解释在这里的 

充分长的含义. 

解可以用含时微扰论处理这个问题，设波函数为 


则 t 可由下式算出 




f 

Jo 






\ 2 me 2 { me 


z -t 


i 方 Jo me T 


> 4〉 ex P [—$ 


eH x 

2\mcT J o 


texp 


■A 


dt 


me 


聽哪 A 




.eH 


于是， r 时刻电子的自旋态为 


^(r)=ex P j-i^-r 

l 2mc 




exp -if^rl-l expf-i^r 

2eTH ^[ V ^ ) J 2mc 


当: T 充分长，使得 




eT 


<H 


时，我们得出 W) 为(略去 Ta_ 中的第二项) 


y /( T ) = exp 


么 r i\4 么 


2mc 


2 / 2 H z 2 


将 Hamilton 量 


H 


B = ^S Z +^S 

me me • 


作用在 v(r) 上，则可得出 


够 ) 令+朗卜劇|1}4(| 
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^expf-i^r) 

2mc \ 2mc ) 


I\ + I^ 

2 / 2H Z 



棚 z 
2mc 




可见为与联合磁场 i / = (圮 ，0， i / z ) 相应的 Hamilton 量的本征态. 


6.80 2 s 态氢原子通过带电电容器后处于不同 n = 2 态的概率 

题 6.80 —个长为/的电容器的平板之间存在均匀电场五，如题图 6.80 所示一束处于 
2 s 激发态的氢原子以速度 v 平行通过极板间.没有电场时《 =2的各态简并，但加上电场时 
某些简并消除 .（1) 哪些态由一级微扰论联系起来？ （2) 找出尽可能消除简并的 n = 2 态的 

线性的组合 .(3) / = 0时，粒子束处于 2 s 态，找出/<丄时的状态 .(4) 找出出射态中氢原子 

V 


处于各不同 n = 2 态的概率. 



题图 6.80 


解氢原子在外电场中的微扰 Hamilton 量为 

AV = eEz 

其矩阵元除 {21 Q \ AV \ 200) = -3 eEa 外皆为 0. 

(1) 2 s 态和 2 p 态由这个微扰联系起来了.(一级微扰论情形) 

(2) Hamilton 量 AV =❶ 乂仏 

I —3 eEaQ 


，其本征值是,相应的本征矢是 




土 1 


J 


⑶？=0时， 


扒 0)= 去 ( 1+〉 + 卜〉) 


式中 


h ) 


y[2 


T 

h 


卜〉 


72 


1 


时间^后 
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一)卜士 |+〉 +e _ ” 一〉) 


cos (3 eEat / h )^ 
^siniSeEat / h) 


3 eEat 


3 eEat 

一 ft 


12 s 〉+ sin 


n 

3 eEat 

~n~ 


2 s) + sin 


3 eEat 

h 


2 p ) 


2 p ) 


(4) 由 (3) 知，在时 


1(2001 _〉| 
|〈210_)〉| 


2 


2 


2 


2 


3 eEat 

3 eEat 

n 


6.81 两个相对运动惯性系的 SchrSdinger 方程及基态的变化 


题 6.81 (1) 考虑一质量为 m 的粒子，在含时一维势 V (; c ,0 中运动.在以速度 v 相对*运 
动的两个参考系 ( W ) 和 ( Ar ) (这里 = Y + 沖分别写出相应的 ScMidinger 方程.⑵想像 

— 粒子处于的一维势阱中(题图 6.81( a )). Z = 0 时刻阱突然受一冲击并开始以速度 


v 向右运动(题图 6.81( b )). 就是说，假定 V ( U ) 具有以下形式 


V ( xj ) = i 


2 ^ V 



t <0 

t >0 


若 t <0 时粒子处于 ( x t t ) 坐标系中的基态，在？ >0时粒子处于 ( x \ t ) 坐标系中的基态的概率 
是多少？ 


V(x) 




题图 6.81 


解 U ) 它们都是惯性系. 

⑽ 系： ■方 2 d 2 


WO 系： 


2 m dr 2 


^V{Xyt) 


n 2 d 


2 


2 m dx 2 


+ V f ( x \ t ) 


y /{ x , t ) = ih — y /{ x , t ) 

dt 

0 

dt 


式中 
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= V’(JC - 付， f) = V(JC，0 

(2) 本题和题 8.33 是相同的，可利用题 8.33 的计算结果.这是因为在本题中，势阱突 
然向右匀速运动(注意，题中只说势阱受一冲击向右运动，未涉及粒子)，求在 V 的随动系 (V 
在其中是相对静止的) x ' 系中粒子处于基态的概率.这题如站在/系中观察，也可等价地表 
述为： 粒子在时刻受到一冲击而向左勻速运动( V 则一直静止)，求在 V 为静止的坐标 
系中粒子处于基态的概率. 

在题 8.33 中，粒子 (^ Al 核)由于向右发射一;^光子而受到反冲，向左匀速运动(振 

子势则未动)，求在实验室系(振子势在其中静止，相当于本题的/系)中 27 AI 核仍处于基 
态的概率. 

显然两题本质上是相同的. 

6.82 一维浅势阱中的能级 

题 6.82 试求一维浅势阱"中的能级，假定势阱 y 满足网 《^/ m « 2 知《1)， a 为 
势阱宽度，并且积分收敛. 

J -C0 

解在本题势满足的条件下，整个势能可以作为微扰来处理，此时未受微扰 Schrddinger 
方程即粒子的自由运动方程 

△，)以 V 0 )=0， = R 

n n 

式中， v ({)) 为平面波解.一级近似波函数 〆 ^满足下列方程 

W ，=^ V 0 ) 

h 2 

式中，为势函数. 

由电动力学可以知道，上式的解可写成推迟势形式 
式中， r 2 =( x -^) 2 +( j -/) 2 + ( z -^) 2 . 

现在我们来算能级，先假定 能级阁 《网，此假定将被结果证明是合理的，在此假定 
下， SchrSdinger 方程的右边 

^r~[u(x)-E] w 

可以略去势阱范围内的五，而当五很小时 〆 0) 可看作常数，不失其普遍性，可 
令 V Q ) = l ， 则有 


d V _ 2 m 


( 1 ) 


式⑴对 ck 积分，积分限为士七，并且 fl 《易 《1/灸，其中 = 由于 UO ) 的积分收 

% 
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敛，右边积分可延伸从 < 到00 


d〆 1 

dx _ 


2 m 


Udx 


( 2 ) 


在远离势阱处，波函数呈％ = 6&形式，把它代人式(2)，可得 


-2k 


2m r 

方 2 


Udx 


即 


E 


2 h 


Udx 


由此可见，能级是一个很小的量，是微扰阱深的高阶小量(二阶小量)，与假设 相符 . 


6.83 二维浅势阱中的能级 


题 6.83 求二维浅势阱 U=U(r) 中的能级 ( r 为平面中的极坐 标)； 假定积分 £ Vt / dr 是 


收敛的 • 

解 和题 6.82 类似，忽略阱内的粒子能量，并假设 Schr5dinger 方程右边的 y 

1 d ( dy) 2m r7/ 、 

-■— =T2-^W 

r dr ^ dr ^ % l 

式⑴对 r 从 0 到积分(其中 a ^ r ^ l / k ), 结果得 


1，有 
⑴ 


dr __ 

/ —J 


2m 


h 2 n 


rU(r)dr 


( 2 ) 


在远离势阱处，两维自由运动的方程为 


它有 ( r 〜00时％ 
此，当我们在 r 


1 d[ 1 2m -- 

r dr\ dr J fi 2 

0) 的解 y = const x ( ifc ；*) ; 当 A : 很小时， 

a 处，把阱内外的 V 的对数导数等同起来， 

1 2m r 00 

~mf u (^ rdr 

algka h a J o 


中的首项正比于 lg 々 r ， 因 
利用式 (2) 就得到 

⑶ 


由式⑶得到 


rna m 


Urdr 


( 4 ) 


由式 (4) 看到，能级比势阱深(指数式地)小很多. 


6.84 用变分法求双原子分子的零级近似波函数 


题 6.84 用变分法求双原子分子的零级近似波函数. 

解 设一 电子在双原子分子的平均场中运动，受到的 Hamilton 量为 
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£_ 


H = ^_ + v l + v 2=/ / 1+ y 2 =// 2+ v 1 

2m 


( l ) 


式中 




巧，// 2 分别是电子在原子1，2单独作用下的 Hamilton 量，其中 R ， V 2 分别表示原子1，2 
对电子的平均场.为用变分法求基态波函数，设试探波函数为 

W(r) = a^ir) + a 2 t^ 2 (r) 

式中，妁 ( r ) 和％ ( r ) 分别为单电子在原子1和原子2中原子轨道波函数，叫，七为待定复 
参数. 

由归一化条件可得 


1 = / 〜， 4 j=f 


⑵ 


由于 k 是归一化的，故平均能量为 

〈五 HH 刪 = 2化 〜， 

(H 


H ：： 




根据变分法，引进 Lagrange 乘子 f ， 在归一化条件式 (2) 成立条件下，取〈句对<的变 


分为零，可得 


2 


=e ^Ai a j ， J-U2 

;=i M 


( 2 ) 


在的意义从将式⑵乘以 < 并对 / 求和可知，恰好 e =〈£〉， 即 s 为％ &满足上述方程时分子 
中单电子能量. 

将 Hamilton 量式 (1) 代人式 (2) ，并注意到今=0,可得 


石0 +灸(及】2) — 占] 叫 + */(巧2) — 左」]以2 =0 

A -f J (/? 12 ) — fidjflj +[/ +^(7 ?j2)~^J^2 


⑶ 


在推导式⑶时用到了 

I 孖 ki 〉 = / + J = e ° + 明 2 ) 

^21 = (^2 |^ ki ) = J wl^iWxdV + J ^ 2 V 2 ^dV = + J ( R n ) 

式中， k ( R n )=^ j \ y / ] \ 2 V 2 dV , 为一个原子对另一原子中电子的 Coulomb 作用能，/(及 12 )为 

交换能，它们都是两原子距离及 12 的函数.是电子在一个单独原子中的能量，设两原子 
是相同的原子，所以有 ff 22 =丑 „， i / 21 = H 12 ,4 2 =4 i =土 

由式 (3) 有非零解须系数行列式为零，有 

/ + k ( R l2 ) — s ， s°A + J ( R n )-eA 

€°A + J ( R l 2 )- sA 9 / + 吵 12 )-5 



式 (4) 有两根为 
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s ± 


J ) ,灸(灭 12 ) 土 J (及 12 ) 

S 十 _ __ 一 — 

l±d 


若忽略上式中的」，近似有 


e ± »+ k{R n )^ 


将4代回式( 3 )，可得两组解 


时, 


= Clj = 


V 2 (l + A ) 


Hr) = ^ (r) = 


妁 (r) + y 2 (r) 

御+ 4 


时， 


= 一泛 2 


V2(l - A) 


^( r ) = ^( r ) 


二 r 


⑶ 


⑹ 


式 ( 5 ) 和式 (6) 即给出两个分子波函数(或称分子轨道） 

讨论由于％， 7 2 都小于0,所以/：(/? 12 )<0, /(巧 2 )<0.由于原子仅对靠近的电子作用 

显著，所以&的数值较小，有|/|>陴卜因此仏的能量比原子轨道低的多称为成键轨道， 

的能量比原子轨道髙，称为反键轨道. 


6.85 在有磁场或无磁场时，核内“中子振荡”的跃迁问题 


题 6 . 85 如果重子数守恒，那么称为“中子振荡”的跃迁 


为 


是禁戒的.实验上，对于在没有磁场的自由空间中这种振荡在时间标度上的实验限制 


r n ^ s >3xl0 6 s 


由于稳定核内中子含量丰富，人们容易天真地认为有可能得到一个好得多的限制.本题的 
I I的是了解为什么这种限制如此不好. 

设％是在设有能将 n 和 H 混合的相互作用的世界中的 Hamilton 则对于静止态 

^ o | n ) = ^ 2 | n )» // o |^) = ^ 2 | n ) 

设是将 n 变成 iT 或者相反的相互作用 

H r \n) = s\n), H r \n)^s\n) 

f 足实数，并且 iT 不改变自旋. 

(1) f = 0 时从中子开始讨论，计算在时刻£观测到该中子变成一个反中子的概率.当这 
个概率第一次等于 50 %时所经历的时间称为_用这个方法将对 r n4 ^的实验限制转化 

成对 c 的限制.注意 m n d 94 0MeV. (2 ) 在计入地球磁场〔馬时重新考虑这一间题. 

\ 2 ) 

中子磁矩为 M^-SxlO^MeV/Gs. 反中子磁矩符号相反_ f = 0 时从中子开始讨论，计算在 
时刻？观测到该中子变成一个反中子的概率.（提 示： 计算到小量的最低阶)忽略可能的辐射 
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跃迁 .(3) 具有自旋的核带有非零磁场.根据(2)，简单定性地解释处于这种核内的中子何以 
能如此稳定，而 r n 4 ^仅受到限制 r n + ^>3 xl 0 6 s . ⑷具有零自旋的核其平均磁场为零.简单 

地解释在这种核内为什么中子振荡仍然是被抑制的. 

解⑴先求好 =//(> + 矿的本征态.为此，引进矩阵记号(中子-反中子表象） 


n 〉 〜 0 ， | n }- 


则能量本征值方程为 






E){b 


解之，得 


m n c + e . 


c -s. 


勺 - 1 f 1 ) 
_j_f 1 

b “ 4l 1 


时体系处于中子态 


in )= ^ l £+)+ w IE - } 


式中 


i 五+〉 〜 



I ♦试 


而在任意时刻 ？， 体系状态将变为 


M = 


V 2 




|E+)+ ^ 


-iEj/n 


E-) 


上式在中子-反中子表象中给出 




一 ism 


所以 


所求概率为 


由定义求出 


| …〉 = e、 c2f/A cos 专 | n〉-ie 匆 2 价 sin ^| n ) 


P ( r ) = sin 2 — 

ft 


non 


nh 

4s 


实验对 s 的限制为 


右 < l ,65 xl ( T 28 MeV 
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(2) 注意到 / T 不改变自旋，在加进磁场后，可取如下的中子-反中子表象 

fi ') fo \ fo \ 


n T ~ 


nt 


n 4 — 


nir 


于是，微扰 Hamilton 量的矩阵元为 

(~ Mn B 0 


- Q 

0 jUn^O 

0 € 


Mn^O 


式中 


M n «-6xlO' 18 MeV/Gs, «6xlO~ 18 MeV/Gs 
容易看出本征方程可分为两个(已将 馬换为 -凡） 


•MrA 


办个 


MrA — E 


Mn B 0 ~ ^ 




解之，得 



±Js 2 +(/ 4 n B 0 ) 


2 


為个 


bi 


1 N ^- M n B 0 

、办 + MtA > 


bt 

W 

a -i 

bi 




yjl - Mn B o 

一 办 + Mn B 0 


0 时体系处于中子态 


^- Mn ^ o( a + (E±^K( ^ 

2 A U 个 . V 一2乂 U 个 


n “ fH \ f “ 

V 2 A bi 


^-^ a B 0 fai 

2 A 為丄 


在任意 时刻？ 的状态为 


丄 （ ^2^^+(乂 + 凡馬 ) 〆 
2A [/^ r - M ) 2 ( e- iM - e ^) 


(个卜 Q ^ Ct/ff 


\At/h 


d e _—m 丄〔( 又 + 祕 W A B 0) ， 

2 义 - (MnBo) 2 (e— 鳩 - e 祕） 

所以， n 个-个的概率为 
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n / \ 8 . 2 ^ 

P nt^nf(0 = ^2Sin — 


+ ( Pjo ) 


sin 


+ ("n B 0 ) 

~h 


而 n n 丄的概率为 


n . . S • 2 ^ 

F n ^ ni (0 = -^-Sm — 


最后，若中子为非极化的，则的概率为- 

_ = 金 + l P n ““ ⑺ 


M ) 

h 


CMo ) 


M ) 

ft 


«0.3xlO' 20 


即极化与否对概率无影响. 

由题所给数据可知 A n 馬》占， 

P W <(J^^L 0 .3x10- , 

^6xlO' 18 xl/2j 

可以看出，转化概率非常小， 

(3) 自旋不为0,核内部磁场很强，远大于 1/2 GS , 从 (2) 中结果可知 /^ fi « iO - 20 转化 
概率很小，所以可以认为中子是稳定的. 

( 4 ) 自旋为0,平均磁场为0, —般说来，这只是对核外部的磁场而言，核内部的磁场 
不一定为0,并且 B 还很大，因此转化概率很小.退一步说，即使核内部磁场在长时 

间内平均为0,中子在每个瞬时感受到的磁场不一定为 0. 从 (2) 的结果来看,只要存在磁场， 
Aw 就要变得很小 • 总之，自旋为0的核，核内的中子振荡也是被抑制的. 


6 86用变分法证明一维吸引势场中至少有一个束缚态 

题 6.86 可以证明在一维方势阱中至少有一个束缚态.用这一事实再用变分原理证明 
任何形状的一维吸引势场中至少有一个束缚态. 

解设任意形状的势为 V ，一维方势阱的势表示为 V s ，则两种势的 Hamilton 量分别为 

H=T^V ^ H S =T + V S 

式中， r 为动能算符. 

设％为 // s 的能量为乓的本征态，则显然有 

JV:cr+v»=£ s ⑴ 

这里民小于 o . 

设馬是势 V 的基态能量，由变分原理可知，任何波函数的 Hamilton 期望值 大于％ .所 
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以有 


由式(1)、式 (2) 可知 


jy/*(T + V)^ s 6x>E 0 

J^ ： (V~V s ) K dx>£ 0 - 


⑵ 


⑶ 


因为无论方势阱多浅总有一个束缚态％，且 V 是负函数，所以我们总可以使 V - %对 
所有^值小于0,在这种情况下，是负值，再由式 (3) 可得 

Eo_E s <Q 

因 为民是 负值， 故％ 也是负值，即对于 V 至少有一个束缚态，它的能量为 £ q . 

6.87 正交晶格离子在微扰势1^)=也 2 +办 2 -04 + 5)?作用下的能量一阶 
修正及本征态 

题 6.87 正交晶格上一个 2 巧 /2 离子附近的静电势可写为 

V ( r )- Ax 2 + By 2 -(A + B ) z 2 
其中 A ， S 为常数.设对于自由离子的一组波函数是 

¥i = ^( r ) Y U9 y / Q = R ( r ) Y l0t ^ 

这里 /? ⑺是离子径向波函数， U w ， 是球谐函数. 

(1) 证明，以％，％()，〜1为基的 W >) 的矩阵为 


A^B 


-A + B 


-2(4 4- B ) 


一 A + 5 


A^B 


这里 r 为常数. 

(2) V ( r ) 以财 / =3/2，1/2，-1/2，-3/2为基的矩阵为 

'a 0 b 0 N 

0 -a 0 b 

b 0 -a 0 

0 b 0 a 


式中 


a = r ( A + B ), b ^ r { B - A)iS 

假设 V ( r ) 很小，证明基态的一阶能量修正是 ±^ a 2 + b 2 


• 户 一 • 9 ^ ^ '0^ ▼ ， ， 

若相对正能董修正值的本征态之一是咖叫 3 / 2 〉+ 8如(<9/ 2 )|-1/ 2 〉，这里 ^ arctan ( Wa ) ,求 
另 一 个本征态. 

解⑴先考虑 V ⑻的一个对角矩阵元〈％ IVI %〉 

(ri = / ( R ( r ) Y n )* V ( x t y , z ) R ( r ) Y n dV ( I ) 

球谐函数 (〖=1) 可用 Descartes 坐标表示 
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4n r 




x-iy 



这里 r 2 = x 2 - hy 2 ~ i ~ z 2 t 

将 V ( r ) 的表达式一起代入式 (1)， 有 




R ( r ) 


r 


G u [ Ax 2 + By 2 -( A ^ B)z 


2 


dV 


⑵ 


式中 /] 是常数，而 


G u = (x + iy)*(x + iy ) = x 2 -^ y 2 


被积函数中 


(jc 2 + j 2 )[Ax 2 + Bj 2 -(A + 5)z : 
A (^ x Ux 2 y 2 ~ x 2 z 2 ~ A 2 ) -^ B ( yUx 2 y 2 - x 2 z 2 


yh 2 


由于 


R ( r ) 


r 


2 


只依赖于，，可设之为 /( r )， 由对称应有 


全空间 /( 巾 


4 


全空间 


f ( r ) y 4 dV 


类似应有 


/ f ( ryy 2 z 2 dV 


将式⑶、式(4)、式 (5) 代人式 (2), 有 

{¥\ W \ y / x ) = r { A ^ B ) 

式中 


r 


r i |/ ( r )( x 4 + xV - x 2 ? - y 2 z 2 )dV = 常数 


(6-118) 


(3) 


(4) 


(5) 


再考虑〈％旧〜〉矩阵元，它的积分式与式( 2 )类似，只是 G u 被 G 1 H 代替，而 G M 为 


于是有 


= ~(x + iy)*(x-iy)~ -~x 2 -h y 2 + 2ixy 


= fir) G \ t -\ [^ 2 + By 2 - (^ + B)z 2 ~\dxdydz 


⑹ 


由式⑹可见，有关 ( V # 第三项 2 々的积分将消失，因为此项对 jc 和 y 来说都是奇函数, 
全空间积分后为零.剩下的积分，易得 


类似有 
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{^_ 1 IVI^_ l ) = r(A + J B) 

由于“ m %〉的积分式与式⑹相比^只是用代替了 G 1H ， 易得到积分结果为 

(^ o |^ ko ) = -2 r(A + B ) 

V ( r ) 的其他矩阵元都为0,因为它们的被积函数都是; caz 的奇函数，最后得到 V ( r ) 的矩 
阵为 


A + B 


—A + B 


r 0 -2 (A + 5) 0 

^~A + B 0 A -\- B J 

⑵由轨道角动量与自旋角动量耦合理论可知 AT ； =3/2, 1/2, -1/2, -3/2 的耦合态分 


别为 


2 


州， 


2 


*(* 0 a + 妁々) 


2 


*(^ + • 0 外 


3 

2 


少 -\P 


式中， a 、 夕分别是 &的本 征值为和+的本征态.容易看出 

〈昏 v |〉 = 〈％ a l v h a 卜 〈％ l y ki 〉〈 a k 〉 =： r (4+ 5 ) 


(盖 F I) = ^ I v I ^o a + nP) 

=*/!〈— 叫 〜° a 〉 + 士〈州 I 咖 1 々卜。 

上面计算中考虑到 V 只是空间坐标的函数，与自旋变量无关.且考虑到乂彡态的正交归一 


性. 


类似可求出其他矩阵元，及整个矩阵为 

fa 0 b 0 


a 0 


b 0 
0 b 


a 0 


(7) 


式中 


a = r(A + B ), 


b = r 


B-A 

~W 


(3) 在自由离子情况下4个财/态是简并的，所以基态的一阶能量修正由矩阵 ( 7 ) 的本征 
值给出，相应的本征函数是式⑺的本征矢 I 若将矩阵的基矢的顺序由 

仏=3/2，1/2，-1/2，-3/2改为％=3/2，-1/2，-3/2，1/2所得到的矩阵更易求解，这时矩阵 

变为 
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r a b 0 0 
^ -a 0 0 
0 0 a b 
、0 0 b - a > 

变成 2 个 2 x 2 矩阵的 直和. 由于 2 个 2 x 2 矩阵相同，故它们的本征值与本征矢相同, 
有二重简并，由第1个 2 x 2 矩阵可得方程 

(a b V d \ f o ') 


故仍 


解出 


又 = 土 *\/^ 2 + 为 2 , 


p _ 又 + a 

<1 b 


令 tan 0 = i ?/ a ， 当；1 = 办 2 时有 


£ 


a 2 + Z7 2 + 0 — l + cos ^ _ cos (汐 /2) 
b sin 汐 sin (沒 / 2) 


由归一化条件〆+《 2 = 1，可知 /? = cos(6V2)，g = sin (沒 /2). 类似对； l = Wa 2 +h 2 时，有 

p = sin(^/2)， 分=— cos (汐/2) 

所以相对本征值;I= ± a 的本征态分别为 

f ^ 3\ . 0 1\ ,, 

cos - } + sin - )=1) 

22 2 2 / 17 


si 』 U 」 

2 2 / 2 2 


|2〉 


同理对第2 个2\2 矩阵求解本征方程也可得到本 

征值；1’ = 土% / a 2 +办 2 ，相应的本征矢为 

0 3\ . 6 1\ 

cos r-T) + sni--}-|3) 



tl>J3> 


( a 2 ^ 2 ) 1 


2 2 


12>J4> 


• e 

sin — 

2 


题图 6^87 


2 2 


K ) 


晶体场离子的能级分裂如题图 6.87 所示. 
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7.1 微分散截面 


dcr 

In 


|/(以 )1 


2 


题 7.1 沿着 z 轴传播的粒子束被短程势所散射.如果离势场很远的地方0*»1)的粒子 


的波函数可以表示为下面形式 


exp(ife) + — / ( 汐，卢 ) exp(i^r) 


试证明微分散射截面为 


da 

dn 




\m <^)\ 


2 


解 考虑远离散射势范围的某处，垂直于 r 的小面元 ds 儷图 7.1)，由图可知， ds = r 2 dn . 
设= exp ( ife ) 表示粒子数密度只 ( r ) = | 衿| 2 = 1的人射粒子束的波函数，而 m s =~ f ( 0 , exp ( i ^ r ) 

为散射粒子的波函数，散射粒子束的粒子数密度为 

,,I ,2 j/_f 

Ps ( r)=K - l 


题图 7.1 

因为单位时间通过小面 元办的 散射粒子数为 


散射方向 



6n s = p s ^ds 




\m^)\ 2 vds 


=\ m^fvdn 

这里 v 是散射粒子与人射粒子的 速度. 同时可知入射粒子束流密度(单位时间通过垂直传播 
方向单位面积的粒子数)是 A = AV = V . 由微分散射的定义知 


da dn 


d/2 




2 
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讨论 ⑴叫 代表粒子数密度为 i 的入射粒子束，它不能归一化，因为 hi 2 在全空间积 

分值无限大，但它能给出有限的粒子流密度.另外， ex P ( ife ) 不能用来严格描述人射粒子束， 
因为它意味着平面无限大的平面波，即粒子束的横截面无限大，而实际上粒子束的横截面 
总是有限的.为了描述有限横截面的入射粒子束，我们应用有一定波矢展宽的波包.但当横 
截面的大小远大于粒子 de Broglie 波长的时候， exp ( ife ) 还是可以近似用来描述入射粒子束. 

(2) 当我们将测量散射粒子的探测器放在入射粒子流的外面，我们就可以用的和〜分 
别代表人射粒子流和散射粒子流.在散射角小时只要探测器有一小张角 AA 使岣与叫的干 
涉效应消失，同样也可以分别 视的与 W 为入射粒子和散射粒子的波函数. 


7.2 短程散射势 p 波的波函数及刚性球散射微分截面 


题入2 (1) 证明短程散射势外部的散射 p 波的波函数是 


u(r,0) 


1 + — jexp ( i /: r ) cos ^ 


(2) 以 exp ( ife ) 代表的人射粒子束被半径为 a 的不可穿人刚性球散射，这里满足 以《1 
在只考虑 s 、 p 波的情况下(近似到(以) 2 )，证明微分散射截面为 

— =a^ l--(jb) 2 +2(te) 2 cos^ 

df 2 3 

_ 一 

解⑴ P 分波的关于沒的部分是卜1的函数 /^) = cos 夕.设 P 分波的径向波函数为 
m - Z ( r )/ r , 则在势的外部 ; r ( r ) 应满足下列方程 


dr r 


对于题目给定的咖，沒)有 


= ; 1 + — lexp ( iifcr ) 


将式 (2) 微商二次代人式(1)，正好满足 /=1 时的方程，故得证. 

(2) 在势的外面 s 、 p 波的波函数具有下列形式 

A Bf i ^ 

u = exp ( ife ) + — exp ( i / cr ) + — 1 + —— exp ( ifcr ) cos 汐 

r r\ kr) 

这里 A 、 S 为常数，含 4 项为 s 波，含5项为 p 波. 当 r — oo 时 

u exp(ife) + —^ exp(iJb-) 


( 1 ) 


⑶ 


(4) 


使得式(3)、式⑷中含有 ^ xp ( i 々 r ) 项相等，导致 


/(^) = A + Bcos^ 


由于散射势是刚性球，故 


球，故 r = a 时波函数应为零 

exp(ite cos ^) +— exp ( ijta )+— 〔 1+ 丄 

a a I ka 


exp ( ii ^) cos ^ = 0 


( 5 ) 


将左边第一项展开，有 
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exp(i^acos 汐 ) = i + 如 cos 汐 -—(ka) 2 cos 2 汐 + o(k 3 a 3 ) 

将式⑺代人式⑹后，再略去髙于伽) 2 的项，并考虑到 CO S 2 0=|， 可得到方程 

l-~(ka) 2 -\-^-cxp(ika) + ika + —fi + ~~\&Kp(ika) cosd = 0 


⑺ 


为使上式恒等，须令上式左边含 cos # 项与不含 COS 0 的项分别为零， 
出 A 和艮它们分别是 


得到两个方程即可解 


ps ■ 

—a \--{kaf 

6 

■ ■ 


exp (- ifei ) 


B = -a(ka) 


在求 5 时考虑到因为 h 《1，所以+》 i ，且只考虑以的2次以下的项.在将式 (6) 代人式 

ka 

(7) 后之所以不令 cos 2 0 项为零，是因为那样做还须考虑 d 波的贡献，而本题中没有考虑它. 
将式⑻、式 (9) 代人式(5)，即可得 

jt r - - 

- 7 ^r = |/W| 2 =|A + ,Bcos0| 2 - a 2 1 一；如 ) 2 +2(fca) 2 cos0 


7.3 半径为 /? 的刚球散射下 s 分波的热平衡温度 

题 7.3 推导半径为 R 的刚球散射 s 分波截面的量子力学表达式, 
解 刚球的作用相当于位势 

vw 4 r，w 


r>R 


令 S 分波的径向波函数汽 )( r ) = ; if 0 ( r )/ r ， 则 

Zo ( r ) + k 2 x Q ( r ) = 0 9 
办⑺= 0， 

解/*>及的方程，得 

^ r 0 ( r ) = Asin (^ r-f J 0 ), 

利用 r = 时波函数的连续性条件，得 

A sin (枕 + %): 0 

所以 

、= rm - kR ， sin S 0 = (- l ) n+1 sin 狄, 

于是 s 分波的总截面为 


r>R 

r<R 


>R 


0,1,2, 


o t =^ sin 2 ^ 0 =^ sm 2 kR 


低能情形， k ^0； a t 
髙能情形， k ^ oo f a t 


AnR 2 , 
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7.4 气体内部原子-原子散射主要为 S 波的热平衡温度 


题 7.4 氢原子之间势的范围约是 4 A . 对于处在热平衡下的气体，粗略估计它的某一 

温度，当温度低于此温度时，原子-原子散射主要是 s 波. 

解此题是气体内部原子与原子散射，当主要是 s 波时，应有& <1，这里&为入射原 
子的相对波矢， a 为散射势的范围，因为放= / AV ， 故有 

fjv r a<h 

式中 ， /i = w /2 是两原子的折合质量， v , 是两原子之间的相对速率， a -4 A . 


达到热平衡时 


〈 v 〉= 0， 


\ m { v2 ) J 2 kT 


容易证得 〈 v r v 2 〉= 0, 故相对速度的方均值为 


v r 2 〉 = 〈 (vi-v 2 ) 




6kT 




于是上面不等式成为 


m 6kT , 

—a 、 -< h 

2 \ m 


2 h 2 

3mka 


2.0 K 


这说明在平常温度下，必须考虑其他波的散射. 

15 低能粒子被中心势外卜散射时的截面 


题 7.5 —非相对论的，质量为 m 的粒子被一中心势散射，这一中心势有如下的形式 


為 2 


U(r) 


A 

cosh Xr 


式中， A 是一参数.这一势有这样一个 性质： 当£->0时，截面 a (幻越来越大，当£==0时， 
cr (£)-> oc 很明显，在五很小的条件下， a ⑹主要是由 s 分波贡献的.所以低能£时，只 

需要计算 s 分波振幅就够了.与此相关，为了数学上的方便，方程 


^ + A0 = f /( r ) 多， 


其中4是一正的常数 


的通解为 


式中，灸 
a ⑹. 


^- a{X tanhAr - \ k ) e lkr + p(k tanhAr + ik ) e -Ucr 

▲ ，且《， >0 是积分常数.记住 tanhjczV - e ’ A^+e 


) t 计算丑40时的 


解 s 分波的波函数是球对称的，方程为 


•^2 1 d f d \ *2 

r V (r) 


令 /?( r )=^( r ) r ， 有 
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即 


所以 


R \ r ) 


2 m 


晒 


R ( r ) = 0 


R\r) + ^-R{r)^U{r)R{r) 


R { r )^ a{X tanh ^ r - ik )^ + mhAr + ik)e 


Akr 


k 


2 mE 


¥ 


式中，因为 r ->0 时， /? ⑼= 0, tBi\hXr = Xr > e lkf = i ， 有 


及 ( r )|^ = a ( X 2 r - 说) + p { X 2 r + i ^)== a (- ik ) + fi ( Uc ) = 0 


所以 


a-p 


/ •- > oo 日寸， tanh 义 r = l ， 有 


尺 (r) = a(A — iA：)e + )9(A + 说 ) e 

= a[(/l-ijfe)e itr +a + i^)e 


•ikr 


aW+Pre— +e_— 


avA 2 + ik 2 ^2 cos ( kr - a x ) 


f 


2 ^ 2+ fe 2 si T r + f- ai 


\ 


式中 


a x = arctan 


k 

I 


所以 




n 

2 




< y t 


• 2 


¥ 


sin S 0 


^ cos 2 a x 
k 2 


当丑- >0 时， k ^ O , 叫—0,有 




4 k 
2 


4 n 


4 n ^ 2 2 ith 


2 


k l 2 mB / h 2 2 mE 


7.6 粒子在势 V ( r ) = - C <| r|-d 作用下的束缚态与散射截面 

题 7.6 —个质量为 m 的粒子在三维情形下与一个球对称势 作用： V ( r ) = - C ^(| r |- a ). 

即这个作用势是一个<5函数，除非粒子恰好处在与作用中心距离为〃的位置上，否则势为 
零.其中， C 是个正的常数.⑴求有一个束缚态存在的 C 的最 小值； （2) 考虑一个散射实 



验，其中粒子以低速人射到势阱中：在低入射速度的极限下，求散射截面及角分布 

解 （1) 设单粒子系统的束缚态本征波函数为 

y/(r) = R{r)Y lm {B,g}) 

径向函数甩 r) 满足的方程为 


2 n ，. 「”_、2 . 2wC c /i I /(/ + !) 


r 




R = 0 


式中， k“-2mElh 2 (对束缚态 E<0\ 

当 r # ce 时，上述方程是一个虚宗量的球 Bessel 方程 
当/时，为保证 r — O 时束缚态有界 

及(产 )= 4 石 (此） 

当时，为保证00时束缚态有界 

R(r) = B k h^ l) (\kr) 

当 r = a 时，波函数是连续的，即 

A k j l (ika) = B k h^ i} (ika). 


对方程⑴积分 ( a+e dr ,得 

Ja-e 


R\a + 0) ~ R.(a 一 0) = -CR(a) y 


C = 


2mC 


考虑至少有一个束缚态的情形，/ = 0 


Aj 0 (ikr)^A 


R(r) 


sin(ifcr) 
ikr ， 


r<a 



(ikr) = B 


(-l)e 

kr 


-*r 


r>a 


RXa ,0)^~( k ^ 

k a ( a 


R f (a-0) 


Af A:coshfai sinhfcz 


( 1 ) 


( 2 ) 


⑶ 


(4) 


(5) 


由式 (2)， 式⑷，式 (5) 代入式⑶中，得 


aC 


1 一 e 


-2 ka 


由于; c>l_e—x (当 JC>0)， 故 


^min = 


n 2 


所以 c== ^ 是保证有束缚态存在时最小的 C 值. 


(2) 用分波法解 • 当粒子以极低速度人射时，仅需考虑/ = 0的分波 • 这时径向方程为 
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令及 W = / o ( r )/ r ，则 


Zo + k 2 +^^- S ( r - a ) ^ 0 =° 


方程 (6) 满足 r — 0有界条件及 r — ①的散射边界条件的解为 

… {Asinkr, r<i 


Zo ( r ) 


sin(kr + S 0 ) 9 


r<a 

r>a 


由波函数在 r = 处的连续性条件，得 

Asmka = sin(ka + S 0 ) 


对方程 (5) 积分 仁: dr ，得 


Zo( a + 幻 - 伽 - 幻 = -^~Zo( a ) 


由式(7)，式 (8) 可得 


ka 


ka 


tan(faz + J 0 ) tania 


2mCa 


由此得 


tmS 0 


ka 

2maC 

I 


或 


sin 各 


ka 


ka 




2 


\ 2maC\ 

l 1 了 J 


总散射截面为 


4tc . 2 c 4似 


a t ~^ S 0 


ImaC'i 

了 J 


而角分布为各向同性的. 

7.7 粒子在中心势 V ( r ) = - 


h 2 




ma l cosh 2 ( r / a ) 


中的散射 


⑺ 


题 7.7 质量为 m 的一个粒子受到中心势 V ( r ) 


ma 2 


騰、 


势中的 a 是 


常数.已知方程 


^ + ^ + ^ J=0 


有解 y = e ± itr ( tanhA ：： i ： ifc ) ，计算能量为£时8分波对总散射截面的贡献. 
解考虑 s 分波径向波 函数而 ( r ) = ri ?( r ) 满足的方程 


第 7 章散射问题 


•471 - 


d 2 z 0 (r) t 2m 


dr 


2 


n 2 


E + 


h 2 


1 


2 


cosh 2 (r/a) 


Zo(r) = 0 


作变换 


r/a y Zo (r) = y(x) 


则 


d 2 y(x) 2mE 2 , 、 

-^ + ^- ayix) 


2 


cosh 


2 


y(x) = o 


根据题中所给，： y ⑻满足条件： y(0) = 0 的解为 a =^2mE/h 2 ) 


iakx 


y(x)^ e 福 (tmhx-iak)^ e_ 腿 (tanh jc + iak) 

= 2cosaAjctanhjc+2afcsinafcc 


所以 


^o( r ) = 2cos tanh— + 2oi sin ifer 

a 

i ak 2 coskr-ksin kr tanh —+ —cosifersec/j 2 — 

1 a ^o - _ a a _ a 

Zo dr 


ak sinkr + coskr tanh- 

a 


ak 2 coskr-ksinkr , akcotkr-1 


ak sinfer + coskr 

另一方面，已知在无穷远处应有 

^ 0 (r) = sin(^r + ^ 0 ) 


k 


cotkr + ak 


孕 4 C _r + 5 0) = 堯 ^2^1 

Zo dr cotkr + cotS 0 


比较以上两式，得 


cot Ja = ak 


sin 2 S 0 


l + cot 2 ^ 0 l + a 2 k 2 


s 分波对总截面的贡献为 




与 sin 2 .， 

k 2 0 


2nh 


2 


k 2 \ + a 2 k 2 


w 五 2a 2 mE 


7.8 无自旋粒子在吸引球方势阱上的散射 
_ 

题 7.8 一个无自旋的粒子，质 量为； „ ，能量为£，以角 0 在吸引势 V(r) 上散射 . 

-V 0 ， 0<r<fl ， V。>0 

V(r) = - 

0 ， r>a 
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0 ) 求 V Q ，A m 满足什么关系时，在零能处 (E = 0) 的散射截面为零.对于满足上述关 
系的参数，当 £ — 0时，微分散射截面将有下列形式 


da 




E x F{oo&9) 


⑵指数 A 是多少？ （3) 角分布函数 F ( C0S 的是 cos $ 的多项式. cos 沒的最高次数是多少？ 
解⑴ 在能量很低时，只需考虑 Z = 0 分波.设径向波函数为 /?( r ) = ； r ( r )/ r ，则;满 
足方程 




X 


% 1 

2 m 


> a 


(E^V o )x = 0, 0<r<a 


令 k 、 窄 ， K 


边界条件 


即 


当灸一>0时， 


— ( ^ 2 +Vq) . 则方程的解具有形式 

%{r)- sin(kr + 在 0 )， r>a 


Z(r) = AsinKr > 


0<r<a 


sin ( fe2 + S 0 ) = AsinKa 
k cos(ka + <J 0 ) = KAcosKa 


K tmika + S 0 ) = ktanKa 


S 0 =arctan 


k 

lc 


Xm{Ka) 


ka 


K^K 0 =J^., S Q —k 


% 2 




tanK 0 a 


j 


按要求零能时截面 


47C sin 2 ^ 0 ->4?ca 2 


¥ 


V 


tan^T 0 a 

—K 0 a 


\ 2 


0 


J 


由此得到超越方程 tan 尤 ofl = A ^， 即 


/ 


^2mV 0 ) yj2mV 0 




h 


j 


n 


(2)、（3) 尽管 0 时，微分散射截面中 / = 0 分波项趋于零，但仍是主要贡献之一 
A 作 Taylor 展开，略去 ife 3 以上项 


对 


tanKa = tanajk 2 + K 苦 =tanK 0 a 


ak 


2 


2 cos 2 K 0 a ^ K 0 
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k 

i5 0 = arctan| — tmKa \-ka 

K 


arctan 


/ 


k . 


a 


2 、 




=arctan 


ka + 


4 

k 3 a 


tmK 0 a 

k 3 a ^\ 


ak 


2 


2cos 2 K 0 a^K 0 


k^a 


2Kl cos 2 K Q a Kl 

k 3 a 3 


一 ka 


ka 


2Kl cos 2 K 0 a Kl 3 


3(7 


它对的贡献正比于女. 

3/? 

为了考察 /= i 项的贡献，我们先求出其径向波函数.径向波函数满足方程 

2 、 


士 .丟卜 2 丢及 W ^ 2 -4 + ^o 


dr 

d r 


r 


2 dr 


dr 

. d 

r 2 —R 
dr 


r 


R = 0, 


r<a 


4 


R = 0, 


r>a 


其解为一阶球 Bessel 函数 




sinKr cosKr 


(Kr) 


2 


Kr 


0<r<a 


A 


sin(fcr + S x ) cos(fcr + $) 
(krf kr 

利用边界『=«处的连接条件， 即螞和 ( r 2 /^/ 连续，得 


r>a 


sin Ka cos Ka 


(Ka) 


Ka 


A 


sin(ka + 各 ） cosjka + $) 
(ka) 2 ka 


sin Ka = Asin(ka + $) 


所以 


cot(^a + ^) = —- k 


ka K 2 a 


kcotKa 
~ K ~ 


k 2 k 2 acotKa 


\ 




K 


r 


tBXiika + ^-ka 


1 + 


k 2 


k 2 acotKa ,, 3 、 

—-— + o ( r > 


ka + o(k 4 ) 


所以 


4= arctan ka + o(^ 4 )J ~ka = ~—(ka) 3 + o(K 4 ) 


da 


对 = 的贡献也正比于 〆 . 

o £2 

类似，可解出 z = 2的径向波函数为 
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及 2 


(Kry Kr 


sin Kr - 


3 


(Kr) 


2 


cos Kr ， 


0<r<a 


=< 


(kr) 


3 kr 


3 


sin(Ar + J 2 ) - ( 灸 ) 2 cos(kr-\-S 2 ), r>a 


利用连接条件，在 r = « 处抡和 (r 2 /? 2 y 连续，得 


(kay ka 


tdXi{ka + S) 


(ka) 


2 k 


katBn(ka + S 2 ) - (ka) 


2 


(Ka) 3 Ka 


tmKa 


3 


K 


(Ka) 


2 


KatmKa-(Ka) 2 


令 y = tan(^a + 在 2 ) - fei， 贝! I 


(ka) 3 ka 


y — 1 


: y (- l + 〆 /:)) 

^ 2 (1 + o(A ： 2 )) 


式中， 6 = 


a 


2cos^ KqG - ICq 


，所以 






i 


{ka) 

(ka)' 


㈣ 2 ■ ㈣ 


+ 


3bK 


2 


+o(k A ) 


1 + 


(kaf (ka) 


3bK 


^ + o { k A ) 


(紉 3 . _% 凇) 


9 


S 2 =o(k 4 ) 


可以肯定 />2 各分波的贡献将更小.由 


da 

dn 


2 


刪，2 


k 


/=0 


2 


可知 


da 

do 


>k 4 F(cos0) - E 2 F(cose) 


E^O 


指数 A 为2,角分布函数作为 cos 沒的多项式，其次数也为 2. 


7.9 球壳势 V "0) = WO •- r 0 ) 作用下， Schr 6 dinger 方程的散射态解和束缚态存 
在条件 


题 7.9 SchrGdinger 方程中的势为球壳势 V(r) = WO-r 0 )， （1)£>0时 s 态(/ = 0)波函 

数如何？需写出确定相移^的方程.对于证明当 fc — O 时， 5 —Ait ，这里 A 是 
—个常数(叫做碰撞长度).将 A 写成 a 和化的函数. （2) Z = 0 时有多少个束缚态，它们的存 
在怎样依赖于《 个图示即可 ).(3) 当存在一个£ = 0的束缚态时的散射长度是多大？描 
述当 a 从正变负并增加到束缚时 A 的行为， A 的范围对不同的《也不同吗？作 A 对 a 的草 
图. 

解 （l)Schr5dinger 方程 (Z = 0) 

n 2 1 9 r 2 3 ) T " 、 P 

.丁二 r — ¥ \ + V ( r)yf ^ E ¥ 


在％ = ///『下化为 


dr \ dr 


2 m 


// 十 aS(r- r Q )fd = E^i 


或 


式中 


fiS(r-r 0 )ju = -k z ju 


得 


由边界条件有 


则 


2ma 


\2mE 

~¥~ 


a j sinkr y 
a sin(kr + S\ 


<r 0 

> r o 


$ 

a 9 sin kr Q = asin(kr 0 + S) 
fl’fsin^r 0 = acos(kr 0 + <5) - a f cos kr Q 

K 


ian(kr Q + S) 


tankr 0 

l-¥~tsmkr 0 

rV 


在极限情况， — 0 时 




1 + 


n 2 

2mar 0 


k = Ak, 
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A 




1 + 


n 2 


称碰撞长度 • 


2mar 0 


(2) 束缚态 Schrodinger 方程 


化成 


式中 


2 m 


〆 + aS{r- r 0 )// = Efi 


^-fiS(r-r 0 )^ = k 2 ju 


P 


2ma 


k 


2 


2mE 


有边界条件 


化简得 


M 


a f sm kr, r <r 0 


ae 


-kr 


r>r 0 


isinhifcro =ae 士 0 

{^ae^ 0 = -ake~ kr ° -a’k cosh kr 0 


e ^ =1+ 2 fer 0 


Pr 0 


1 


从下面的题图 7.9(a) 所示易见仅当0 > ^— > -1 时才有束缚态存在， 


这时有年〈丄 

hr 



⑶当《改变趋近于有一个£~0的束缚态时，从 (2) 的结果可知价 0 4一1，代入 

tan^r 0 


tm(kr 0 - d) 


l + ^-tan^r 0 

灸 r 0 


中， 易知在 4± tc /2, A -^ oo . 


对 4 的行为可作如下的草图(题图 7.9(b)). 
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7.10 氦核的两个最低不稳定能级对氮气的《粒子散射的影响 

题 7.10 核 s Be 相对于离解成两个 a 粒子来说是不稳定的.但核反应实验定出该核的 
两个最低不稳定能级 如下： 

/ = 0,偶宇称，高于离解能级约 95 keV . 

/=2,偶宇称，高于离解能级约 3 MeV . 

考虑由于这些能级存在将对氦气与 a 粒子之间散射产生怎样影响，特别： （1) 写出 r — 00时 
弹性散射波函数的分波表达式 .（2) 定性描述作为能量函数的相应相移在每个能级附近如 
何变化 .(3) 描述该变化对 a 粒子的角分布有何影响. 

解 （1) 首先由于 a 粒子是自旋为零的粒子，两个《粒子(全同粒子)组成的体系由于 
Bose - Einstein 统计的限制，相互运动角动量量子数/只能为偶数，即分波展开式中只有 Z 

为偶的 部分. 现在附加相移有两 部分： Coulomb 相互作用引起的#与核力引起的 <.所 
以当 TWO ) 时，波函数 

Z (2 / + Di ' e 1 (Sf -f ^ )( kr )- } 

/stQ,2,4, … 

•sin kr - — + Sf +5^ -^ ln 2 Ar )/^( cos 0) 

V 2 J 

式中， &为质 心系中测得的波数， r ^( 2 ef / hv r . 

⑵在能量逐渐增大到一定值过程中，由于受核引力作用，^由零逐渐增大.特别地， 
当能量接近或离开具有确定 Z 的复合核不稳定能级时，每个#在 me 弧度附近较快地变化. 
对 8 Be 情况，/ = 0时，在 95 keV 附近 ， Z = 2 时在 3 MeV 附近出现以上情况， 

一般说来，在能量低于 Coulomb 势垒，即当 r 在核力作用范围内但 Cmilomb 斥力与离 
心力共同作用使得相应的分波振幅减小处，核力的作用是可以忽略的.在这种情况 下，# 
保持在 0( 或 me ) 附近，除非在共振点附近5产增大到近似取 He 2+ 半径 i ? 为 1.5 xl ( T 13 C m , 
则当两 a 粒子接触时的 Coulomb 位垒高约为 ( 2 ef / 2 R - 2 MeV . 这样 95 keV , / = 0的共振峰 
宽度由于 Coulomb 势垒而被大大减小，或者说升得很快，而/ = 2的共振峰仍然保持较 
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宽_ 


(3) 为了展示核力对角分布的影响，我们改写分波展开如下 

In 


y/= Yj <2/ + l)i ； exp (iSf )(kr) 

/= 0 , 2 , 4 ,… 


sin! kr -^- ylnlkr ^ S^j 


r 


+ 


exp[2i 矿 -1] 


2i 


expi 


In 


kr- — -y\nlkr J t 



PficosB ) 


式中，大括号中前一项是未受核力影响的 Coulomb 散射波函数，并可对 Z 相加后得 

expi |^r cos 沒 ~,ln [ 々 r(l 一 cos 沒 )] + ^fj- y{kry l 


• expi [ 灸 r cos0 - y In(kr) + 


exp[_i，ln(l - cos0)] exp[-i/ln(l + cos^)] 

1-COS0 1 + cos^ 

最后括号中两项起源于两个 He 2+ 的全同性，这在一般 Rutherford 散射中不出现. 

上面V展开式大括号中第二项贡献源于核力造成的向外传播波.它的振幅在各方向上 

与 Coulomb 散射振幅相干涉， 当# 保持在 tc 整数倍附近，例如，能量低于 Coulomb 位垒 

时，两者的相干效应 很小. 注意后一项振幅在或 "Kmc 大一些和比 mi 小一些时符号相反. 

尽管共振发生在低能处相应的干涉效应探测起来也会很显著. 


7.11 弹性截面的上下限 

题 7.11 考虑有非弹性散射的量子力学散射问题.假设我们有形如下式的弹性散射道 
散射振幅的分波展开 

池 ^) = J(2/ + 1) C 、 (cos ❸ 

式中， $( k ) 和％ ( k ) 是实量, 且0<%<1.波数用 A： 标志 J 是散射角.对于一给定的分波， 
求出用<弹性表示的弹性截面的上、下限. 

解 

= 7t/l 2 (2/ + l)|l-^e 2 ^ 12 


哎性 


。說弹性 =71> ^ z (2/ + l )| 1 


2 




2\S t 


2 


式中，所以 

2n k 


4) 性 


由于切，4为实量，且0<；7/<1，所以 


1- 

r ? 严 

1- 

7严 


2 

2 4)弹性 
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(1-%) 


2 


1-7； 


2 


< 


1 一 


2 < (1+ 切) 2 

1— 

w 2iSt 

2 ㈠ 


2 


2 


诗嶙性 <4)性 


弹性 


所以的上、下限分别为 


2 


《弹性 


^ 4W 


7.12 波数为/：的慢中子被半径 i ? 的中性原子散射时相移5与々的关系 

題 7.12 —个波数为 A 的慢电子被一个有效(最大)半径为及的中性原子散射， kR 《 l . 
⑴假定电子-原子势是已知的，请解释相关的相移在如何与 Schrikiinger 方程的解联系起来. 

(2) 给出以5和々表示的微分散射截面公式.（如果你记不起这个公式，请用量纲分析法猜 
出) _(3) 用一个 Sch 仿 dinger 方程解的图象说明一个非零纯吸引势可以在一个特定的灸上 
没有散射 . (4) 请再用一个图像解释一个在短程为吸引、长程为排斥的势如何能在一个特定 
的灸外给出共振散射 • (5) 在共振峰中央总散射截面的极大值为多少？ 

解 （1) 由于砍《1，故只需要考虑 s 波.在远距离处 Schr 6 dinger 方程的解有渐近形 
式 




sin(^r + S) 

~ Tr ~ 


这就把5与方程解联系起来了. 

(2) 所要求的微分散射截面公式为 


cr (0) 


sin 2 (5 

了 


(3) 当 5 = 时， a {0) = 0, ^=0. (相移 <5—般说来，是波数 ik 的函数)图形如题图 
7. 12⑻所示(渐近解). 

(4) 如题图 7 . l 2 ( b ) 给出的势，当入射粒子的能量接近势阱的(束缚态)本征值时，阱内与 
阱外的波函数强烈耦合，在阱内的波函数具有较大的幅度值，即发生了共振 散射， 



题 




7.12( a ) 


题图 7.12( b ) 


(5) 在共振峰中心的总散射截面的极大值为47谈 2 ，这里及为 力程. 
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7.13 吸引球方势阱下，正能量粒子的/ = 0分波的相移各与能量的关系 


题 7.13 对吸引的球方势阱7==-%， r<a; F = 0, ,求出正能量下/ = 0的相移％ 

的能量依赖关系.由此证明，高能时抑)-并从 Bom 近似得出这个结果. 


n 2 k 


解设/=續，则对 z = o 分波有 


% n ^k a z = 0 9 k ,2 ^k 2 1 + 




<a 


% 



2mE 


故有 


sin 灸 V ， r<a 

As\n(kr + S 0 X r>a 


由连接条件 


o^%y r=a - =(y 




得决定 4 的方程 


f COtik = ^COt(faE + <^ 0 ) 


令灸400,得 




另一方面，从 Bom 近似和分波法相比较得 




学 [ V _ r)r 


2 


dr 


2mk 0 V 0 ^sin 2 kr 

n 2 Jo k 2 


dr 


2mV 0 

W 




当灸- > ①时， S 0 ^^-. 

n l k 


7.14 吸引球方势阱下，低能粒子的散射舞面，并与 Bom 近似比较 

题7_14对势为 V =- V 0 , r<a; V=0, 的低能粒子，计算其散射截面.并将结果 

与 Born 近似结果相比较. 

解设之=呪 R 为径向波函数 ，则有 

你 ) + |^-# k ⑺ = 。， r>a , k 、 琴 

- ^ J n 

觸 _ 

ZlX r ) + 灸’ 2 ^/(/*) = 0, r<a 

L r J 

k a _2m(E-bV 0 ) 

T 1 



由低能条件，计算 S 分波 ，1 = 0, 


Zi ( r )^-^ 2 Zi (^) = 0, 

ZlXr ) + k ’ 2 A ( r ) = 0, 


>a 


<a 


波函数的解形式为 


Zi(r) 


Asin(A: f r )， 
i4'sin(^r + ^ 0 ), 


<a 

>a 


连续性条件为 (In A y 在 r = 处连续 
所以 


当灸 — 0, k 、 k 0= J^ 


k f acotk f a = kacot(ka + S 0 ) 

tsui(ka ^ S 0 ) = -^tmk f a 

K 

(^ \ 

5 0 = arctan —Xm^ai-ka 


k : k Q 

tan(ka^S 0 ) tank 0 a 


为常数，所以 


所以 


kci + <5 q —^ 0 
tan(&z + <J 0 ) »ka + S 0 


S 0 ^ka 


( tan^g 

{ K a 


4ti , 

< r«—sm 
k 2 


2 


当岣 a «: 1 时 


S 0 ^ Sl = A ^[^- 


a«4 加 2 -(k 0 a) 2 


167ia 6 m 2 V 2 


在 Bom 近似下 




2mVt 


YY (sin qa - qa cos qa) 


h J q 


式中 ， g = 2ksin— 

2 


沒 ) =|/(^)| 2 = (sin qa - qa cos qa) 2 




当灸一>0,殳一 >0 
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sinqa»qa - ( qa ) , cosqa » l -—- 

!31 ^ ^ 




所以 


<T(0) 


4 mV 0 2 a 6 


qh 


4 


最后得 


a = j 6ncr(0) 


可见，当 A — 0, 且^^ 《1时，两种方法结果一致.其物理意义 如下： 分波法时只计 
算 s 分波，条件为/_ <以〜0,即 以《1 ，而 Bom 近似适用条件为当 

时，两者的成立条件同时满足，结果也就一致. 


7.15 导出一级 Bom 近似下，散射波函数满足的微分方程 

题 7.15 在势 7(/*) 的散射下，波函数可写成一个人射平面波加上出射散射波 

y / = e lte + 卢 ( r ) 

导出第一级 Bom 近似下揪 r ) 的微分方程. 


解法一粒子人射能为£，令 


u - 2 f v 


\2 ntE 

n 2 


则 Schrodinger 方程为 


(▽ 2 十 / = 


相应的 Green 函数方程为 


( V 2 + k 2 ) G(r 一 〆 ）= - AnS(r - r ; ) 


因此 


G ( r — 〆 ）= 


exp ( i ^| r - r , |) 

— 卜 〆I 


得波函数为 


¥^ T ) = 妁 ⑻一 d 3 r ’ G(r _ r')U (r W ) 


入射波为平面波 e ih \ 在一级 Bom 近似下作以下近似代换 

V ( r f )^( r f ) o U ( r f ) o lkzi 


因此 


坪申 yl . )， ㈣ r 

4 k J [ r-r I 


与人射波比较，得散射波外 r ) 为 


.一石 


LJ 啤卜 V ，) e 〜 v 

r-r 



两边作用算子 ( v 2 +以），由 Green 函数方程得 


( V 2 + k 2 )(^ r ) = f ( V 2 + fc 2 ) eX B ^ l r .~ r D e^dV 

4?1^ |r-r I 


jS ( r ~ r , ) U ( r f ) e ikz ， d s r , 


♦( r 、 满足的微分方程在一阶 Bom 近似下为 


C7 2 ^-k 2 )^(r) = U(r)e ] 


解法二 Schrodinger 方程为 


(V 2 ^k 2 )yf^=Uy/ 


式中，•将 pA + Wr ) 代入上述方程，得 


( V 2 + k 2 ) c lhz + ( V 2 + fe 2 )^( r ) = C ； [ e ^ + 沴 ( r )_ 

pp m 


或 


( V 2 + fc 2 )^( r ) = ^[ e ife +^ r )] 


作一级 Bom 近似，即令上式右端 + 扒 r ) 


\kz 


，得所求方程 


( v 2 + k 2 ) m ^ v ^ 

n 


7.16 当 Hamiltoii 量绕任意轴旋转不变时，不能说散射振幅/(久的与沒无关 

题 7.16 —个给定势的散射的量子理论给出下列波函数的渐近表达式 

r (^)——> e ife + /( 武 

(1) 如果总 Hamilton 量旋转不变，给出散射振幅/应不依赖于0的讨论 .（2) 为什么这 
个讨论不能推广为(考虑沿任意轴旋转)/也不依赖于0? (3) 当入射波能量趋于0时，再次 
考虑 (2). (4) 如何用/表示出散射截面的公式？ （5) /的一级 Bom 近似公式是什么？（务必 

定义你所引人的量 ).(6) Bom 近似适用的条件是什么？ 

解 （1) 首先我们知道人射波是角动量第三分量的本 征态. 本征值 
m = 0 当总的 Hamilton 量旋转不变时，角动量守恒，所以出射波仍应为 乙的本 征值为 m = 0 
的本征态，即应有 

l z f(0 9 ^) = mf(e,^) = O 

从而3/(0，的/9卢= 0. 

⑵由于所给出的波函数的渐近形式并非/ 2 的本征函数，所以我们不可能将上述讨论 
推广为/不依赖于沒. 

(3) 但是，当能量五~>0,即时，入射波几乎只包含 Z = 0 的分波，其他分彼 

的振幅很小，可以略去.这时， H 在旋转下的不变性导致/ 2 守恒，所以出射波也应为 I 2 的 
本征值/ = 0的本征态(近似)，于是应有 
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以卜 ㈣ 0 


注意到 /( 的必须具有波函数的良好性质，所以 

df (0) 


d 0 


= 0 


(4) 散射截面的公式为 


dcr 

dO 


\m 


(5) /的一级 Bom 近似公式为 


f (0^) 


2狀 2 
2m \ 


JdrV(r , )exp(-i^-r , ) 


h 2 q J o 


dr’r V ( r ’) sin 〆 ，中心场中 


式中，为散射势，而《 = -知为动量转移量，分别为散射前后粒子的动量 
⑹ Bom 近似的适用范围为相对于粒子的人射能量来说，相互作用势较小. 


7.17 粒子在一维势 V (; r ) 上的散射 

题 7.17 考虑一个质量为 m 的粒子在一维势 V ( jc ) 上的散射 .（1) 证明 


G b {x) 


2 tc 


2m 


s 是正无穷小 


是能量为五的与时间无关的 Schr 5 dinger 方程在出射波边界条件下的自由粒子 Green 函数. 

(2) 写出一个沿正 x 方向的人射波能量本征函数所满足的积分方程 • 用此方程，求在一级 
Bom 近似下势为 




v 0 ， H <| 

n a 

0, jc >- 
7 


的反射概率.你预计在£取什么范围的值时，所采用近似的准确度较高? 
解 （1) 满足与时间无关的 Schrddinger 方程 


n 2 a 2 


2m dbc 2 


+ E y/^Vy/ 


的自由粒子 Green 函数 G E ( x ) ，满足 


f 4,2 rf 2 、 

[^ + E j G ^ 

我们将 G ⑻和 S ( x ) 都写成 Fourier 积分的形式 


S(x) 


g eW = — f 财物 


ikx 
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S(x) 


ikx 


2n 


代人满足的方程，有 


n 2 k 2 




2 m 


^ E \ m=i 


m 


n 2 k 2 

2 m 


由于 /(/：) 的奇点在积分路径上，而 Fourier 积分可以理解成复 A 平面上的积分，我们不 
妨在 /( 幻的表达式分母中加上一项 is, £为实数_在完成了 G £ ( jc ) 的积分计算后再令 
$ — 0,而 e 的正负号则由边界条件决定.考虑积分 


g ^ x ) = tS 


2 m 


s>0 


在文 >0 时，积分可以沿上半平面半径无限大的围道计算 


1/2 


=^— ( 五+闭 1/2 为上半平 
n 


面唯一的奇点.由留数定理 


G E { x ) = - i ^^ 


h \ 


^>0 


石0时， k ' 


同样， jc <0 时，积分可以沿下半平面的围道计算 

秘卜一皆却， 


^<0 


于是 Q ⑺在 x>0 和 x<0 时都代表出射波(如果取 s<0 ,则得到具有入射波边界条件的 
解).所以 G e {x) 是定态 Schrodinger 方程在出射波边条件下的自由粒子 Green 函数. 

(2) 定态 Schr5dinger 方程的解满足积分方程 

心 W =〆 W + 巧⑶ * [ V (x)yr E (x)] 

= ¥\x) + f G E (x-^)V(^ E m^ 


式中，是齐次 SchrMinger 方程 


2 m dr 2 


+ E \y/(x)-Q 


的解. 


在一级 Bom 近似下，我们用人射波函数代换积分方程右边的 ㈧ jc ) 项 


¥e M = 


ikx 


G E { x ^^) V {^ d 4 


e ^ + 


X 


(一 0 孟㊇—外扣〜 + ! x H) 忘〆㈣吨雖邶 


我们要求 X4-O0 时的解的形式，显然积分 
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H) 4~e ㈣ 渺恂 ㈣ 
frk 




•a/2 


(一 i )_^ e 士 Ve 2, 

h l k 




所以反射概率为 


R ^ s^ka 

h 4 k 4 


在能量较髙时 


G E {x-OViO^\ 


因而用 e ifel 代替积分方程右边的 yU ) 项，近似的准确度较高. 


7.18 V ( r ) = # 3 ( r ) 散射截面 

题 7.18 在 Bom 近似下计算一质量为 w 的粒子被势 

V(r)^gS 3 (r) 

散射的微分截面及总截面. 

解 


消 = -士享 gj exp(-ig - 〆 )在 ( r ') dr , = 




4ti 2 方 4 


如各向同性，故总截面为 


2 2 
M g 

ith 4 


7.19 球对称势 B 5 3 ( r - a ) 对高、低能粒子的微分散射截面 


题 7.19 设有一个质量为 m ， 能量为五的粒子在球对称势 S #( r - a ) 上散射，其中5 

和 a 都是常数 .（1) 在散射能量很高的情况下，用 Bom 近似 t |# 微分散射截面 ♦ (2) 在甚低 
能散射的情形， ^> a , 微分散射截面为何？ 

解⑴ 


/=- 


2m 广 
方 2 九 


2 srn^r 
qr 


BS(r-a)dr 
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Imsinqa 


Ba 


所以 


da f 2m sin qa 

^ 2 q 


Ba 


2 


J 


(2) 在能量很低的娜，只需考虑 Z = 0 的分波.设径向波函数及⑻ = ; r ( r )/ r ， 义⑺则满足 


r + 


^.[E-Bd(r-a)]x 


0 


其解形式为 


= Asin ^ r , 
z - A r sin(kr ^ S 0 ), 


r<a 


r>a 


k 


2mE 


¥ 


利用边界条件 


xid + o) = /(fl - 0) 


2 m 


%\a + 0 ) - x\a - 0 ) - 办 ⑻ = 0 


h 2 


可得 


kcot(ka + S 0 ) - kcotka 


2 m 

¥ 


B 


显然 / c ->0 时，怂随趋于 0 


< 5 0 4 


k 




所以 


dcx 1 


dQ k 


2 


sin ^e 1 




V 


1 






h 2 


a) 


即散射是各向同性的. 


7.20 核子被一重核(散射势为吸引球方势阱)的弹性散射 


题 7.20 —个核子被一个重核弹性散射，该重核的效果可表示为一个固定势 

-V 0 ， r<R 


V(r) = 


0, 


r>R 


式中， V Q 是一个正常数.计算微分截面到 V Q 的最 低级, 


解 在 Bom 近似下，有 




tCq 


o 


drVv(r f )sin 分 〆 


2 
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脊 ( sin 矽 


qR cos qR ) 


式中， 


2ksm ^ A 是人射核子的波数. 


7.21 用 Bom 近似计算粒子在球对称分布电荷的静电势场中的散射问题 


题7_21 —个质量为 m， 电荷为 t 动量为 P 的粒子在一个由球称电荷分布产生的 
静电势场中被散射， P ⑺ d、 是体积元 d 3 x 中的电荷.设 p 随 r->oo 很快趋于零，并有 

f d 3 ^ ：= 0和 /dV 2 p(r) = A，A 为已知数.在第一级 Bom 近似下，计算向前散射的微分散 
射截面(即# ，其中0是散射角). 

⑽知0 


解考虑 Bom 近似，有 

da _ m 2 e 2 
dQ 4n 2 h 4 

式中 ， q = k - k \ ^ = 2A:sin— = —sin—. 

2 h 2 


t/(r)exp(i^，r)d 3 x 


2 


U ( r ) 是静电 Coulomb 势，满足 Poisson 方程 


作 Fourier 变换 


AU = - 4np ( r ) 


F ( q )^ jp ( r ) Qxp(xq > r ) d 3 x 


则 


fu ( r ) exp ( iq > r ) d 3 x = ^- F ( q ) 

<1 


于是有 


do- m 2 e 2 (4n) 2 , n/ ,, 2 4mV lr>/ 


2 


在向前散射时，沒很小， g 很小，于是 


尸⑷ = /pWexp ( 每 •!■)△ =j*/?(r)[l + i9 .r + 士 ( 每 .r ) 2 + … d 3 :c 

=/ P(^ 3 x-^-J p ( r)(q • r) z d 3 x 


^jp(r)r 2 d 3 x 


dor 

dO 


6 J 
A 2 m 2 e 2 


6 


10=0 


4 
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7.22 用 Bom 近似计算粒子在^ =焱6_ 


2 / a 2 


中的散射截面 


题 7.22 —个质量为 m 的粒子，在排斥势 


V = Ae 


-rW 


中运动，用 Bom 近似求出微分散射截面，确定到差一个相乘的常数. 

解 


m 


2 m 


h 2 q ^ 


drrV ( r ) sin ( qr ) 


式中， q = 2 ksind /2, tik 为人射粒子动量. 


fid ) 


2 mA p 


drre ~ r2/a2 sin ( qr ) = -- drre _r2/fl2 sin (^ r ) 

h z q J ^> 


mAa 1 

2 h 2 q 

mAa 

mAa 


dr ( er r2/a2 ) sin ( qr ) = 厂 dre " r2/fl2 cos (^ r ) 


4 

mAa 


d — e _(r/fl)2 cos qa — 
\ ci) I a 


mAa 


dre' r cos ( qar ) 


dr\exp - r - 


+exp - r + 


iqa 


r q 2 a 2 /4 


妒 4 

in 2 


< r {6)^\ m \ 


以/肪-州 2 


7.23 用 Bom 近似计算粒子在球方势阱中的散射截面 


题叉23 


个非相对论粒子被如下球方势阱散射. 

阶 )= {:。，=㈧ >0) 


oh | sn 

{、， r 

[0, r ; 


(1) 假定轰击能量足够髙，用 Bom 近似计算散射截面(不必归一化)，并画出角分布的 
形状，指岀角度单位 .(2) 如何用这个结果来测量及？ （3) 假定 Bom 近似是有效的，为使散 
射对于及敏感，能量必须大致要多高？设粒子是质子 


及 = 5 xl ( T u cm 


解⑴ 


/(^)oc — [ rV ( r)sin qrdr 


q 


0 


~ J o r sin qrdr = (sin qR - qRcos qR ) 


故得 
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da f sinx-jccosx 

- OC --- 

6 n { x 3 


式中， 


qR = 2kRsm^. 角分布如题图 7.23 所示 

dcr 

本 


x^UcRsin 


± 


\An 


题图 7.23 


dcr 


(2) 由角分布公式知，^的第一个零点是超越方程 

as 2 


tanx 


的第一个解， 这个解约为 l、4n . 代入文的公式 


l.4n 

2^ bsin — 

2 


da 


式中，砀是由实验测得的^ = 0的最小沒角 • 

QSJ 

(3) 为了能够由^零点测量得出及，必须要求 x 的最大值 (2 M ) 大于 1.4 tc , 
存在.于是得 


以使零点 


E> 


h 2 flAn 
2rZ{~2R 


(he) 2 (l An) 2 
2(m p c 2 )(2Ry 


4.0 MeV 


7.24 已知散射截面曲线回答散射势的力程与行为 


题 7.24 某些中心势的弹性散射可合理地用一级 Bom 近似来 计算. 实验结果给出下列 
以分(动量转移量)为变量的散射截面曲线.如题图 7.24 中给出的参 数回答 ： （1) 势 

i 已 能 V 的近似力程(即空间扩展)为多大(提 示： 对小分展开 Bom 

' 近似公式)？ （2) 在小距离上势 V 的行为如何？ 

fC 解⑴ Bom 近似公式为 


da 

7 a 




题图 7.24 


f(0) = -^-jdrrV(r)smq t 


m 


2 m f R 

FJo 


. rrMr^-^V 
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式中， f 是在有效力程内的平均值.另外对小的％有 


/(^0> = drr ^( r )( % r -^o r 


3 


/⑼ 


J 




于是可得力程的近似值公式 


R 


ql\m\ 


[|/( 0 )|-|/(%)|] 


式中，|/(你)|是对某一小你测得的 


da 


，|/(0)|为在一组小％处测得的一组微分截面 


% 


根号的外推(至€=0 ) 值.由此式可根据实测数据推算有效(等效)力程. 

(2) 注意到在大《下散射截面的行为，可知这时 Bom 积分主要来源于范围内的 

贡献，而在此之外由于正弦函数的振荡性及有界性，贡献几乎为零.于是只需对小范围内 
的 r 积分即可. 

设在小距离上， V ( r ) (之所以这样假设，可从下面运算中看出)于是 

2m 


/(^) = -^/ drr 2 V ( r ) 


sm qr 

<ir 


-令 j^(gr)(qr) 2 V (qr)- 


sin qr 

fz 

<ir 


q 


3+rt 


2m 

V 


V(x) 


sinx 


与散射截面行为相比较，可知应有 




3 + n 


因此，小距离范围上 V 的行为是 


7.25 用 Bom 近似计算散射势 V 


V- 

qQ 


.(N/2-3) 


r 


的散射截面 


題 7.25 —电荷为 g 的粒子被一个核荷为0的原子散射该粒子势能 F 的一个简便模型 


为 


V 




r 


式中， 


表示原子中电子的屏蔽长度.（〗）用 Bom 近似 

f=^J-j Q -^2m y(r)d 


Ak 


n 2 


计算散射截面怎样依赖于核荷 z ? 
解 （1) 作为弹性散射， | Jt |=| fe 0 | 



• 492 - 


量子力学 


|M| = |ifc -k 0 \ = 2k sin— 

2 


所以 


/= 一丄 (V iAA r 与 V(r)d 3 

A^rJ 


4n 
m 

2nh 

m 


% 2 
2% 


2 


o drJ q 〜 （ r)r 2 sin#d(9 


2 


2nh 
2mqd 


x2n So r 3 i 


-iM 


—e _ar 2i sin(Mr)dr 


c~ ar sin(Mr)dr 


Akh 2 J o 

^rnqQ 


h 2 a 2 + M 2 


a 


\m\ 


2 


2 2^2 


4m^q Q 


方 4 [ a 2 + 4 it 2 sin 2 09/2)] 


2 


(2) 由 Thomas - Fermi 近似，当 Z 较大时，在原子内静电场火 r ) 变化不大的范围内已有 

足够多的电子，这些电子可看成自由的 Fermi 气体. 

电子束缚在原子内，故其能量不大于无穷远处能量值 £(<») = 0 t 于是 r 处可能的最大动 

量 / Vx 满足 


2 m 


pLc( r )-#o)=o 


而 r 处的 Fermi 动量 


P/(r) = Pmax (r) = [2me^(r)] 


3/2 


⑴ 


又对于自由电子 Fermi 气体有 


p f =h(3n 2 n) l/ 


3 


( 2 ) 


式中， n 为电子密度. 
联立式 (1) 和式(2)，得 


奶 = 3^[ 2 脈剩 3 ’ 2 


2 丄 ^-ar 


3/2 




Z = I ndV =4%l n(r)r 2 dr 

o 


4 


3ith 


2 


(2mZe ) 


2x3/2 


ar 


e 


1/2 


0 


dr 


2 


3y/nh 2 


Ante 


2、 3/2 r/3/2 


V 


Z 


j 


a 


3/2 


所以 


w f 4 y /3 z 】 /3 


9n 


4( 4^ 
3{9n 


1/3 


1/3 


a 0 


式中，叫^^ 2 / me 2 为 Bohr 半径. 


7.26 用 Bom 近似计算下的散射截面 


题 7.26 一个质量为所的粒子被势场 V ( r ) = V 0 e ^ / a 所散射 .（1) 在一级 Bom 近似下计 

算微分散射截面，画出小& 和大& 下的角度依赖关系，这里是被散射 粒子的 被数.在什么 
k 值时散射开始显著地各向异性？将这个估计与基于角动量基础理论得到的值比较. 
(2) Bom 近似的判据是 

缽⑴⑼匕 


⑼ 


《1 


这里是对人射平面波的一级修正.在目前这个势场情况下具体算出这个判据，你的结 

论中的小 A 的极限是多少？ 大々 极限对于这个判据来说在势的强度上的限制如何？ 

解 （1) Born 近似给出 

A … 2m n . 


m 


h 2 q 


dryv(r f ) sin qr f 


drYsmqr^- r，la 
% 2 q ^ ^ 

4mV 0 a 3 

h 2 (l + q 2 a 2 ) 2 


式中， q = 2 ksi ，2). 于是 

< r {9) = \m \ 2 = 16 W _ 

^ 4 f l + 4^Vsin 2 ~] 

V 2 ) 

当以〜 1 时， cr (0) 显著地各向异性. 

由角动量理论分析，只考虑 s 波散射的条件 

ahk ka<l 

当以〜1时即显示出各向异性，可见两者相符. 

(2) 波函数精确到一级时为 


y/(r) = t xkz 


\k\r-r f \ 


2m 


4兀 】 |r 一 〆 I % 2 


V ( r ，) e 把 dr 


所以 


卽⑴ (0) 


V ⑼⑼ I |4;rJ 〆 ft 




lm - 


,f/a+ikz， dV 


童子力学 


^2 / 


Mr’ 一 〆 / a+ikr'cosB 9 


sin 0 f d 0 dr f 


2m|V 0 |a 2 Vl + 4fcV _ 2 m \ V 0 \ a 2 

^(4^ V +1) 一 n 2 Ha 2 


利用给出的判据，即有 


2 m %\ a 2 

^ Vi+iv 


«i 


小灸极 限下/ ka <\, 结果为 


2 mlV 0 l 

~~W 


《1， 


|V 0 | 《為 


即势足够弱，足够局域. 
大灸极限下， ka ^>\ , 


结果为 

H v o|a 


N « 


n 2 k 


即入射粒子能量足够高. 

从上述推导过程中可看出，大々情况下对势的限制弱些 


ar 


7.27 用 Bom 近似计算 = 下的散射截面 

r 


-ar 


题 7.27 对于相互作用 V(r) = >(? t ，用 Bom 近似求出微分散射截面.有效性条件是 

r 

什么？提出一个或更多的这一模型的物理应用. 

解 

t Ww ^ _ A 睿 w A 


m 


Imp |* a 
h 2 q ^ 


drYVir ^ sinqr 9 


dre^ r sin qr 


-Imp 

h 2 ( q 2 - ha 2 ) 


C _ 2 = ‘7 2 二 2 2)2 ’ ㈣ 如昏 


Bom 散射公式是将势场作为微扰而得出的，即有 

l ^ ii «| ro | 

这里/(/•) = %(/■) +妁 ( r )， 而 ％ 0 (/*) = 6& 


¥\{ r ) 


PM 


2 nh 


r —r 


TV(r> 0 (rOd 3 / 


分两种情况讨论.设 a 为势不显著为零的空间尺度的数量级. 
⑴势足够弱或势场足够局域. 
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我们就得条件 


v|《4 


即势足够弱或势场足够局域时， Bom 近似成立.注意，本条件不包含人射粒子速度，因此 
若势场满足本条件，则 Bom 近似对一切能董的人射粒子均成立. 

⑻高能散射， ka»l 
考虑 W 满足的方程 

V 2 ^j + k 2 y/ x 

令妁 =e ifc /， 由于假定々值很大，在V 2 妁中我们只保留 e ifc 因子经过一次或两次微商后所 
得的项.因此可得 

df im _ 


dz n 2 k 

妁 =#/ = - 盖 # JVdz 




m\V\a 

h 2 k 

h 2 k %v 


kol 


即入射粒子速度足够高时， Bom 近似总可以成立， 

从以上结果还可以看出，低能时一个势场若可作微扰来处理， 

定仍然可作微扰来处理.反之则不成立. 

^ Ma ^ Va y V ( a ) = M 有效性条件 化为： 

(i) \ fi \«^ 


那么在高能时该势场一 


h 2 k 


(ii) |^|«^v =— , k = 


\ 2mE 

IT 


上述相互作用势的模型1934年由 Yukawa 用于原 子核. Yukawa 认为核子之间的作用势与 
此模型相同，较好地解释了强作用力的短程性. 


7.28 求证球对称势 V(r) = ^e— 

r 

散射公式 


下的微分散射截面，并推导 Rutherford a 粒子 


题 7.28 ⑴粒子人射球对称势 V(r) = A e _"， 这里夕和，是常数.证明，在 Bom 近 


似下微分散射截面为 


量子力学 


2 


d<x _ Imp 

dnih 2 ( q 2 + r 2 )_ 

式中， q = \ k - k % ifc , f 分别为入射粒子与散射粒子的波矢 .（2) 用以上结果导出 a 粒子散 

射的 Rutherford 公式，即对于能量为£的《粒子射向原子序数为 Z 的核时，沿0方向的微 
分散射截面为 


d<7 


Ze 2 


AO S % e o Esin 2 (0/2) 


解 （1) 由 Bom 近似给出散射振幅 


m 


27th 


V ( r ) exp(-ig - r)dV 


2nh^ J o J 

式中，沒为穿与 r 的夹角(设泛沿极轴方向).由于 


pVir^drJ jc- igrcos0 sm&ded^ 


(1) 


0 Jo 


exp ( i^r cos 汐 ) sin 0 d $ d ^ =—sin qr 

qr 


( 2 ) 


将式 (2) 代人式 (1)， 并将 V ( r ) 代人，可得 


m 


2 mn r 00 . 

^ Jo S1 


sin qreT rr dr 


(3) 


对式 (3) 积分后，易得最后结果为 


da 


\m\ 


Imp 

n 2 ( q 2 + r 2 ) 


(2) 因为 a 粒子带及的正电，核电荷为 Ze ， 故静电势为 V ( r ) 


2 Ze 2 

4 nsn 


与 (1) 中的 V ( r ) 


相比较，可知 


2 Ze 2 


o 


(5) 


将式⑶代入式(4)，给出 


、 dcr _ mZe 
⑽ ^ ns 0 ti 2 q 2 y 

由于是弹性散射，故入射粒子与散射粒子的动量大小不变， 

1 « « 9 \ A « • ❺ 


艮 P p = hk = p f 二 • 这时有 


q = k - k f = 2 k sin 


⑺ 


另外考虑到 a 粒子能量 E 为 


P 2 : n 2 k 2 

2m 2m 


由式⑺，式⑻可得 
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h 2 q 2 = %mEs\n 2 ^ (9) 


将式 (9) 代人式 (6) 即可得所求的结果. 

讨论本题获得 Rutherford 公式，所用的方法是不严格的.因为上题中式 (1) 只适用于 
散射势函数当 r — oo 时，趋于零的速度比丄还快，即短程散射势的情况.这对于核作用 

r 

力及受电子屏蔽的原子核的静电 Coulomb 力是适用的，但对纯 Coulomb 力则不适用. 
Coulomb 力的力程足够长，以至于当 r 400 时人射粒子仍处于势场中，不能视为自由粒子， 
波函数不能用 e ife 表示.长程势的散射问题严格解法更为复杂，这里不准备涉及此问题，但 
庆幸的是对 Rutherford 公式的推导结果与本题是相同的. 

Rutherfoni 在1913年用经典力学方法获得了与量子力学推导结果同样的公式，一般来 
说公式中不包含普朗克常量々的量子力学结果往往也能用经典力学方法获得 • 


7.29 求解金箔对 a 粒子的散射，由此求金的原子序数 


题 7.29 (1) 假定一束窄的 a 粒子束正人射到一块很薄的金箔上，沿与人射方向成沒角 
的散射粒子在被一探测器 s 接收，探测器相对原点 C (« 粒子人射金箔的位置中心)所张角为 
dn . 试证明，被$探射到的散射粒子数占人射粒子的比例是 

f=~nddn 

dn 

这里#是单核的微分散射截面， n 是金箔中单位体积的核数目， d 是 箔厚. 笛厚 d 足够小, 

QSJ 

以至于可以认为在箔内任何深度的入射粒子流密度与人射前相同， （2) «粒子散射的系统 
测量最早由 Gdgei •和 Marsdon 在1913年完成.他们所用的源是 214 Po , 发射的 a 粒子能量 
£ = 7.68 MeV , 探测器面积 1 mm 2 , 离散射中心 C 点距离 lOnun ， 箔厚 d = 2.1 xl ( T 7 m ， 沒= 45。， 
他们发现/ =3.7 xl ( T 7 . (金的原子质量％为197,金箔密度为 19300 kg - nf 3 ) 试从这些测量 

结果中求金的原子序数. 

解 （1) 由微分散射截面的定义可知，每秒沿6方向被单核散射到立体角内的散射 
粒子数为这里，为入射粒子流密度.如果粒子打在金箔上一块面积为 A 厚度为 

QSJ 


d 的小区域上，则在入射粒子束拥有 nAd 个原子核，它们都独立地引起入射粒子散射，这 
样每秒钟向 d /2 角内散射的总粒子数为 


d<X 

dn 


J t AQnAd 


( I ) 


而每秒钟射到金箔上的入射粒子数•为 , 故两者比例为 



«1 


dcr 

dn 


nddO 


( 2 ) 


式 (2) 的结果用到对所有核而言人+不变，这只有很小时近似成立，否则/,■将指数衰减_ 
(2) 将 £ = 7.68 MeV =7.68 xl .602 X l ( T 13 J 和0 = 45。代人题 7.28(2) 的结果中，可得 



量子力学 


da 

da 


4.10xl0" 31 xZ 2 (m 2 ) 


⑶ 


单位体积的金原子数为 n = 10 3 W A p/W A ， 其中心 为常数，将 p = 19300kg*m— 3 代入，可知 

n = 5.90xl0 28 m~ 3 (4) 

探测器所张的立体角 d/2w/r 2 , 其中 f 是探测器的面积， r 为它到 C 点的距离，由题目条 
件易算出 

dn = 10- 2 弧度 （5) 

将式(3)、式 (4) 和式 (5) 代人式 (2) ，结果可算出 Z = 85, 这与精确的金的原子序数79很接近. 


7.30 求解中子束在2(^：干燥空气中行进 lm 后的衰减 


题 7.30 氮和氧原子对能量为 25MeV 的中子的总散射截面和吸收截面分别为 


氮 原子: 
氧 原子: 


11.5 

4.2 


1.8 


(单位： io- 2 V) 


估计这样能量的中子束在温度为20尤的干燥空气中行进 lm 后的衰减(20乞时空气密度为 

L20kg. nT 3 ), 

解散射截面 CT t 与吸收截面 CT a 分别表示每秒散射的总粒子数 

/ ] \ 与吸收的粒子数与入射粒子的流密度之比 •因此 ，每秒钟从人射 

^ \ I 粒子流失去的粒子数与人射粒子流密度之比可视为总截面 

单位¥积 设中子束沿 Z 轴方向运动，流经一单位横截面积厚度为 d 的圆 

题图 7 . 3 0 柱型空气柱(见题图7.30)，人射时流密度为 J， 流出柱体时流密度 

为 / + d/. 如果此空气柱中包含的氮原子和氧原子数密度分别是 
%和化，又考虑到空气柱的体积为 Ckd， 容易计算出经过空气柱后，流密度的变化 (U 为 

-d/ = (<r N 总 ％ + 泛 0 总 ^0) 此 ： ajdz ( 1 ) 


单位面积 

题图 7.30 


式中，％总，％总分别表示氮原子和氧原子的总截面， 
易得 


a m n N +<T o 总〜_对式⑴积分 



假设空气中氮与氧的比例为 4 :1 ，即％ = 4 «0则空气的密度为 

产 [(4x_x 16)] 衾 


⑵ 


式中，为阿伏加德罗常数 (A^AC^xlCpmor 1 ). 在已知 p = 1.20kg.nT 3 的条件下 ，由 


式 (2) 可算出 

由上式和题目所给条件易求出 


« o =1.003xl0 25 m" 3 


% 总 = 0.057m 
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当 z = lm 时， e ' az = 0.944, 即每经过 lm ，中子束的衰减为5.6%. 


7.31 中子束被球对称方势阱散射的散射长度与总散射截面 


题 7.31 质量为 m , 能量为五的中子流入射一球对称方阱， 



0， 


r<a 


>a 


(此 


势可表示中子与散射核之间的核力).如果中子速度 证明： 

ma 

a ) 散射是球对称的. 

⑵ S 波的相移占满足 jtan(to + 占) = fctanjfl ， 其中 fe 2 = 2 mE / f ， 尸=2讲(7 0 +丑)/方 2 . 
(3) 散射长度为 6 = 这里产 (2 WV 。) 1 ’ 2 

⑷当丑趋于零时的总散射截面. 

解 （1) 中子波长 ; l = / t / mv ， 所以如果 


h h 
v = -《- 

mX nu 


则又》“，即粒子波长比势的范围大的多，这种条件下只有粒子的 S 分波被散射， 
着散射是球对称的. 

(2) s 分波波函数 (/ ( r ) 只依赖于 r ， 可以写成 

- 人、 x ( r ) 


这意味 


u{r) 


式中，攻 r ) 满足方程 


d 2 ;c 

d 7 




将题目中的 vw 代人上式有 


^4 + 尸文 = 0 ， r<a 
dr 1 


d 2 x 


dr 


k 2 x = 0, 


r>a 


考虑到 《( r )^。 二有限的边界条件 (《( r )| ㈣ =0) , 上式的解为 


r>a 


x(r) = Asin jr, r<a 

x(r)^ Bsin(kr + S\ r>a 

式中， A B , S 为待定常数.将式 (1)、 式 (2) 代人 r = G 的边界连续性条件， 

Asinja = Bsin(ka + 3) 

jAcos ja = kBcos(ka + S) 

上面两式相除，有 

jtan(ka + ^) = ^ tan ja 

(3) 散射长度的定义是 


( 1 ) 

⑵ 


可得 


⑶ 
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b — 


㈣ 


tan <5 


由式⑶可知 


^ tan ja = j 


• tanfaz + tan ^ 


l-tsaikatdii ja 


由此可得 


ktm ja- jtmka 
j-k-ktmkatm ja 


( 5 ) 


当 fe—0 时 ， tanka ~> ka , ja ~^{ vnV ^) yl al %= y . 而 ifetanfejtanja 趋向于 ifettan 知 ，与 j 
相比此项可以忽略，于是式 (5) 变为 

( 6 ) 


将式 (6) 代入式(4)，可得 


tan ^ 


(4) 由于只考虑 s 分波散射，所以有 


m = 士 [exp (關 -1] = exp ⑽寺^ 

mK ic 


于是微分散射截面为 


dcr __,2 sin 2 # 


dn 


ml 


了 


当众- >0 时， sinS ^ tanS^O , 由式⑷，式(7)，式 (8) 可知 

一 / ✓%、 * dcr - o 


m — b ， 




da 




b 2 


da 


由于 5 与方向无关，故总散射截面为 

as 2 


fS 

a t = 47 tfe = Am 


tan >? 


(7) 


732 材料的折射率与全反射临界角 

题 7.32 ⑴证明在球对称势 V(r) = M(r) (这里 g 为常数，抑)为三维在 函数冲 ，在 
Bom 近似下，散射振幅为 

m= ~^ g 

(2) 若用5势来模揽散射长度为6的核对势中子的散射势，求《的表达式 .(3) 波长为；I的热 

中子入射一块材料厚片，设其中的核具有相等的散射长度，证明厚片的行为像一块折射率 

为 n 的 介廣， n 为 

n = l-~NbA 2 
2n 


第 7 章散射问题 


I 


这里 AT 是单位体积的核数.⑷证明若6>0,则介质表面全反射的临界角【=；1(灿/70 1/2 . 


解 （1) Bom 近似下的散射振幅是 




JV ( r ) exp(ik r)dV 


将代人上式易得 


/( 化 -㈤ 


( 1 ) 

:射来贿为-妙 


是散射长度).所以令式⑴等于即可得到 


2 nh 2 b 
8 = - 

这里％是中子质量. 

⑶设中子在真空中的波数为心，在介质中的波数为*,则介质的折射率《=々/^下 

面先求材料中由核引起的平均势能.设每个核有一个5势，这些势函数对整个体积求积分 
后再用整个体积除，容易得到 

▽ = Ng=N^-b ⑵ 

这里 W 是核的密度. 

中子在真空中的能量为£(全面是动能)，在介质中的动能是 E - 铲，这样有 


k ^- 2n hi 

k °^ 


E ， 


If 


( E - V ) 


(3) 


由此可知 


1/2 


^0 


由式 (2) 和式⑶，有 

V _ 4祕 二 NbX 2 

E ki ^ 

这里 ; l = 2 n / k 0 是中子在真空中的波长. 

因为 iV 〜 i / d 3 , d 是散射物质中原子之间的距离(数 量级〜 l ( T 1 G m ). 热中子波长也具有 
相同的量级，而散射长度/>的量级为 l ( T 14 m , 所以 


廳 丁 10 


所以 f «£， 因而有 


1/2 


1 -^ = 1 -^ 
2E 2% 


⑷因为 Ma 2 《 i ， 所以当 h > o 时，折射率 rt 比1稍小一点点，所以从真空人射时的 
临界掠射角。也很小，它满足公式 
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当&很 小时有 


即有 


讨论 （1) 散射问题中 Bom 近似的有效条件是入射粒子的波函数只被散射势微扰.这 

一条件并不适用热中子散射，因为那时人射中子的最初波函数受到很强的干扰.但是若用 
在势表示散射势用 Bom 近似又可以得到正确的结果即散射振幅 /( 的为常数(与<9和中子能 

量无关).这就是用 J 势描述热中子散射的合理性的理由，它大大简化了热中子的理论处理. 
(2) 中子全反射现象在实验中有重要的作用临界角 r c 的测量提供了确定散射长度的方 

法.另一个应用是中子导管，它提供了通过管内壁全反射而长距离输运热中子束的方法， 
如同光线在光纤内传导. 

7.33 热中子+质子#氘核+光子，求一盒中两种过程的截面比 



题 7.33 一个速度为 v /2 的热中子被一个速度为 - v /2 的质子吸收产生一个氘核和一 

个能量为五的光子.相反的过程是一个能童 E 的光子引起一个具有等大但方向相反的动量 
的氘核分裂为速度为 v /2 和 - v /2 的质子与中子.若用和心分别表示这两种过程的横截 

面 .（1) 在一个体积为 V 的盒子里含有一定数量的中子一质子对和一定数量的光子気核对. 
每对中子-质子对的质心相对盒子静止但相对速度为 v ，类似有每对光子-氘核对中光子与氘 
核的动量大小相等而方向相反，而每个光子能量为£ •试 证明吸收截面 


式中， | A 〉 表示中子一质子对的态， ㈨ 表示氘核一光子对的态，巧是|5〉态的态密度，丑⑴ 

是引起两个过程的微扰 Hamilton 量. 

(2) 由此证明 

^ = {—) 2 
<r d \mvc) 

这里讲是中子质量(与质子相同)，^是光速. 

解 （1) 用分别表示盒中中子一质子对与氘核一光子对的数目，用％^^表示 

单位时间从 a 态到丑态的跃迁数目，则由吸收截面的定义可知 

/T = /T . • = /1\ 


a a - 


( 1 ) 


式中，、为中子流密度，这里由题意可知 
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7.34 IkeV 质子被氢原子散射时的散射截面 


题 7.34 考虑 IkeV 的质子被氢原子散射 .（1) 角分布如何？（画图并解释 ).（2) 估计总 
截面.用 cm 2 , m 2 或6给出，解释你的理由. 

解考虑到电子屏蔽效应，可近似认为质子与氢原子之间的作用力程为 Bohr 半径 


0.53 A 


fia 


l, 2 eV«: 0 . 5 keV = £ :相对 


因此，此题可用 Born 近似. 

⑴质子与氢原子之间相对运动能量是 0 . 5 keV. 


质子与氢原子碰撞时, 
电子看成“电子云”， 


ka- 之对 a -29 

一方面受到原子核的 Coulomb 作用， 
分布为 - e〆 /*)， 则 


另一方面受到电子的斥力•将 




用 Bom 近似，并利用公式 




4n 


可求得 




J^ e [J9 r ^ f P( rf ) j ? 

2 n 方小 


dr dr 


式中 ， ^ = q = 2ksin^ 9 F(0) = jc igr p(r)6r. 


对氢原子基态，有 


P(^) = kioo 


一 lr!a 


F(d) 


fe^ r - 2r/a dr 


1 + 


a 2 q 


2 


f{6) = ~~~^ - 1_ i _!_ 

lh 2 k 2 sin 2 (^/2) [i + a 2 jfc 2 s in 2 (^/2)] 


2 


考虑粒子的全同性(两质子)，应有 


第 7 章散射问题 


单态： 

三态： 

则散射截面(不考虑极化)为 


%=_ + /( 兀 - 沒 )| 


2 


2 


°" = 4^ + 4^ 


我们考虑几个特殊 情况: 
(i) 9^0 


■ _ //V [ 1- F (<9) 1 一尸 (7C - <9) 

5 一 4 h 4 k 4 sin 2 (<9/2) cos 2 (<9/2) 




餐 4 


2 m fl 


第二步利用展开式 


— rftfl-2jc, (jc » 0 ) 及 a 2 k 2 ^>l 
(1 + x) 1 


同理可得 


<^a 


(ii) 0 = n . 同理可求得 


f \2 

/ 

、2/n a 


2 


2 


a 


2 


(iii) a 2 fc 2 sin 2 —= 10 时 

2 


汐® 0.077t 


所以当 aO7<0<CK937t 时 


1 fi 2 e A 1 1 

4 4^ 4 [sin 2 (^/2) cos 2 (<9/2) 

( 3 ju 2 e 4 1_1 

4 4 h A k 4 [sin 2 ( 0 / 2 ) ~ cos 2 (<9/2) 


令％ 




// 2 g 4 3cos 2 沒 + 1 
h 4 k 4 sin 4 沒 

角分布如题图 7.34 所示. 


(2) 我们仅考虑较大角度的散射总截面, 
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2 n 



0 . 93 . 3 cOS^l sin , d , 

0*07tc sin 4 汐 


2k 



o. 93 k 4 - 3 sin 2 0 


0.07ic 


sin 3 汐 


60 


f 


2ti<7 0 


_ lntan ^_ 2 £2^ 

2 sin 沒 


Q.9H 


Ao.Oln 


=155 兀 <t 0 

小角度散射总截面比较大， 

f0.07n 

cr^、 > 27 cJ o <j(0.07n)sin^d^x2 

= 2 tcx 1703a- 0 [l- cos(0.07Tt)] x 2 
o ■，小 > 164jc<t 0 


7.35 根据高能电子被核散射的结果考虑核电荷的分布 


题 7.35 高能电子被核散射的研究给出核及核子中电荷分布的非常有用的信息，这里我 

们考虑该理论的一简单变形，认为电子自旋为0,同时我们也假设电荷为 Z 的核在空间固定(即 
財无限大量)_设核电荷分布■的，除此之外不再加 限制. 以 PW 标记^电荷密度. 

以 A .，/ V 分别表示电子的始、末动量， / e (巧， P /) 表示电子被一点核(电荷 2 ) 散射的一 
级 Bom 近似给出的散射 振幅. 而 /( 灼，/^)则表示一级 Bom 近似下电子被具有同样电荷数 
的实际核散射的散射振幅.以€ = P 广表示动量转移，量 F 定义为 

f{Pi ， P/) = Hq 2 )f^{Pi ， Pf) 

且称之为形状因子.容易看出 F 仅仅通过^对(朽,心)有依赖关系 .（1) 形状因子 FQ 2 ) 与 
电荷密度/?(幻的 Fourier 变换有一简单关系.在非相对论的 Schr 5 dinger 理论框架下叙述并 


导出这个关系.电子运动的非相对论假设只是为了使问题尽可能简化，如果仔细考虑，则 
可能清楚地看出这个假设是无关的，即在实验时的相对论情形可以用相同的结论.同样， 


忽略电子自旋也不影响我们这里所涉及问题的本质 .（2) 


题 { 


7.35 给出的是确定质子的形 


状因子的实验结果，应该认为我们的理论可以应用到这些数据上.在给出的数据基础上， 
计算质子的电荷半径的均方根值. 
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题图 7.35 
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7.36 Ramsauer - Townsend 效应的起源及低能电子的最大散射截面 

题 7.36 早在 20 世纪 20 年代， Ramsauer 和 Townsend 各自独立地发现对于能量约 
0.4eV 的电子，在气态氩原子上的散射截面比几何散射截面 ( TO 2 , a 为原子半径)小得多.同 

时还发现， 6 eV 的电子的散射截面是几何散射截面的 3.5 倍，而且散射几乎是各向同性的 .问 

反常散射截面的起源为何？对于低能电子来说，最大的可达到的散射截面多大？ 

解当吸引势足够强时，在某一能量处 Z = 0 的分波 可能# 拉入半周，其相 移叫为 t 此 

时/ = 0的分波对散射截面没有贡献，而其他分波的贡献又很小(能董很低)，因而散射截面 
变得很小，这就是所谓的 Ramsauer-Townsend 效应.对于低能电子来说，最大的可能的截 
面是几何散射截面的 4 倍. 

7.37 由光在介质中被一散射中心引起的散射振幅推导色散关系 

题 7.37 设 /( 的为某光学介质中光在一个散射中心上向前散射的散射振幅 • 如果将 
入射和出射光波分别记为 4 ⑽和七⑽，则有假定 Fourier 变换 




4i ㈣ 


对; c-f>0 值为零.⑴用因果性关系(信号传播速度不大于光速 e = 3xl0 8 m/s) 证明/⑽在 
上半复平面是解析的 .（2) 利用 /( ⑻，4和士^实部的解析性，假定 /( 份)在无穷 
远处有界，推导色散关系 

Re(/( 份 + i 幻— /⑼) =—p / X /( f f +々) 

n Jo a>\a> a -or) 

^ 为任意小的正数. 

解 （1) /<;c 时 4 n (;t-0 = 0 意味着时 


4 m (^-0 =o 


因此 


1 c° 


dre 省 4 (r) 

out 


当 ltmy>0 时为正则函数.因为 r<0, 积分项中的因子 exp(Irtuyr) 收敛. 

4 ut (^) = /(^)An (^) ) 当 Im ⑽)>0时/⑽也是解析的.因为对于一大类函数 
来说 fim ) 为散射振幅，个别4㈣可能的零点并不意味着是 f { 0 ) 的极点. 

(2) 对必— 00, 0<arg^<7c, 我们有 1/( 的 kM. 假定 /(0) 是有界的(否则另选一点)， 

则 


z(^) 


/ ⑽-/(0) 


在无限远处是充分小的，因此 


z(^>) 


2id 


da) 


f x{o 9 ^\0) 
(O 9 -co 


lma )>0 


利用 一T~^~ r = P + (当历为实数时)得岣之(必) = 

0) -€0~lO (D -6) 

An 为实，意味着 ， in (-^) = ^ n ⑻，因此 /(‘) = / (-的.故 


da) 


f ]mz((O f + io) 


Im f ( o ) + io) = -Im + io ) 


且 


Re[/(6> + io)~ /(O)] = ^-P f : da ? 


,1m fi ^ + io ) 
6}\w f2 -m 2 ) 


式中， P 代表积分取主值. 


7.38 两个自旋粒子在作用势 


下的散射截面 


® 7 - 38 —个自旋为^质量为饥，能量为的粒子与-个无限重的自旋为 
1/2的靶粒子散射.相互作用 Hamilton 量为 
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^int = 9 ^2 


e 


■Mr 


r 


//>0 


式中，％和巧是入射粒子及靶粒子的自旋.在最低级 Bom 近似下求微分散射截面 
对自旋初态求平均，对自旋极化末态求和.并将#表示成々及散射角$的函数. 

OU 

解设粒子沿 z 方向入射，即蛑=<.在最低级的 Bom 近似下，散射振幅为 


d<7 

Jq 


m 


m 




2 


/ e i( *°-* )r {x f \Aa x 


^j^ r {x f \Acr r( r 2 \x i }^d 3 r 


式中 


q-k 0 -k, q = 2ksin 


h 〉， I 巧) 分别为散射初态与散射末态的自旋态. 


e 

2 


对系统总自旋 s=o 态 


M0) 


6Am 


da 0 (6Am) 


2 


〆 切 2 ’ 


d/2 (" 2 +q 2 ) 2 


对系统总自旋 S = 1 态 


Am— 


2Am 


d <jj _ (2Am) 


2 


M 2 +q 2 9 AQ (/ < 2 +^ 2 ) 


2 


设入射粒子自旋初态为 


\P 


oj 


靶核自旋初态为 


ri) T 

oj 


吟，则体系的自旋初态为 


0 u : a p a r ， 此时的散射波函数为力⑹^%，而相应的极化微分散射截面为 


lifer 


1 /iWl 


daf 1111 

dn{22 ； 22 

da(l l 1 1 

钃 _ _ _ 

2 2'2~2J d/2 


dD 


doYl 1 1 1 

11 ’ 22 


同样的方法，注意体系的自旋三态为 

011 =%%* ， H P fir ， 0 


da(l 1 1 1 

Ja \22 y ~2~2) 


= 0 


10 




{ a p f ^+ p p a T ) 


自旋单态为 ®oo =$ ( a p 务 -/ J p Or )， 并且〜^ =-^(©,0+000)^, 可求得其他的极化微 


分散射截面为 
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da 


1 


dn\2 

daf 1 
dn {2 

daf 1 


11 

里 9 _ 

2'2 


dm 2 


da 


1 

_ 

2； 

1 1 1 
一 •— 一一 

2 ’ 22 

丄丄 j_ _ 

2'2l)~dQ\2 2 


|/ iW -/ oW | 


2 




2 


dcrf l 1 


2~2 


0 


dD 

dcr 

dn 


ill l 

22'2~2) 

11 11 

4 _ _ _ 

22~22 




2 


da 

「1111 

彙 

d/2 

、 22’22 


d<j 

di ? 

dcr 

In 


/ 

\ 

/ 


丄 

2 

1 


1 

2 


1 


2 

111 


4 

dcr ’ 

dn 

丄 

2 


I 綱 + 綱 I 


2 


11 

"22 s 
I 綱 I 


丄 

2 


1 


0 


2 


d<j 

d ^2 


f 1 1 11 


dcr 


2 2 22 J d/2 


2 2 22 

N 

对自旋初态 (/) 求平均，对自旋末态 (/) 求和，得 

dcr 1 n dcr 


dn 


丄 z 

4 jo m) a/) jf) dO 

^pZ ^Tz ^pz >^Tz 


(M AO . M ) 

y^pz^Tz ^pz 


1 11 

_ _ _ • _ 

2 ~ 2 9 2 


1、 

2 j 


0 


(/) 



:3/~) + / 2 (0)] 


12A 2 m 2 


// 2 + 4k 2 sin 


2^ 

2 


注此题后半部作自旋统计时，可有一些十分简便的办法.但这里的遍举法较具体 


详尽. 


7.39 用 Bom 近似计算中子-中子散射的散射截面 


题 7.39 用 Bom 近似计算中子-中子散射的微分散射截面.假设散射势对于自旋三重 
态为零，对于自旋单态为 

e '-° r 

V(r) = V 0 —— 

r 

对非极化(无规自旋取向)初始态计算截面. 

解 Bom 近似给出 

2 m 产 00 

fsm = ~^J 0 drry Wsin^r 

=_ ^ C drV ° e 卞一 


2mV 0 q 

h 2 q q 2 +/4 2 


q = 2k sin 


0 

2 
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式中，/：是中子相对运动的波矢， 


+为约化质量. 


考虑到自旋单态的自旋波函数反对称，所以空间波函数应对称化，这样就有 

%=|/(的+/(卜沒)| 2 

f \2 


4mV 0 2 


1 


+ 


1 


V 


一 W 昏 心 w 昏 

\6 m 2 Vi ( fi 2 + 2 k l f 


h 4 \ +4 灸 2 sin 2 


香 ) 2 (> + 4itW 昏 、 2 


又因中子初始是非极化的，故所求散射截面为 


( T {0) 


4 




4 m 2 V 2 (^ 2 +2 k 2 ) 


2 


n 4 


/ i 2 +4 A ： 2 sin 2 香) 〔" 2 +4 fc 2 cos 2 昏 


7.40 低能中子在质子上的散射与不同自旋态的关系 


题 7.40 低能中子在质子上的散射是与自旋有关的 • 当中子-质子体系是自旋单态时 
截面为 q =78 xl ( T 24 C m 2 ，自旋三重态时截面是％ =2 x 10—^ m 2 . 令/ 3 和力是对应的散射 
振幅，用/ 3 和力表示下面的答案: (1) 非极化中子在非极化质子上的总截面是多少？ 

(2) 设一个原先自旋向上的中子在一个最初自旋向下的质子上散射，中子和质子自旋翻转 
的概率是多少？（ 3 ) 11 2 分子有两种形式——质子总自旋为1的为正氢，总自旋为0的为仲 
氢.设有一低能中子(七》«，〈4是分子中质子的平均距离)在氢分子上散射.非极化中 


子在非极化的正氢和仲氢上散射截面之比是多少? 


解 （1) 定义算子 


/! + 3/ 3 / 3 -/i 


(^n 


P 


4 4 

可证/在三重态和单态上的本征值为/ 3 和所以，总截面为 


a 


4 n 〈/ 2 〉 


fl = 4^ 2 十：力 2 + 4^ 2 


e ' iaf cosy ? 
^ e ia sin p 


设入射中子自旋态为 
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式中 ， （ 2 々， 2a) 为中子自旋方向的极角.考虑极化质子态 


0 


<r t - A% 


e" 1Qr cos 




ia 




sin^ff 


/n 


f 2 

°V 


eT ia cos /}] 


t ia sin )3 


/n 


= 7 C 


3/ 3 2 +/ 1 2 -(/ 3 2 -/ 1 2 ) cos 2 ^] 


3 1 , x cos 28 

:巧 +: 471 •(々 峰 。 1 ) ~ 4 ~ 


中子束无极化， cos 2^ = 0 


<J t = 一 0*^ + —<Ji 

r 4 3 4 1 

由于 z 轴取向任意，非极化质子的总截面与极化质子总截面相同 
(2) 相互作用前态矢为 




fo\ 






用三重态和单态自旋波函数展开 


1、 


0、 


oJAiJ 


P 


V 2|^ 


(\ 


((S\ 


+ 


，0、 


WAUp A loj 


n 


p- 


+ 


72 


n 




广0、 


KUJp-LiJnKj 


散射波形式是 


e 


\kr 


r 


V2 


/3 去 


loifi 


+ 


0、 

i 


0 


p Wp 


+ /l 


42 


fl ^ fo 


t $ 

0 



\kr 


r 


h^f\ 

2 


1 


⑻ + hzA(^ 


0 人⑴ P 


2 


似0 


1 


p 


所以取向翻转的概率为 


(h 一 / i ) 


_ _j (/ 3 -/ i ) 2 

(/3+/i) 2 +(/ 3 -/i) 2 2 fi+fi 


⑶令 


尸=/1+/ 2 


fl + 3/ 3 1 


2 


+ 孑 (/ 3 -/】)[% 


S = 2 (api 


则 


( o * n .5) 2 = 5 2 -〜5 


可得 


尸 2 = ;[( /〗 + 3/ 3 ) 2 + (5/ 3 2 - 3/〗 2 - 2/】/ 3 ) cr n . S - f (/ 3 - fl ) 2 S 


2 


对于仲氢 



•514 - 


董子力学 


< 7 # =^(/ i + 3/ 3 ) 2 

由于没有物理上的特殊方向.截面与入射中子的极化无关. 

对于正氢 

式中，2#是5与巧之间夹角. 

中子未极化时 cos 2>5 = 0 

^=4( / l +3/ 3) 2+2(/ 3" / l )2_ 

， M 

这些结果自然与氢分子的极化与否无关.所求比例为 

U / 3 -以 2 
^•仲 （ /i+3/ 3 ) 2 

7.41 V(r) = h ' <T2V ° ， 计算总散射截面 

0， r>a 


题 7.41 讨论一假想的中子-中子零能散射•相互作用势为 

<f\ • 巧 V 0 ， r<a 


V(r) 


0, 


a 


式中，％ A 是两个中子的 Pauli 矩阵. 计算总的散射 截面， 入射、及靶中子均未极化, 


解在耦合表象中讨论此问题.令 

5! + 沒2 = S， 


即 


-<Ti +-a 2 = S 
2 1 2 2 


所以 


3 + 3 + 2<f j • o 2 =45(5 + 1) 


<r 3 -<r 2 =2S(iS + l)-3 

式中，5=1或 0. 因而可见 S 的本征态也是 v(r) 的本征态. 

只考虑 s 波，即空间波函数是对称的，根据 Pauli 原理，自旋部分应反对称•所以有 

5=0 


低能只考虑 s 波，当 r<a 时，有 



d 2 


u + klu-Q 


u(r) = A$mk 0 r 

式中， u ( r ) = rw ，4^3 mV Q / h 2 . 当 r>a 时，有 
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d 2 u 


+ m = 0 


«(r) = sin(^ 1 r + <5 , 0 ) 


式中， u(r) = ry/{r\ kf=^E. 

ft 


利用 


处《(0的一阶导数及其本身连续，有 

k 0 cotk 0 a = cot(k x a + S X ) 


夂 - > 0 则，有 


S 0 = -XmkQa-k x a = k l a 

灸 0 


tan k^a 


\ 


J 


由于全同性，有 




2 


¥ 


2 2(2/ + l)e 1<>a sin^f{(cos^) 

/:0,2,4 


2 


只有 s 分波，故 




取统计平均 S = 0 只占1/4,有 


cr()9) = -^-sin 2 S 0 =-^-Sq 


I6n f 2 

a L^ = "TT^1 a 


'tan k 0 a 、 

1 

2 

=16tuz 2 

’tan^j 丫 

1 

、 M j 


L V J 


r 


( j t =4 m 


tan k 0 a 

b a 


1 


j 


式中的截面是接收到中子的截面. 


7.42 自旋1/2的粒子束被重核散射，散射势为 CSrS〆 3 、-;^) 求散射截面 


题 7.42 由自旋为 f ，质量为 m 的粒子组成的一个束流被一个由重核组成的勒所散射, 

核自旋仍为 | 个实验粒子与核的作用为，其中 C 是一个小的常数， 

A • 心是实 验粒子及核的自旋，七、々是它们相应的位置 .（1) 求对自旋初态作平均后的微 

分散射截面_ (2) 如果所有入射粒子的自旋都指向正 Z 轴方向，而核的自旋取向是任意的. 
问经过散射后人射粒子的自旋仍指向正 Z 轴方向的概率是多少？ 

解⑴由于靶核形成了一个固定的散射中心，质心系和实验室系就是同一的，所以 
系统的相对运动方程为 






y(r) = Ey/{r) 
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因 C 是一个小的常数，所以可用 Bom 近似 


m 


= . S 2 J ⑶ ( r ，) d 3 


m 


2ith 


2 


CSj • S2 


微分散射截面 




2 c 2 m 2 , ^ ^ 12 


2、2 


(2nhn 


|5 r S 2 




式中， S ^ S X ^ rS 2 . 

对系统总自旋 s =0 态 


a o (0) 


c 2 m 2 


2、2 


(2 nr ) 


3 


2 v 2 


n 2 


2 


(3mcy 


对系统总自旋态 


{0 )= 


c 


V 


( i % n 2 f 




2 


2 


(me) 

m 


2 


2 


所以，对自旋初态平均后的微分散射截面，即非极化散射截面为 

<r t (O) = ^a Q (0)^am = ^ - 

4 4 (8 兀) 2 

(2) 这时若考虑散射后粒子自旋仍向上，则散射后体系的两个无关的自旋态为 | jcl > 和 

*w+w) 

将这两个态分别和内积，得两个相应的概率幅，于是得到这种情况下的散射截面，为 


CT ⑴= |q W| 2 q (0 + 去 |c 2 W| 2 |/1 (的 + / 0 ⑹ | 


2 


对系综平均即得 


O •⑴十撕爿綱+ 綱 


2 m 2 c 2 


2 


(8ti) 


2 


最后，所求概率为 


P 


Or 


(/) 


a t 3 


7.43 两个.旋1/2的全同粒子在屏蔽 Coulomb 势 e 2 


e 


一 Ar 


r 


下的散射截面 


题7_43 (1) 两个自旋为质量为 m 的全同粒子间存在一个“屏蔽” coulomb 势 



相互作用 
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V ( r ) = e 


2 e 


—Ar 


r 


式中， l / A 为屏蔽长度.设有一散射实验，其中每个粒子 
在质心系中都具有动能£.设£很大，人射粒子的自旋取 

向是随机的.(在质心系中)计算散射截面#，出射粒子 


的方向与人射粒子方向的夹角记为 W 题图 743)(2) 假定 
在沒处观察出射粒子，散射后两粒子处于总自旋为1的 
态的概率有多大？如果一个粒子自旋沿正 z 轴方向，另 
—个粒子自旋也沿正 z 方向的概率是多大？ （3) 如果你 
在以上计算中所作近似是正确的，粒子能量要多大？若 
粒子的能童远低于上值，在低能极限下，散射后两粒子处于^=1态的概率有多大？ 

解⑴在质心系中，两粒子是完全对称的.相当于在两 粒子麟 中点，有一个固定的力心 



V(p)-e 


2 e 




2 p 


式中 ， p = r /2 为两粒子间距的一半. 


由于入射能量很高，可以采用 Bom 近似 . Bom —级近似给出的结果是 

m 


m 


2nh 

2 m 


2 / ^ p V(p)d 3 p 


dp—eT 2Ap sin qp 


， 2 
… 2 


h 2 q 2 +(2Jl) 
■ 

式中， g 为粒子散射前后动量改变 ， q = 2 ksin ~ 

考虑到全同粒子系统波函数对称性 问题： 

对态， cT s {0)=\ fm ^ f ( n -0)\\ 

对 S = 1 态， ^ (0) = \ f (0)- f ( K -0)\ 2 . 


2 


CT s (0) 


4 


2^ 




n 2 


1 


+ 


1 


以° 2 昏 “ 2 


2 


4 


ml 


2 


\2 


n 2 


j 


k 2 + 2A 2 


k 2 sin i +A2 


灸 w 誉 + 妒 
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a ^ e)= \ 




k 2 cosd _ 

餐 + A 2 ) 〔灸 2 cos 2 备 + 义 2 


2 


A 




(fc 2 +2/l 2 ) 2 +3(fe 2 cos^) 2 



(2) 若人射粒子仍然是非极化的，那么处在总自旋为1的态的概率为 

\° a _ 3(jfc 2 cos6>) 2 

(k 2 +2A 2 ) 2 +3( 灸 2 cos 沒 ) 2 


两个出射粒子自旋同沿正 z 方向概率为 





_ (fe 2 cos<9) 2 

"(it 2 +21 2 ) 2 +3(^ 2 cos^) 2 


(3)/ = 0分波是前后对称的/(的=/01-办它对5=1态无贡献，但对5 = 0态为主要 

贡献.因此^ 1态散射截面与5 = 0态散射截面之比相 当于/ = 1分波与 Z = 0分波的散射截 
面之比，在低能极限下接近于 0. 


7.44 Born 近似计算电子在散射势 F = e_W 04 +执 r * r ) 下的散射截面 


題 7.44 —个动量 p 质量 m 的电子穿过一个与自旋有关(宇称破环)的势 

V=e _/<r2 (A + 5<r-r), 

并在 0 角被散射.式中/ /(>0), 次 B 为常数， a y ， %是通常的 Pauli 自旋矩阵.令是 

C/tf ^ 


初态自旋一定而对所有自旋末态求和的微分散射截面.下标/标志人射电子的初态.特别 
地，箬电子自旋在入射方向极化，我们可分别 考虑: 人射自旋“朝上 ” (f =个)或《朝下” （ / ). 

在最低级 Bom 近似下，计算^■和表示为/?和0的函数. 

oQ oQ 

解令 x 轴正向为电子入射方向，在义对角表象中，由题设人射电子自旋波函数可表 


为 



又令》为尸方向上的单位矢量，则 


an 






sin 沒 sin p 
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+ 


r l 0 

,0 -1 


COS0 


- 1 炉 


cos 0 ， sin^e 


-cosd 


j 


先考虑 #+ 


(<r • n)^ + 




72 


cos0 + sin0e’ lf 
sin 沒 e 1 穸一 cos 沒 


j 


式中 ， a 


oj 


，夕 


1 


=-^(cos0 + sin 6^ - cos 6)P 
为 Pauli 表象中 & 的本征态.故散射振幅滯自旋)为 


m 


m 


27 th 


2 


fe- iqr ， V(r f )^ + d 3 x' 


式中， q = ^ ( p f ~ pi ^ M = ^ = ^ sin f > BP 


m 


m 


J e _l9r，cos ^ e~ //r，2 [Ay/ + + r l B{a - /iV+jd 3 ^ 1 


2nh 2 

hma^hmp 


式中 


AW 


m 


2nh 


j -L[a + r®(cos^ + sin 心却 ’)]〆 2 smffdr^d^ 


由于 /( T e ± iPd v = o , 所以 


im 


m 


2nh 2} o io 


e 知 〆 《 ^’ e 卞 ’ ^L(A + r f Bcos0 f )r 2 sin 0 9 d0 f dr 9 


V 2 


积出 以部分 


im 


2m A 


h 2 q y[2 } o 


r，e 


2mi B . 

+ fiV 72 Jo re 


. f 2mi 3 f 00 a 

sin qr dr —— z —— 产 r| 〆 e 

n 2 q ^2 } 0 

r 2 sin qr^r 1 


co% qr*dr 


用复变函数方法可算得 


/(/A 分 ）= |。 cos qr r dr r = ^J~ 


q 


2 


4// 


~~~f Q 2 sin qr’dr f = - -exp 


3 分 



q 


2 




4// 


故有 


r’e_ Mr sinq/dr'-j - —exp 

o Vju 4ju F 



it q 


/ 


4/^ 


又有 
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—=-[ r t2 e~ Mr 2 cos qr f dr r 
dju jo $ 

1^( ( q 2 \ q 2 

V/^l 4 Mj { 4 MJ 8// 2 

，C ° r /2 e -iUr 2 cos qr'dr' exp - — 

0 4/j^jU I 4// 8// 2 J 


从而 


r /z> 、 2m A In q 

m ^'^^ exp 

2mi B fH ( 

+ ^ V *^^ exp - 


令 2 ) 

4"J 


2nd B n 
h 2 q -Jiifi 


exp 

^ 1 4 ^J 

;f 

— exp — 

"l 4 "J 

、 2 Yi ^ 

4" 儿 4// 8// : 




i 

4# 


mA 

2 hfi 

f . 


nr 「殳 2 ) . 2ms nr 

V 2 ^ { 4 ^J ^ q V 2 ^ 

m f A . f q 2 ^ 

— ^― 一 A.i—^ exp — ^― 

2^vl 私 」 l ^M) 


k 


2 


i 

8 // 


2 


所以 


笞-_、磊- 





类似可得 


hW 


mA 

2 ^V 




exp 


笞卜萬 exp 


• niBq 

4juj 4h 2 ^i 2 

( q 2 )( 

) - A 

、 2# 人 


2 


q 2 B 2 

4// 2 


exp 


ill 


式中， ^ = ^ sin ™ 

ft 2 


对 K _ 




计算可得与上面相同的结果. 


7-45 入射粒子 P 2 被处于束缚态的粒子 A 在相互作用势 F ( r -/0 = V ^ 3 5 3 ( r - r ') 
下的散射振幅 

题 7.45 —无自旋带电粒子/^束缚在一球对称态中，波函数为 

y/ x (r)^{mY V 2 e rl/2a \ 

若一无自旋非相对论人射粒子朽与 P ! 间通过势^(/*-1*0=\^ 3 岁(|*-0相互作用，计算第 

一级 Bom 近似下， /> 2 被上述 A 束缚态弹性散射的振幅(可以不必管整体的归一化)假定^ 
很重，以致其反冲能量可忽略，描绘出被散射的入射粒子的角分布 dcr 09)/ d /3 的形状.该 
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形状怎样随人射能改变？怎样用它来 确定乃 束缚态的尺度？是什么确定了测量该尺度所 
需要的巧的最小能量？ 

解 由于尸 1很重，所以 P 2 &Sdir5dinger 方程为 . 




Eyf{r) 




2 m 


▽ 2 + V ^ 3 A ( r ) ¥ {r) = E ¥ (r) 


式中， AW = | 妁 (r)| 2 是粒子戶 1 在厂处的概率密度， m 是/> 2 的质量，由 Bom 近似得 

2 m 


m 


n 2 q ^ 


〆 • Vo& A (r)sin qr’dr 


所以 


價) 。c 丄 〔仝 
q 


3 


o r，exp 


sin qr’dr’ ocxfe 3 exp 


卞) 


da 


\m\ 


2 


<j 0 exp 


~ iqa ) 


a 0 exp 


•2( 知 0 2 sin 


20 

2 


式中，<^> = <7 (沒 = 0 )与 a 无关， 


dcx 

dn 


的形状如题图 7.45 所示 


E' 、 E 2 、 E3 



当入射能量增加时, 


da 

dn 


题图 745 


随班 t 加而很快地 减小. 由上式可得 


In - - 2 k 2 a 2 sin 2 —+ c 

dn 2 

绘出 Ing-sin 2 # 图，根据此直线的斜率即可定出 a 
as2 2 

do* 

从@的表达式来看，人射能童五似乎无什么限制，但我们是用 Bom 近似得到它的， 

所以 Bom 近似的适用条件决定了测量该尺度所需要的最小能量. 

Bom 近似要求 


h 2 k 


» 


中％ 


b 


3 
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所以 


wb \ 


7.46 已知弹性散射总截面，求共振角动量与共振时沒= 180°的微分散射截面 

题 7.46 考虑一个弹性散射实验 a + ^ — a + 其中 jc 远重于 a (不考虑两者的自旋). 

实验结果中总散射截面巧对 M 的依赖关系可见题图7.46,发现在 々 = h =10 ]4 /cm 处，总 

散射截面有一共振峰，此时 a ,= a =4.4 xl ( T 27 C in ， 且共振时，从各个角度0都可以观察 
到散射效应，除了0 = 90°之外(在这个角度上散射消失).在远离共振区时， tr t 是各向同性 

的.试求： （1) 共振的角动量 J 是多少？ （2) 计算在共振时，在沒= 180°方向的微分散射截 
面的近似值. 


44X10 



^R=10 u /cm 


题图 7.46 


解 （1) 我们用分波法计算此题.共振与一确定的分波相联系，每个分波的角动量由 
相应的角量子数/确定，每个分波的角分布由勒让德多项式描述.由本题条件可知共振时 

除了 0 = |处无散射，其余任何方向都有散射，由此可知角量子数/ = 1，因为只有巧满足 
这个条件，因此角量子数/ = 1，角动量/ 2 = 2方 2 . 


(2) 由分波法可知 


f k (0) = i£(2/ + l)e^ sin^P^cos^) 

^) = |/ it (^)| 2 

cr t =—f i (2Ul)sm 2 S l 
^2 1=0 

由于共振时，截面是各向同性的可知，这时在/⑼中只有/ = 0的分波存在. 
时的总截面时，我们只考虑 Z = 0、 1两个分波，这时由式 (2) 可知， 

=^( sin 2 ^ 0 +3) 

k l 

导出上公式时，用到对于共振峰相应的 4=^. 由上式可得 sin 2 %, 即 


⑴ 


( 2 ) 

因此考虑共振 
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sin 2 S 0 = 

\ 

将 sin % sinA 代入式 (1 )，然后取模方可得 


^ R a R 

4lt 


a R ( 沒 ) =+ (9 - 5 sin 2 ) w 6.5 x 10' 


cm 


7.47 低能中子被一核子系统散射求散射长度 

題7_47 (1) 低能中子被一核子系统散射，核的自旋&(不为 0). 若&和5 2 分别为核 
子与中子的自旋角动量算符(以方为单位)，证明算符& . S 2 的本征值是 


当片彳去 ； ^j = S x ― 

上面 J 为核子与中子系统的总自旋. 

(2) 设中子散射长度算符为 

b = A + BS ^ - S 2 

式中， A ， 丑是常数，证明 A ， B 分别为 

,_ (呙 + 1 ) 办 + + s^- 
= 2&+1 

B _ 2 ( b + - b -) 

~ 2$+1 

式中， P 和分别为和时办的本征值，即散射长度. 

(3) 由此证明，当中子波长与氢原子的两个质子间距相比足够长时，对于氢分子(总自 
旋量子数为 1) 和氢分子(总自旋为零)的总散射截面分别为 

< T r = 夸 [(3 fc + + b ~ f ^ 2(办+ - b~f 


^2 


9 

4穴 


(3 矿 + r ) 2 


这里 P 和 f 分别是对固定质子的三重态散射长度和单态散射长度(对* 一个氢分子中的质子 
的散射长度是固定散射长度的 I 倍，原因是两者折合质量不同） 

解⑴ 因为/ = &+&，所以有 

3 ^ =(Si + S〗)*(Si +1^2) = Sf + + 2 Sj • S2 

若 V 是尸，竚， S 2 2 的本征态，本征值分别为凡/ + 1)， 5,(^+!), &( S 2 +1)， 则有 

Sj ' S 2 y - - Si _5f)y 

= kj(j + 1 )-+ 1 )— s 2 ( 5 2 + 1 )]^ 
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因为中子自旋心=|，所以7=呙±|，代入上式有 


2 


[yX7>l)-5 1 (5 I +l)^5 2 (5 2 +l)] = ^ 




2 


(鬲 +1)， 


(2) 设|+>为6的本征值为 P 的本征态，则有 


】命2 


b\+)^(A+BS v S 2 )\+)=\ A-^-S } B ]|+) = ^|+) 

2 


A ^^ S l B=b 


( 1 ) 


类似有 


A --(5 1 + l)B = fc 
2 


( 2 ) 


由式(1)，式(2)，可得 


A 


B 


(^+ l ) Z ? + +5 jfc 
2S { + 1 ~ 

2(b + ~b~) 

^ S^TT 


(3) 当核子系统为一个质子时所以有 

A^~Ob + +b~\ B=^b + -b~ 

4 

当中子被氢分子散射时，每个质子都是各自的球对称散射波的中 心. 当中子波长比两个躁 

子间距长时，两个散射波是同相位的，因此分子的散射长度算符是两个质子散射长度算符 
之和，即 

^mol + 分， S 2 

这里说 f 分两个质子的总自旋算符，它的本征值对于氩分子来说为1，对氢分子来说为0.由 
(1) 可知， * VS 2 的本征值为|[凡^)- 1 ^分0分 —D — SA + i )], 这里^/是氢分子与中子 


这时 S #_ S 2 的本征值是 


2 


[)()+1) -$ 分 (S 分 +1)-$2(*^2 + 1)J = J 


2 


- 1 ， j = 


2 


2 


+ 1 ， 


当中子被氢分子散射时，氢分子可以处于两个 j •值的所有态 ，每个 j 值的简并度为2 j 
即当）=备时，简并度为 4 ;当 = ^ ■时，简并度为 2 .因此 S 分 . S 2 的平均本征值必须经过加 



权平均后获得 
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4X V 


一 （ 2x1) 


0 


同样可求出 ( s 分•心；) 2 的平均本征值为 




6 


x 


4xj |-f(2xl) 


2 


2 


综合上述结果，由于测量的微分散射截面是 (心。 /的平均本征值，所以对于氢分子而言，有 


mol 


) 


2 


2 A -f 分 • S 2 



4/+4 仙 〈5 分 •S 2 〉 + J B 2 〈(S 分 .S 2 ) 

^(3b + -hl>') 2 +^(b^-b-) 2 


2 


(3) 


类似对于氢分子， S 分=0,所以有 


〈(hmol 


2 


4A 2 =^(3b + -¥b~f 


(4) 


因为总散射截面是的 4 ； i 倍，同时上面公式中的 f 都是一个固定质子的固定散 


2 


射长度，考虑到氢分子中的每个质子散射长度是固定质子散射长度的兰，因此有氯分子的 


散射总截面 q 为 




2 


9 


mol 


将式 (3), 式(4>代入上式，即得到所求证的结果. 




第 8 章含时近似方法与跃迁 


8.1 关于吸收或发射一个光子的原子态在电偶极作用时的选择定则 


题 8.1 (1) 对于吸收或发射一个光子的原子态.叙述电偶极选择定则 .（2) 用光子的 
轨道角动量，自旋，螺旋度和宇称解释这个选择定则 .(3) 用 Bohr 模型和经典公式 

P = |^ V 2 ( c . g.s 单位） 

3 c 

对氢原子 2 p 态寿命作半径典估计.用 e ， A ， c , a 和历表示你的结果•/ 5 是电荷为9加速度 
为 f 的粒子的辐射功率, a 是 Bohr 半径.必是圆轨道上的角速度 • (4) 由⑶的答案， 2 p 态宽度 
为多少电子伏特？ 

解 （1) 选择定则为 

= 士1， Aw = ±1，0 


(2) 光子轨道角动量为0,自旋为1，螺旋度为±1，宇称为“-' 
由角动量守恒，得 

AZ = 0，土 1， Am = ±1，0 

由宇称守恒，得 

(- iy =-(- D r (i^v) 

所以 

A/ = ±l ， A?n = ±l, 0 

(3) 圆轨道 

| V | = r 6> 2 , w 2 

mr 

2 p 态 n = 2, 根据平均 r = M 3« 2 - Z (/ + l )] ao , 知 r = 5%， 辐射功率为 

„ 50 e 2 a 2 0 4 


跃迁到基态，能级差为 



*12xl(T 8 s 

(4) r = f = (f) 2 ^ = 3.0xl0~ 8 eV 
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8.2 无限深势阱中处于 n = l 态的电子在五⑻作用下跃迁到 n = 2,3 的概率 


题 8.2 —电子处在宽度 = 到 x = | 的一维无限深方势阱的 n = l 本征态 .f = 0 

时在 x 方向加一均勻电场£，直至？ = 2~时撒去，利用含时微扰论计算在？时电子分别处 


于《 = 2及《=3的概率/> 2 和/> 3 .假设 r « 


h 


Ei -E 2 


• 指出为使含时微扰有效，对题给参数有 


什么要求. 

解 


V 


0， x < — 


2 


CO, 


其他 


以 # 4 sin f[f +x 、 


h 2 n 2 n 2 


n 2ma 2 


n = 1， 2, … 


H、eEx 


{ n 2 I 丑’卜】〉： 


a 


2 , n x K 

al> n t 




x ^ sin ^ 
2) a 


a 

x +一 
2 


(eEx)dx 


eE 


a 

2 


a 备一 


a 

2 


+ 斗 cos la±^2 心 + f 

a ( 2) a { 2 


x6x 


eE 


a 


2 


1 一 1 


d I («! —H2) It 




a 


2 


(n l +n 2 ) 2 7t 2 ^ 


㈠ 广 + 〜 _i 


4eEa 


n x n 2 


n 


2 ( nf-nif 


[(- i )_ 2 _r 


㈣ 


2ma 


Ck ， k ( Ho H , k 々 rdt 


对于 1^2 


㊇ 


〈剌 1 卜- 


16e Ea 


9n 


2 


f 2 l - 


3 方 TC 

2ma 


2 


2 


得 
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户2 =| Ql( r )j 


方吟1 


16^ 

9 n " 


eEm • ( 3hit 


h 2 n 


I 

4ma 


对于 1 — 3，〈3| iT | l 〉= 0 


^3 HQi ⑺ I 


2 


对于五很小及 r 《，即充分小，微扰论适用 

岣 一 is 2 


8.3 


维势箱的长度突变 


题 8.3 —个质量为 m 的粒子被置于一个长度为/的一维势箱中.其本征态定义为 

= ,/^ sin ^, 0<x<l 


mnh 


2 m 


, n = ±1， ± 2, 


假设该粒子原来处于状态 | n 〉， 而势箱的长度在时间内增加为 2/.(0< jc <2/), 在此 
之后该粒子处于能量为尽的本征态的概率是多少？ 

解考虑一维箱的长度从/增加到2/这一过程 •题设 /«々/£„，可见该过程经历的 

时间非常短，有理由设想箱中粒子的状态来不及作出响应.因此，过程完成后粒子的波 
函数为 


W ( x ) = 




l<x<2l 


另一方面，在长度为2/的一维箱中，能量本征态和本征值分别为 


Mx ) 


i . nnx 
-sin - 

l 21 

'n’Ti 為、 2 


0<x<2l 


2m 


/ z f = ± l ，±2, 


这时，对应于能量 仏的本 征态是 A n (Y = 2«). 


于是，所求的概率振幅为 


0 


喊 〆 咖 U )= 


孕 /> si 


2 nnx 


72 


而概率为 


P = \A\ 


2 
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84处于无限深势阱中的粒子，在壁突然变化时，态与动量的变化 


题 8.4 —个位于0到/的无穷深势阱中有一粒子处于基态 .： c = Z 处的壁突然移动到 

x = 2 L (1) 计算粒子处于扩展后盒子内基态的概率 .（2) 求扩展后盒子中该粒子最可能占 
有的态.⑶假设盒子[0，/]的壁突然解除，粒子原来处于基态，求自由了的粒子的动量分 

布_ 


解 （ i ) 扩展前体系波函数为 


¥( x ) 


^sin 


xe 


[ 0 ，/] 


其他 


扩展后体系基态波函数为 


坤’ 2/ ] 

0， 其他 


所求概率为 


Ax<p {x)y/{x) 


32 

9n 2 


(2) 先计算第一激发态上发现粒子的概率 


Pi 


dx^(x)i//(x) 


|2 


M x ) 



sin 


XG 


[0, 21 ] 


其他 


所以粒子处于第一激发态的概率最大. 
(3) 动量为 p 的自由粒子波函数为 


•\l2nh 


e 扣 


所以 


¥( P 、= / 


dx 


^2nh 






ay ； c 

o 




lln 

{pi I hit ) 


动董的分布概率为 
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_ 2 iJ ^ W( 1+cos 


f) 


8.5 处于4匕 2 势中的粒子，在 * 突变后基态的变化 


题 8.5 —个质量为 m 的粒子处于一维谐振子势阱中， V ^^ kx 2 .( l ) 粒子最初处在基 

态_ 弹性系数突然增倍2幻，这样新的势阱就是 V 2 = ibc 2 . 测量粒子能量.问发现粒子 

在新势阱 K 的基态的概率是多少？ (2) 弹性系数和 (1 冲一样突然增倍，所以 h 突变为 V 2 , 
但是新势阱中粒子的能量没有被测量.而是在经过了 r 时间后弹性系数突然回到了初值， 
问 r 为何值可以使粒子态完全回复到 h 阱的基态？ 

解 （1 从没有变化之前粒子的波函数为 


W ( x ) 


\fn 



1/4 


—— m^xllh 


灸变后，若态仍处在新的势的基态，则 


1/4 


¥\x 




这样跃迁矩阵元为 




,/ \1/2 

-( f ) (^) 1/4 


1 m(a? 0 + 叫 ) 

2 n 


( ㈣ o ) 


1/4 




当 k — 2 k ，那么 G ) 0 = y /2 a ) 0 




2 ( 岣叫 )" 2 ^ Jl ( 4) V2 

^ - ^ - ^ - _ _ _ 




1/4 


臺 dl) 


-( V 2+ i ) a ^ 


所以，处在 〆 W 的概率为 2 於 ( W - l ). 

(2) 不去测量能量就没有破坏量子态 ， r = 0 时外毛0) = %00，仏(；0是¥1的本征态.按 
V 2 的一套本征态展开 


0 ) - (x)\ y/ n )| y/ ( m (x)) 


用了重复指标求和约定 


这样有 
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yUf) = e-’VuO) = |KU) 〉 〈以⑻ I %〉= (Wm( x )\¥o)Wm( x )} 

因妁 CO 为偶宇称，所以 

Rwhw〉{:° 0 : =: +1 

这样有 

k( ⑶〉〈< 1 r 0 〉 ft 

要使 kUr )〉= koU )〉， 只能使 £LrA = 2 N 7 i + C ( N 为自然数， C 是常数). 

对任何 m 值均满足才能达到，但 


所以要对任何 m 有 


使 c = s 成有 


所以 


E 9 lm 


/ 


v 


2. fti +~^| h 




2 m +丄 
2 


2Nn + C 


2nuo{T = 2Nn 


2co[t — 2N f n f 


Ns 


iV = 0， l ，2, 



即 r = Nn 愿 才可以使态100%地变到妁⑶. 


8.6 一维无限深势阱中的粒子，当墙突然撤除时，能量与动量分布 


题 8.6 —个在 x 方向上运动的粒子被两堵位于 jc = 0 和: c = a 的墙束缚在中间，如果 
粒子处于基态，它的能量是多少？设想墙忽然被分开相距无穷远，粒子动量值在 p 到 p +办 

间的概率是多少？这样粒子的能量是多少？如果结果与原先的基态能量不符，你如何看待 
有关能量守恒的问题？ 

解初始时粒子被束缚在 ; c = 0 和 = a 之间，基态波函数 


= 



0< jc <^ 


[0, 其他 

粒子的能量为 

2ma l 

当墙忽然被分开并相距无穷远，也即墙被瞬间完全拆除时，粒子的波函数在这瞬间来 
不及改变，仍保留为原来的形式 ■ 但由于拆除墙之后的 Hamilton 量已不同于拆除前的，这 
个原来形式的波函数并不是新的拆除后的 Hamilton 量的本征态.所以拆除后的问题 是：把 
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上述基态波函数作为初条件，求解自由粒子 


H 


P 


2 m 


的 SchrSdinger 方程， 这个原来的阱 


中基态的波包要弥散，以至当 r — o ) 时成为空间均匀的概率分布(但却处处为 零》. 
于是这个初始的波包转到动量表象(/> = M ) ， 


¥ ip ) 


\j2nfi 


f ^ sin ^ e i 

h\)a a 




在将势阱完全撤除的瞬间，动量在命内的概率为 




托 [(pa) 2 -7C 2 


p^O 


/(0)dp = |^(0)( 2 dp = 4-^dp 

/ 

由于撤除后的系统的 Hamilton 量// = 


2 m j 


显然不含/，故其能量的平均值可用这个作 


为初始条件的波包计算，即 


E 


h 2 k\an C ° S 


pa 

T 




2m h [(pa) 2 -n 1 } 


2 i 2 


d ( fet ) 


h 2 


2ma 


y 2 COS 2 { f) A 7 CV 


这里利用了式中的定积分为#这一事实. 

8 

这就是说，在突然地，完全地撤除这种无限深方阱的过程中，系统能量不变.这显然 
是对的，因为 

撤 除前： {^ 0 1 ko } = / 0 Vo ¥o^ 

撤 除后 ： {k ⑺ I 好后 k( ， ) 〉 = 〈 ^)|exp(i/^"M 〜exp(-i^"〜|v 0 〉 

2 

= W%ko 〉 0 合 wk 

是相等的.当墙缓慢外移直至相距无穷远，或当墙并非无限髙而突然完全撤除这两种情况 
下，由于粒子与墙的能量交换，撤除前后粒子能量均要发生改变. 


8/7带电谐振子在突加均匀电场中的跃迁概率 

题 8.7 处于基态的一个带电谐振子上突然加上一个均勻电场，试求该谐振子受到此 
微扰后跃迁到激发态的概率. 

解加了均勻电场五之后，带电量为 e 的 i 皆振子的势能为 
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V(x) = —ma) 2 x 2 + eEx = m : ( x - Xq ) 2 + A 
式中， x ^ eE / m 份 2 ， A 为 常数. 

由于微扰后的势能仍为谐振子势(只是平衡位置移动； Cb ), 所以受微扰后振子的定态波 
函数为心 Oc -巧）， 有 . 


1/4 


Wkix - x 0 ) 


-羿 ㈣ : 


Kh ) 4 r ^\ 


( x ~ x 0 ) 


\nm 

vX 


设初态波函数是未受微扰时的谐振子基态波函数妁 Or )， 即 


㈧ ⑶ 


、 l/4 ma> 


则受微扰后跃 迁到仏 ( x - x Q ) 态的概率/^为 

^ 0 =|[ Wk( x ~^)y/ 0 (x)dx 




f+2 赖 




上式中 《 = 份 /力， ^ 0 = x 0 ^ Jnm / h ，并且考虑到 


式 (1) 右边经过多次分步积分后积分式变为 





r ^o d ^ = ^ o ^o 2 /4 


将式 (2) 代人式 (1) 后，可得 


尺! 


e -. 


K — —^q = (eE ) 2 / Imfuo 
2 


(1) 


( 2 ) 


⑶ 


作为董子数 A 的函数二式 (3) 是 Poisson 分布，其中亙是 A ： 的平均值. 

$五很小时，充微扰论适用，这时巧 0 很小.随[增大迅速衰减，最大概率为 
/? 0 «充；当五很大时，皮》1，激发振子产生的概率很大，该振子留在基态的概率只有 


^00 =e 


-K 


8*8 基态原子受急剧冲撞后的激发概率 

题 8.8 处于基态的原子的原子核，受到急剧冲撞后具有速度《，撞击时间为 r ， 假定 
r 既小于电子周期，又小于为原子大小).求该原子在冲撞下的激发概率. 

解冲撞后，原子具有速度…则在 f 惯性系看 ( P 系为冲撞前、冲撞后的原子静止 
参照系)，由于冲撞时间 r 很小 ( r « a /«) ，故可认为冲撞过程中原子位置几乎没有移动， 

因此冲撞后， t 系中的电子坐标与冲撞前参考系尤中的电子坐标相等.冲撞后的原子波函 
数 W 系中)为 
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/ 


^=^ 0 exp 




式中，9 


n 


为各电子的坐标，而外为原子未动时的基态波函数.式 (8.8) 可以展开为 


不同激发态的叠加，叠加系数的模平方即跃迁概率，因此有 


\ 


2 


^0=l(^|^P -W-Z r a 

\ a / 

式中，|心〉、 ko 〉 都是相对[系的原子本征态.特别当妒吹1时，积分函数中指数因子可 

以展开，只保留二项的话，再考虑到|妁>与|妁> 的正交性，最后可得 

2 


kO 


¥ k \ Q - Tj r a 


8.9 氢原子受到突然冲撞后激发和电离的总概率 

题 8.9 求氢原子受到突然“冲撞”后激发和电离的总概率(参考上题). 

解激发和电离的总概率为1减去氢原子仍留在基态的概率，因此总概率可以如下 

计算 





2 


⑴ 


式中，巧0为原子仍留在基态的概率.将氢原子的基态波函数妁 
代入式 (1) 中的积分部分，有 



Bohr 半径) 


{^c~^ r dV = f _i_ e - 2r ^ e -^ cos ^ 2 drsin^d^ 



将式 (2) 代人式(1)，可得 



当恥《1时，尸趋 于零；当押》 1时，/ > »1-(2/卯) 8 趋于1. 


( 2 ) 


8.10 恒定微扰势作用下由”^到^^的跃迁概率 


题 8.10 设有一系统，在 f = 0 时刻处于两重简并能级的 y 严态， 在某一恒定微扰势 V 
作用下发生跃迁，求 r 时刻该系统跃迁到同一能级的 ^ G ) 态的概率. 

解设微扰势 V 在 ％ ( G ) 、^ G ) 上的矩阵元为 V I2 , V 21 ， V 22 ，即 
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则由久期方程 

可求出能量一级修正 



五 (1) = 


~\(v n ^v 22 )±no> (1) 

Z L 



式中， — (1) =^(4-\/ 22 ) 2 + 4^ 12 | 2 为两个修正后的能级差.再由简并微扰论可得两个零级 


近似波函数 


其中 


⑼十⑽)， 


五⑴ =臺[(〜+^2) +釉⑴] 

五 (1), = 臺 [( L + b )- “⑴] 


( 1 ) 




当 f = 0 时 ， = 将式 (1) 代人式⑵，作)变成的 (0> 与 M 0> 的线性组合，4 0) 与4 0) 

前的系数与时间有关，而^ 0) 函数前系数的模的平方即为在^时刻跃迁到^4 0) 的概率， 
即 
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^21 


2|Vj 2 f 

{%aP) 


2 


■ _ 

1- cos 仿⑴， 


由上式可知，此概率随时间以频率必 (1) 作振荡. 


B . ii 频率满足为小量)的周期性微扰对本征态的改 


变量 


题 8 . 11 设有一周期性微扰 V = Ft im + FV ^ ,其频率浴满足丑 f > =方(历+占）， 

是一个小量•求 Schrodinger 方程本征值为 五^和 的本征态受这种微扰后的改变量. 


解 受微扰后 Schrodinger 方程为 


3 平 

ih^ = {H^vw 


( 1 ) 


令解表成以下求和形式 




( 0 ) 


k 


式中，满足下列方程 


将式⑵代入式⑴，得 




L Ql L 


上式两边左乘?后， 


全空间积分，得 

• •da 




⑶ 


式中 




很显然对式 (3) 积分时，随时间变化频率(^ - 越小的项越重要,故略去所有其他各项后, 
我们得到两个联立方程 


dr 


,心-衂 






作变换代替 


a.e 


式 (4) 变为 


iM rn = F mn h n> -ieb„) = F 二 a 


由上两式消去〜后，得 
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b n -isb n ^-\F mn \ 2 b n /n 2 =0 


上式为常系数二阶微分方程，解 出匕后 代入式(5)、式 (6) 可得到两套独立解 




a 


Aha x t ia2t 


R 


mn 




式中， A 、 及是 常数，由归一化条件求出， a x =~-~\-Q , «2 + ^ f = rj 2 , tj = 

FnJh . 

因此，在所给微扰作用下，解出两个独立解 


和 


Wi = a n y /^ + a m y /^ 
^2= ) + « 0) 


通解设 w = q 妁 + c l ¥ ly 假定该系统在【 = 0 时处于!^ G ) 态，由初始条件与归一化条件可定 
出 G ， C 2 , 结果得到 

Ifl / . \ • * ^.St 

^ = e 2 cos/2/^ 0) -—e * 2 sin Q_f 、 ⑺ 

、 2/2 J C2 

由式 (7) 中 V / f 前系数的模量的平方为 


in 2 


(1 一 cos 2/2/) 


这正是在？时刻发现系统处于 < G ) 态的 概率. 此概率以 2 心为频率振荡，概率值在 
0到 M 2 /# 之间变化， 

当左= 0时(严格共振)，概率变为 |(1- CO s2 |7|0 在 ( M 间周期性变化. 


8.12 含时好⑴下作绝热演化的系统的含时波函数及 Beny 相位 

题 8 . 12 设含时系统/ /( r ) 作绝热演化，初态为对应五 ( 0 ) 的定态 | 炉( 0 )〉.由于演化无限 


缓慢，这时有|列0〉存在，使得下面准定态方程成立 

if)\<p{t)) = E{t)\(p(t)) 
(1) 证明此时初态为 I 舛 0 )〉 的含时 SchrSdinger 方程 

=雌|刚〉 


( 1 ) 

⑵ 


的解 k (0〉 可以表示为 


量子力学 


| K 0) = expj -- j 0 E(t)dr 卜 xp { i /( r )}| 炉 (0〉 


⑶ 


求出 7 ⑴的表达式. 

(2) 这里相位八0包括两种情况，平庸 情况： 八0表达式是可积单值的，系统绝热演化 
一 周返回|炉(0)〉时，，⑺ = 0(2 •为周期时 间)； 非平庸 情况： 八0表达式是不可积的，多值 
的 7 ( r )# 0 , 这便是著名的 Berry 相位.试分析平庸的 r (0 是否总是恒为零. 

解 （1) 将式 (3) 代入式(2)，有 


3|_〉 


: ^j--^(Oexp|--j o £(r)dr|exp{i7(0}|^(0) 

+ eXp {~i/o £(r)dr }' i ^p ex P(ir W) I ^(0) 

+ eXp {~i fo £ ( r > d r l ex P(^ (0) 


= H ( t )\ y /( t )) 

考虑到式 (1)， 上式第二个等号的左边第一项与右边的一项可以消去，故而有 
用>(0|左乘上式两边，考虑到|冲)〉的归一性，可得 


—一 1 
dt 


>ii 




对上式积分有 


r ( t ) 




^( r))dr 


(4) 


(2) 因为〈的和 W 〉= l 为常数，所以有 


dr 


{( p ( T )\< p ( T )} = — {^( r )| 卜⑺〉 


蚱 ) 5 _ 


在一维情况下，定态波函数总可以表示为实函数，所以上式右边两项相等，故而有 

〈咖 ) 去炉⑺〉=0 

由于式⑷中的被积函数为零，故冲)恒为零. 


8.13 原子核々衰变后，电子仍留在 / i： 轨道上的概率 

题8_13如题图 8.13 所示由于夕衰变， 一 原子核的电量突然由 Z 变为 Z +1. 问夕 
衰变后，原来在尤轨道的电子仍留在[轨道上的概率是多少？忽略所有的电子之间的 
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O0 


题图 8.13 

解在一个带电为 Z 的原子中， 尤 电子的波函数有这样的形式 

^ z (r) = NZ V2 ^ n/a 


式中， 4nZ 3 r 2 AT 2 e _ 2Z ^dr = l •所以，尤电子留在原轨道的概率为 

^0 


3 


{^ z + i ( r ) j ^ z ( r )} 


2 


1 + z 


6 


1 + 


2 Z 


8.14 氚夕衰变后仍留在基态的概率 

题 8.14 氚 ( 3 H) 可放出々粒子而自发衰变成 3 He 离子 ( 3 He+). 电子离开如此之快，整个 
过程只显示出核电荷从 Z = 1变到 Z = 2. 计算 He+ 留在基态的 概率. 

解 He+ 的基态波函数为 


vn \aj 


3/2 


e 


-2r/a 


式中， a 是 Bohr 半径.设 3 H 体系的波函数是糾 >•) ，由于衰变过程很快，当 3 h 衰变成 3 He_ 


时，体系的波函数没有发生变化，所以发现 3 He+ 处于基态的概率为 


(^ e »f 


{<pW) 


2 


本题设 3 h 处于基态 


<p(r) 


丄⑴ 


3/2 


via 


p = 4 


Vl r^ 2 expf-—Idr 


2 7 r 00 o _ 2 2 9 

~^6 j 0 x e_J： ^ =-^-«70.2% 


♦ 540 • 
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8.15 氚々衰变后，处于 Is 或 2 p 态的概率 

题 8.15 瓶(质量数为3 的氢倶 有夕放射性，并且衰变成质量数为3的氦核 ( 3 He )， 同 
时放出一个电子和一个中微子.假设原先束缚在氚原子中的电子处于基态，并且该电子与 
衰变产生的核结合在一起形成 3 He + 离子•⑴计算 3 He + 离子处于 Is 态的概率. (2) 3 He + 
离子处于 2 p 态的概率是多少？ 

解不考虑氢原子体系约化质量与氦离子体系约化质量的微小差异， 3 He + 离子的 Bohr 
半 径为岣 /2,于是 


^ls = ^00 


2 


-rfa 


3/2 


=7()0 


2 


-2 r / c 0 


a Q 

T 


、 3/2 






1 


2 美 0 /2) 3 , 2 a 0 


2 ^ e - 


1，0, 一1 


( I ) 发现 He + 离子处于 Is 态的概率振幅为 


A = J>rWd 


2 


r/2 


- o 3 


drr 2 e _3 " 今 


16 S 

27 


概率为 


I 和 li 


= 0.7023 


(2) 根据球谐函数正交性，即知发现 3 He + 离子处于 2 P 态的概率为零. 


8.16 沿 x 方向极化的热中子束通过一磁场 S ， 证明自旋是心的本征态 ( S # 是自 
旋沿某一随时间转动方向的分量） 

题 8.16 —束在^方向极化的热中子束，在£ = 0时刻通过一个不变磁场 B ， 磁场 B 
沿子轴方向_ (1) 证明中子的自旋态是算符&的本征态(> ^是 自旋角动量沿 ( COSA 

sin A 0 ) 方向的分量)，这里夕= 2 凡汾 /々（札是中子的磁矩 )•（2) 证明这一结果与一进动陀 
螺的经典结果一致 .（3) 当 5=10.00 mT ， 自旋转动 2 tc 的时间是 3.429 咚计算 // n 的值(用核 
磁子表示). 

解⑴中子类似电子，自旋角动量为设其自旋算符为&， 灸 有两个本征态 a 和々 

相应的本征值为和中子的磁矩禹（我们取正量)是指分量值.它的方向与其自旋 
角动量方向相反，可以设想是负电荷分布的转动. 
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在^ = 0时，中子处于叉的本征值为的本征态， （& 是自旋角动量沿； c 轴的分 


量)即 


K 0) 


a + p 

~w 


在磁场作用的区域， Hamilton 量 H 有正 比于& 的项，所以好的本征态是 a 和>9，相应的 
能量是 

E a = MnB ， 

这样用时间演化算符作用到? KO ) t 可得 


Efi = ~ Mn ^ 


wit) 


aexp(-io)t)^ ^txp(imt) 

72 


⑴ 


这里 


(0 = ^— 

% 

现在我们考虑方向 (cos A sin /?，0)， 即在叮平面内与 x 轴成 /? 角度的方向.相应这个方 


向的 Pauli 算符是 


cos pa x + sin pa 


y 


( 2 ) 


由 Pauli 矩阵知识可知 


a 




⑶ 


由式(2)、式 (3) 可知 


cos p < y x a^r sin pa 


y 


% 

=(cos 十 isin p ) P - t ip /3 


类似有 


<J p P- eT ip a 


这样 


4 i 


^ pn a + e pn 



W p 


n 


>0 +e 


-i/7/2 


即函数 


W ' p!2 


a + 




(4) 


是％的本征值为 1 的本征态.对比式 (1) 与式 (4) 可知^⑺ 
正是％本征值为1的本征态，而且有 


p-2a>t 


h 


量子力学的结果是在 w 平面中自旋以叫的角速度进动， 
进动角速度为 


= 2(0 


ft 


(5) 



(2) 题图 8.16 给出了上述运动的经典描述，当角动量 


题图 8.16 


， 542 • 
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矢量沿方向，而磁矩沿 - X 方向，磁场 S 沿 Z 方向.这时作用在磁矩上的力矩为 

GuB = M n Be y 

〜为 y 轴的单位方向矢量.此力矩将引起 S 绕 S 方向进动.经过&时间，力矩将产生的 
角动量.因为中子已具有^方向的自旋角动量|力，要获得所要求的角动量，可以让 S 在;^ 
平面里转动一个小角度50，这时有 


2 2 


这时转动的角速度为 


必 L 


80 _ 2ju q B 


St 


这与式 (5) 的结果一致. 

叫 称为 Lamor 频率. 通常一个均勻磁场忍总是引起粒子磁矩绕 B 的方向进动， 
频率为 

a? L =yB 

这里 r 称为回磁比，即磁矩分量与角动量分量之比. 

(C) 设是自旋转动 271 角所需时间，则有 

2n 2// n B 
^ L =- = -^ r - 


其角 


即 


nh 

讨论对 & 求平均值可得 


9.662 xlO^ 27 


厂丁 -1 = 1.913/^ 




( s . 


立 sin 逆 
2 n 


与经典图像类似. 


8.17 氢分子通过两个不同取向的 Stem-Gerlach 仪器后各分束分子数的比例 

题8,17 (1) 三态氢分子(质子自旋态 5=1) 束沿； y 轴运动，通过一个磁场沿; c 轴方向 
的 Stem - Gerlach 实验装置(题图 8. n ) 分子束从装置射出后， M s = 1的分子又通过第二个 

Stem - Gerlach 实验仪，它的磁场同样沿 x 轴.一个常磁场 J ? 沿 z 轴方向位于两个实验仪器的 
通路上，证明从第二个实验仪器出来的 M s = 1，0, - 1的分子数的比例是 



题图 8.17 




第 8 章含时近似方法与跃迁 


‘543. 


cos 4 (<y//2) 


2sin 2 ( 0t / 2 ) cos 2 ( o ) t / 2 ) > 


sin 4 ( cot / 2 ) 


这里俗= 力， f 是分子在磁场 B 中的飞行时间是质子的磁矩 .) ⑵当处于 B 中的路 

程长为 20 mm , 分子能量为 25 meV ， 这时将发现，若磁场 5 = L 8 oj ^ + ^ jmT 时第二个实验 

仪中没有螞=1的分子出来，这里 n 为整数，由此导出~的大小用核磁子表示 (ortho 氢分 
子中的电子的自旋是反平行的). 

解 （l)ortho 氢分子中两个质子的自旋态量子数$ = 所以有 M s =l，0，-1. 由于分 

子中两个电子的自旋是反平行的，所以 Stem-Gerlach 实验仪和两个实验仪之间通道上的 

磁场都只对质子的磁矩有作用.从第一个 Stern-Gerlach 实验仪器出来的&的本征值为 
M s = 1的本征态可视为是刚进人磁场忍的初态 ^(0), t = 0设定为分子刚进人磁场 B 的时 

刻.我们必须先将㈧ 0) 写成 Hamilton 量的本征态的线性组合，由角动量理论容易得到 


^(0)= 




2 


式中，“ t 分别是 &的 本征值 M S =1，0,- 1的本征态. ortho 氢分子的磁矩// = 2斤 
(作为核磁子)，所以為，為，釦在磁场中的能量分别为 


E { = - fiB y Eq = 0 , - fdB 


因此，有 


Wii) = 去[為 exp(i^r) + ^2^ exp(-i^)] 


( 1 ) 


式中 


fiB 

~T 


⑵ 


下面我们再用&的本征态的线性组合写出的 o ，这里 r 时刻表示分子离开磁场 u 的时 


刻，用表象变换理论同样可得 

y /( t ) -Cy^ + Cq^ + 


2 

式中， w， n 分别是&的本征态 • 






V2 


2 


⑶ 


对比式(1)、式⑶两式，可知 

C, + + y / 2 C 0 = exp ( iot ) 


C { +C.j - yflC(y = exp(-iwt) 


(4) 


q-c 


由式 (4) 易得 


A 


2^1 
T 


c 




cot 

2 


Co 


72 


sm cot 


( 5 ) 


这样从第二个 Stem-Gerlach 实验仪出来的 M s =l, 0, -1 的分子概率之比为 
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即 


2 


cos • —: 2 sin — cos _ —: sin 
2 2 2 2 


⑵当⑽ = (2 n + l )7 i 时，由式 (5) 可知从第二个实验仪器出来的分子中没有紙=1的分 


子(其中 n 为整数).由式 (2) 可知，这相当于 

juB 2// p S 


h 


n 


(2 n ^ l)n 


即 


nh 


这里 

Bq =1.80 mT 

若五是分子的动能，^是分子在 B 中经过的距离，则 

„ 1 2 m v d2 

E =—mv 一 

2 t 2 

式中，州为氢分子的质量它等于2 倍的质子质量从式 (7) 得到 r 代人式⑹， 

1/2 


⑺ 


有 




Bq(1 


E 


1,424 xlO " 26 J - T ^=2.82 // n 


讨论⑴本题是这样一个事实的直接显例，沖)是心的本征值 M s = l 的本征态，这 
里的 心是自 旋沿 (cos /?， - sin /?， 0) 的分量算符， 


P = ^Bt 

n 

换言之，正如上题结果，量子力学的计算结果同将两个质子看成陀螺在磁场力作用下，绕 
着场方向以 Lamor 频率外作进动的经典图像一致.不过这里的回磁比 /==///&. 这里 

的进动方向与中子相反，原因是质子自旋角动量与磁矩方向相同. 

(2) 当自旋进动过 n 角后，分子将处于 M s =-1 态(相对于 a ： 轴).这一点我们也许能通 

过物理直觉猜测到，然而如果猜测进动|是紙= 0的态那就错了，量子力学计算证明这时 


态是以咒％的概率处于财 s =0 以25%的概率处于 M s =± l 中的 一个. 而对于进动 f 后，期 

望值 ⑹ = o_ 2 


8.18 位移平均值的变化与经典振子相似的谐振子波包 

题 8.18 —个质量为 m ， 角频率为 a 的一维谐振子， 在/ = 0时初态为 

_)=士2>〉 

这里|«〉是 Hamilton 量的量子数为 n 的本征态，求和从到 W ，并且有 
⑴证明位移的平均值按正弦规律变化，振幅为( 2 飯/腳) 1/2 . (2) 将上述结果与一个经典 


第 8 章含时近似方法与跃迁 


• 545 • 


谐振子的位移随时间的变化相比较. 

解 （ 1 ) 因为的 0 )=^ 2>〉，所以 


^( 0 =Sl rt ) exp(-LE„" ft) 


式中， E , 


W+ 2 


W? |n)eXP 


ha > 为谐振子能量.位移； r 可写为 

x = g(a + a i ) 


n + - \(ot 
2 


式中， fl 、 ^为谐振子湮灭、产生算符 ， g 


h 


1/2 


2mct) 


位移的期望值可写为 


〈文〉=裒〈沖)| 


a + aw 


w 〉 


会 f 〈 w ’ a + </卜〉 exp ( f ( n ’- 打)奴) 


由关系式 


a\n) = ^/n\n-l) t ^|«) = Vn + l|n + l) 


可证，除非 n 、 n ± l ， 其余矩阵元为零，所以有 

(x) = ^^>/nexp(-i^0 + Vn+lexp(ifi>0 

^ n 

因为求和号中 n 由 AT - S 到 汉 + S ， 且所以有 

t Vn « >/« +1« - Jn 

求和号中共有 2 S + 1«：2 S 项，每项大小基本相等，因此，有 

^)-s/nexp(-ifi)0 + -/« + ! exp(i 你)《 AS^N cosa?t 


代人式 (1), 得 


1/2 


〈,H 至 | 麵 , 


(2) 经典 i 皆振子运动方程为 


d 2 x 

6 t 2 


+ Ax = 0 


方程的解为 :r = 4 C 0 s 砍，振子总能量为 




在量子计算中 


E 


V 


N + — \ heo»t Nho ) 
2 


⑴ 


⑵ 


⑶ 


(4) 


所以量子力学振幅为 


量子力学 



由式⑷可见，量子振幅与经典振幅相同，所以式 (2) 中〈巧的表迖式与式⑶中的经典结果相 

同.这样我们就证明了一个大数量的能量本征态的相干组合，组合的能量分布比它们的平 
均能量小的多 (1 《 S « A0 ，则这一组合的解为类似-一个经典振子. 


8.19 处于基态的氢原子系统在脉冲电压酷电容器中经过长时间后处于 2 p 态的 
比例 


题 8.19 一个处于基态的氢原子系统被放置在单行 fe 电容嚭的两极板之间. 一 个脉冲 
电压被加在电容器两极板上，在电容器内产生一个均勻电场 

♦ 

沒 = 0 ， t < 0 ； s = e 0 eT t/T , t>0 

⑴证明，很长时间后处于 2 p ( m =0) 态的原子的比例(一阶近似下)是 

■ 2 ^ alehl 

3 10 h 2 ( Q ) 2 ^ l / r 2 ) 


这里是 Bohr 半径，是 2 p 态与基态之间的能量差:(2> 处于 2 s 态的原子的比例是多少? 

解⑴由一阶含时微扰论可知，若含时微扰童方 (1) 在时，作用在系统 
上.系统初态为 >〉相应的本征能量为 玢， 则在£时刻跃迁到能量为马的 j 乃态的概率为 

c /， 这里 

* • 

♦ ♦ 

c ； =^ J :〈 j | if (1 V )|/ i ：〉 e xp _ W , ha > = E r E k ⑴ 

4 

由题意可知，本题中有 

I « 

孖⑴( 〆 ) =從 0 zexp (- 〆 / r ) ， t f >0 

其中电场的方向沿 z 轴. 

当 f — ①时， 式 (1) 变为 

I 

9 = 管〈肺 〉 /JW 卜 < 


由于其中时间积分为 



所以 



设»为 基态％ K )， 


〈肺〉 


力为 2 P 态《2 10 ,则有 


⑵ 
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〈《/| 小卜 j u 2 l 0 rco & au l00 dV 

全生间 


M 100 = ^10^00 


2 


3/2 


exp —— 


V4n Oq- V a o 


“210 = ^21^10 


3/2 — eX P 


>/ 4 tt (2a 0 ) m % 


r 


\ 


、 2 a 0 


cos 汐 


代入式 (2)， 则可得 


〈;协〉 


2 


3/2 A 


r exp 


\ 


'drf cos 2 沒 sin 沒 d 沒 


2 a 


oj 


4! (2、 

2^" l 3 


% 


⑶ 


上面用到公式 / J > exp (- 々 r)dr 


j 4[ 

T s 


. 将式⑶代人式⑶后，最后可计算出跃迁概率为 


p=c 2 = 2^ 4 ^ 2 sl 

( 2 )从基态跃迁 到&态 的概率为零.原因是叫00是偶宇称态，《200也是偶宇称态，而 z 
是奇宇称算符，因此 4)0 ZW 100 为奇宇称，在全空间积分后为零.由于相应的跃迁矩阵元 
〈 j ’ HO 为零故跃迁概率为零. 


8.20 证明跃迁速率为，的原子体系的辐射能谱是 Lorentz 型的 


题 8.20 —个原子体系能够产生从激发态到基态的辐射跃迁.若跃迁速率为 r ，证明 
辐射的能量谱是 Lorentz 型的且角频率的半嵩宽等于 7 . 

解假定时，有絢个原子处于能级为馬的激发态⑷，在后来的时间（有況个原 
子处 于 ㈨ 态 ，根据，的定义有 


上面方程的解为 

即发现原子处于激发态的概率为 
设激发态的波函数可写为 


dN = ^yNdt 


N = N q exp (-^/) 
P = exp (-/ r ) 


u k (r)exp(-icD k t) 

这里 0) k = E k / h . 当考虑到衰减时原子的波函数可写为 

y/{r ， i ) 其 C k (t)u k (r)exp(AcD k t) 


( 1 ) 
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式中， |QW| 2 是发现原子处于[态的概率也就是说 


C k ( t ) = cxp (-/ t / 2 ) 


t>0 


将式 (1) 写成 




式中 


/(0 = exp 



将上式写成傅里叶变换的形式，即 

m 


g ( o >) exp (- i6 ) t ) do ) 


则 k (的I表示/⑴中存在的不同角频率振动的 强度. 因为 

g ( 0)oc ( f ( t ) cxp ( ia ) t)dt 

J -<» 


exp I+ie? t dt 


所以 


y - i ( m - 6 ) k ) 







题图 8.20 


这种函数形式称为 Lorentz 型，定性地说它类似于 Gauss 函 
数，但比 Gauss 函数下降的慢些，当时函数有极大值， 
当 | 仿-吟卜，时趋于图 8.20), 

当©-叫=土^时 |g ㈣| 2 下降到极大值的一半，故此 
Lorentz 型的频率分布的半高宽为 y. 


8 . 2 1已知 X * 介子 态⑹和 | AT S 〉 寿命，求|尤 0 〉和 | f 0 〉 出现概率 
題8,21中性 r 介子态|[ 0 〉和|无°〉可以用态 ㈤ 〉，|心来表示 

I 斗士 ㈣ +M 

充。〉 = *(1 欠 iH 尺 s 〉） 

态|尤〖〉和|&〉有确定的寿命 = l /， s ，且有不同的静止能 m〆 ％ w s c 2 .f = 0时刻 
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产生一个介子，|吨=0)〉=|反°〉，用巧⑴表示，时刻发现系统处于|以〉态的概率，马 W 则 

表示处于|充°〉态的概率，求 p 0 ⑴-马 (0 的表达式，以 n ， A ， 岬 C 2 和 m s c 2 来表示(木考虑 
CP 不守恒). 

解对亚稳定， e ^ e q ~~ 

k (0) = ^||^ i)exp A ^ m x c 2 

+|A；〉exp -i{m s c 2 lh-^y\ - 


— ■〆 

^ |& 〉 exp(—imjc 2 // 方 ) exp (— 去印 

|X s 〉 exp(-i/w s c 2 "/r)exp〔-f ) 


P 0 (0 = |{^°|^(0)| 


2 




e -im,e 2 r/ft e -^f/2 +e -imje 2 //ft -y s r/2 


所以 


e -r,/ + e -r B r + 2 e -0w,)"2 cos ( 岬 - 所 〆 


P 0 (0 = |{^°|^))| 


2 


I [ e ~^ + e - ” -2 e - ( ㈣) " 2 cos ms)C 

4 n 


P 0 ( t )- Po ( t ) = e~ (r ^ )n cos 色 

ft 


8.22 已知跃迁率求跃迁发射的能量比与能级辐射寿命 

题 8.22 —原子四个最低能级态为(题图 8.22) 

£ 0 =-14.0 eV ， E x = -9.0 eV , £ 2 =-7.0 eV ， E 3 =-5.5 eV 

对 i — j 跃迁的跃迁率 ~ ( Einstein 系数)为 


Ao=3.0x10 8 s~ 1 , 4o=1.2x10 8 s _1 

^30=4.5x10 7 s _1 , =8.0 xl 0 7 s _i 

^!=0, A 32 =1.0x10 7 s _1 


E 0 



题图 8.22 


” 一，‘ -- mam om 

:想有个包含大量处于 £ 2 能级的原子容器 .（1 ) 求单位时间跃迁与 £ 2 w 马跃迁 
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所发射的能量比 .(2) 计算£ 2 能级的辐射寿命. 


解 （1) 单位时间发射的能量为 


( 乓一巧 )' 


因此所求比率为 




(2) 自发辐射下及能级可跃迁到说和灼能级，因此在 dr 时 间内虼 能级减少的原子数 


为 


dA ^2 = —(^20 + A21 )-^ 2 ^ 


积分得 

"2 = 况 20 ex P .[~(^20 + -^21 )^] 
式中，的 o 是 f = 0 时处于£ 2 能级上的原子数目.平均寿 r 为 


/=0 


K~dN 2 ) 


^20 + ^0 


5.0x10 _9 s 


8.23 处于 2 p 的氢原子自发射辐等于受激跃迁概率的温度 


题 8.23 —个处于第一激发态 (2p) 的氢原子位于一空腔中，当空腔的温度等于多少时， 
自发跃迁概率和受激跃迁概率相等？ 

解空腔中氢原子的受激跃迁概率为 

4n 2 e 2 . ,2 , . 


自发跃迁概率为 


要求两者相等.得 


叫 2 = ™^ kl2! P( 历 21) 


〜鲁 2 |: 


Pi^hl) 




用黑体辐射公式 


可得 


p (仞) 


n 2 c 3 exp(hw/kT)-l 


exp(fta} 2l /kT) = 2 

■ , . • 

7'=^L = l.76xl0 5 K 

k\n2 
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8.24 基态氢原子在弱电场 £ = ⑺作用下，处于 n = 2 态的概率 


题 8.24 处于基态的一个氢原子(由无自旋电子和质子组成)被放置在一平板电容器之 
间，并受一均勻弱电场 

E = E o & n 0{t) 

作用，其中即)为阶梯函数即) = 0, t< 0 ^ 且沒《 = 1， ^>0. 求经过长时间后，原子处于 


n = 2 中任意态的概率，准确到第一阶.球坐标中氢原子的一些波函数为 






e 


- r/co 


一个有用的积分是 


^210 


~j==e~ r/2ao —cos^ 

yj 32 na^ a o . 


f 


^200 




r 


V 2a 0 


e 


-r!2a 


¥ l\±l = + 


a 0 


r _ 
e 


r/2fl °sin0e 坤 


0 


dxx n 6 


nl 

.n+l 






解 设电场沿 z 轴，则 

/? , = er.J?(0 = e^(/) , 

由选择定则 

〈 2s|«= e£(0{2s|z|ls) = 0 

t \ 

因此由 ls — 2s 跃迁概率为 

.P(ls ^2s) = 0 / 

2p 态三度简并 |2p，m〉，（m = l, 0, - 1) ，由矩_元的选择定则知 

{2p,l|i/ f |ls,0) = {2p,-l|^；|ls,0) = 0 

• I % 

因此 Is — 2 P 的跃迁概率归结为求 |ls,0) 4 1 2 p，0〉 的跃迁概率. 

• « 

♦ ' K 

〈 2p ， o |/ r | i s ， o 〉 


卿) 

4 斤 


4 



2 n 厂3 
; expl--r/a 0 


cos 2 0sin 沒 drd 沒 d 炉 


^ S 27C .鲁•」 



\5 
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因此 

式中 


2p0,ls0 


厂 〈 2p0|/r|ls0 〉 ei~dr 


ih^o 
1 2 1 42oq^ 

m ~ 3 5 ~ 

2 1 yl2a 0 ^E Q 
~ 3^ ~ 





e e 


;_ lahi 


(r = l/r) 


n 2 2 ls a 2 e 2 E 2 r 2 

(ls^2p)=^2pO t lsO = 3 10^ (1 + ^ 2) 


<^21 =7(£ ， 2~^ l ) = 
n 


3^_ 

Sack 


8.25 分子转动能级，电偶极辐射选择定则及频率对 / 的依赖 


题 8.25 设有由质量为 M 的相同的两个原子组成的双原子分子，两原子相距为 D . 分 

子是电极化的且绕通过质心垂直于两原子联线的轴转动 .（1) 用角动量量子数/和其他力 

学参量表出分子转动态的能量 •（2) 导出分子转动态的电偶极辐射的选择定则 .（3) 确定转 
动分子电偶极辐射的频率对/的依赖关系.（把答案表示为/， M ， D 和其他必须引人的普适 

常数的函数). 

解⑴丑尸，/是总角动量算符，转动惯量/ =吾組> 2 , M 是一个原子的质量. 


Ej 


MD 2 


J(J + l)h 


2 


⑵转动态本征函数即为球谐函数}^，设电场沿正 z 轴，选择定则为 

〈 /W^cos 沒 |/ 沄 ’ 〉与 0 


由于 


〈/ W|cos 中’讲’〉 


/(/ f + l — +1 + tn f ) 

一(2/，+ 1)(2，+ 3>~ 







占 mS m . m 


所以选择定则为 


Am = m !, - m f = 0 
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⑶•/到/- I 能级间的跃迁 


方 ⑵ M = — r /(/ + l)H 2 - T (J- l)JH 2 


MD 2 


MD 2 


2Jh 2 

MD 2 


所以 


2Jh 

MD 2 


8.26 


维深势阱中电偶极跃迁距阵元及选择定则 


题 8.26 (1) 一个质量为 m 的粒子束缚在一个宽为/的一维深方阱势中(题图 8.26( a )) 
求在势阱底部上粒子基态和头两个激发态的能量，画出相应波函数 .(2) 计算从头两个激发 
态到基态间电偶极跃迁的距阵元，并解释任何定量差别(不必算出所有积分 ).（3) 给出系统 
任意两个态之间电偶极跃迁的一般选择定则. 


— } ― ^ 


X 



⑻ 


题图 8.26 


解 （1) 系统能级为 


n 2 ft 2 

2ml 2 


偶宇称波函数为 


+/ 、 2 nnx 


1，2, 


奇数 


奇宇称波函数 


，、 2 • nnx 

^«W = JTSin— 


基态与头两个激发态分别为 


A 


ft 2 % 2 

2m^ 


偶数 


Wi(x) = J-cos 


2， E 2 =4 E u y /-( x )^ A ^ sin {^~ 


3 ， E 3 =9£ lf 蚵 W = j 孕 cosf 辛 


相应波函数图如题图 8.26( b ) 所示. 
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(2) 电偶极跃迁下 Einstein 系数 




4 e 2 a > l k 2 


第一激发态到基态的电偶极跃迁矩阵元为 


7/2 


〈太〉21 W 寧 2( 驰 


2f，/2 xcos^sin^dx 

一 i/2 I I 


第二激发态到基态电偶极跃迁矩阵元为 

/ \ r U2 ， 

(^) 31 = J 9I ^¥\{x)w 3 (x)6x 


m 

2 nx 3 nx . 

jccos — cos - ax 

-in l l 


第二个矩阵元由于被积函数是奇的，故 (； c ) 31 =0, 即第二激发态在电偶极下不会跃迁到基 

态.而第一激发态在电偶极下则可跃迁到基态. 

(3) 该系统在电偶极跃迁下的 A — K 矩阵元为 


d = _ T 二，》(咖他也 

从 J -//2 


当初态与末态同宇称时，被积函数为奇的，定时〈力&为零.故一般的电偶极跃迁选择定则 
为同宇称态之间的电偶极跃迁是禁戒的. 


8.27 —维无限深势阱中对微扰 AV ( x ) = fcc 无能量一级效应及电偶极辐射选择 
定则 

题 8.27 考虑一维无限深势阱中的一个粒子 (M 图 8.27). 令原点位于势阱中心 .（1) 所 
允许的能量是多少？ （2) 所允许的波函数是什么？ （3) 对哪类解微扰势 A V ⑶ = fee 对能量无 

第一级效应？ ( 4 )若态之间可发生偶极辐射跃迁，则选择定则是什么？ 




= 0 


x=^a 




8^27 


解 （1) 所允许的能量为 


hW 


Sma 


2 


= 1，2, 


(2) 所允许的波函数有两类，一类是偶宇称解 





nnx 
cos - 

a 2 a 


n = 奇数 



另一类是奇宇称解 
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^~U) = A P-sin^, n - 偶数 
\a la 

(3) —级微扰下能量为 

E n ^Ef^V) m =E^{kx) nn 

由于为奇的，其对角矩阵元均 为零. 也就是说，只要波函数有确定的宇称(不论奇 

偶)在一级微扰下就无能量修正.只有对宇称的混合态，才可能有对&的一级微扰修正. 

⑷偶极辐射跃迁与 ( x 、 w 有关 

与题 8.26 类同，只有不同宇称的态之间跃迁是允许的，同宇称态之间的电偶极跃迁是 
禁戒的. 


8.28 初始为 J 函数势下的束缚态粒子在匀强电场作用后处于非未薄态的概率 


题 8.28 
从^ = 0到？= 


-个做一维运动的，电荷为 g 的粒子，初始时受到位于原点的函数势束缚. 
这段时间内，该粒子受到一沿X方向的匀强电场叫作用.本题的目的是求出 


t > T 时该粒子处于一个能量范围在愚和氏+啦之间的非束缚的概率 .（1) 求对应于在-函 
数势 = 的归一化束缚态能量本征函数 •（2) 假设非束缚态可 

用满足箱长度为 L 的周期性边界条件的自由粒子态来近似. 求彼矢为 k 卜⑴ 

的归一化波函数仏(4,求其态密度，并表为 A 的函数/>(幻和自由粒子/ 

能量愚的函数 D ( E k ). (3) 假设电场可以当作微扰处理.写下 Hamilton o - r? 

量中的微扰项弃1，并求瓦在初态和末态间的矩阵元 (4) 由于 8 - 28 

弱微扰哈密顿量氣 W 引起的，从初态|/〉到末态|厂〉的跃迁概率为 


P ^ F (0 = ^ J 二〈叫瓦 (/')|/ 〉 e—d〆 


i 2 


式中， o ? f / ^( E f - E i )/^. 求 r>r 时粒子处于一个能量范围在 愚和愚 +吸之间的非束缚 
态的概率/^4)%的表达式. 


解 （1) 能量本征方程为 


即 


— -* ^^-AS{x)y/ = Ey/ 9 E<0 

A: V + AqS { x ) y / = 0 
dx 


式中 


[2 m E 

V 了， 


A ) 


2 mA 

IF 


方程两边求积分是任意小正数).并令£->0,得 
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或者 


〆( 十 0) 〆(-()) 
^(+ 0 ) ^(- 0 ) 


=~ A ) 


另外，从的 Schrddinger 方程解出 


\f/{x) = ce 


于是 


K+0) K-0) 




所以 


㈣ 


束缚态能级为 


E 


h 2 k 2 mA 2 


2 m 


相应的归一化本征函数为 


rW ' f 学 exp 



(2) 设非束缚态可以近似地用平面波表征，在长度为 L 的一维箱上的周期性边界条 
件给出 


exp 


ik 


L 


2 


exp ik 


L 

2 


所以 


kL = 2 nit , 


0, 士 1 ， ±2, 


* ♦ 4 


k 


2nn 

~ 


波矢为 * 的(箱式)归一化平面波为 




4 l 


4 i 


exp 


/ 2nn 

17 
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注意^ 0时能量氏二重简并，则动量位于 P 4 p +如间隔中的状态数为 

^ = D(k)6k = ^D(E k )dE k 


波矢々，能量氏与动量 P 的关系如下 




E k 


h 2 k 2 p 


2m 2m 


于是 


D(k) 


L 


2n 


D ( E k ) = 


L 


7th v 2E k 


(3) 微扰 Hamilton 量为 


孖 i = -q^o x 

可以认为 L 很大， 这样巧 在初、末态间的矩阵元可表为 (&= mA / 方 2 ) 


㈣ |0 〉 =- 癸展仁办 . xexp(^ikx~k 0 \x\) 




k o H ) 


7 lW 


(-4 M 0 ) 


1 


卜 0 2 ) 2 


4 i 科 f mA ^\ V2 

~7 TW 


k 


k 2 


+ 


mA 


(4) 为明确起见，将微扰记成 


坧 = 


0, 


oo</<0 


—qSQX ， 0<t< 


0, 


r<+oo ' 


注意到 A 是常微扰，所以时的跃迁概率为 


/ > / _ >F (’) = +| 〈 A:|/f 1 |0〉| 2 j*:d/’exp(k? F 〆 


2 


^|{ik|// I |0)| 2 ^ ^r/2) 


((OiTf / 2 ) 


注意到态密度 D ( A ) 和矩阵元的表达式，以及 (£ F - =非束缚态能量-束缚态 





8.29 能级差为 方岣 2 的两能级原子在电磁辐射(频率 历) 作用下的跃迁概率 

题 8.29 设有一个两能级原子，它具有能级差为£ 2 -玛 =_ 2 的两个态|1>和| 2 〉. 一 

开始，原子处于其基态|1〉，现受到电磁辐射五的作甩 （1) 若必 = ^ 2 if 嘴 
过二段时间 f 后，原子处于态|2>的概率 .(2) 若®只是近似地等于岣 2 ,这同上面的情况有 

何定性的差别？重新计算上述概率. 

解 // 0 |1) = ^|1) = ^|1) 

H 0 \2) = E 2 \2) = nm 2 \2) 

加上电磁辐射作用后 ， H = H 0 ^W 

+c~ i0>t ) 

求解方程1^4 = #〉，初始条件卜0〉= |1〉.设解具有形式 

10 =响)一邮|1〉+ ^(作-咖|2〉 

c x (0) = l 携 = 0 


则 


化简得 


in (qe-^ll)- 1 1〉+ c 2 e-^|2) - ic 2 %e — 1 叫 |2〉) 

=c,e-^^^|l) + |2〉+ c 1 e- i ^ , // , |l) + € 2 ^^\ 2 ) 
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i%e _ —|l〉+ i^ 2 e _i ^ , |2〉= c I e- i£Uif fl r ’|l〉+ c 2 e -ky ff’|2 〉 

用左矢〈1|和〈2|乘这个方程的两端，得 

\ fic x = q 〈 l | iT | l 〉+ c 2 e - ; (叫- 响〈1| 丑’|2〉 

ihc 2 ^ {2|^r f |l) + c 2 {2\H r \2} 

令 〈 i | -上式可以写成 

访 q =c“e ⑽ +e _i 餅 ) +c 2 e _i W(e i(a " +e _i 谢 ) ㈣ 2 
i 於 2 =c〆 ㈣ (e ia>f +c 2 (W +e _i ， ftfl 22 

式中，用了记号 <»21 = c ? 2 -叫. 

如果很小且时，我们可以略去上式中快速振荡的那些项，即只保留含 
的那些项. 

Ci = -^ 12 0 2 & 1{6> ~^ 

c 2 = - k 2 】 c 】 ei 岣「抑 

消去 q ， 得出关于以的二阶微分方程 

c 2 - — 你 )4 -^ 12 ^ 21^2 = 0 

c 2 ⑼= 0，6⑼=七的⑼= - ia 2 i 

(1) 0 } = a > 2 \ > 记^^七! =| a 12 | 2 = i 7 2 ，显然所求解为 
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8.30 已知 HC 1 分子在吸收线，判断是振动跃迁还是转动跃迁 

题8_30在 HC 1 分子中观察到了波数(以 cm - 1 作单位)为83.03, 103.73, 124.30, 145.03, 
165.51 和 185.86 的吸收线.这些是振动跃迁还是转动跃迁？若是前者，它的特征频率是多 
少？若是后者，它所对应的 •/ 值是多少？ HC 1 的惯量矩是多少？若是那样的话，估计两核子 
的间距. 

解由双原子分子光谱知识可知，像这样波数间隔近似相同的谱线属转动谱不可能是 
振动谱.后者由分子转动能级等间距及跃迁选择规则限制只有一条谱线出现. 

由双原子分子转动能 级为馬 + 和选择规则 IA /卜 1可知谱线的波数间隔为 


21 




21 I 


所以 


i=—i— 

hcL {- 

UJ 

又由上面可推知由 /4/- I 能级时，谱线的能量为 •/ 

I 

能量正比于人这样由所给的波数(由于五 = hcv ^ Eozv 河知 


故由此可知谱线的 


= I (Cm 

83.03 

103.73 

124.30 

145.03 

165.51 

185.86 


跃迁 (/ — > J — 1) 

4 - >3 

5- >4 

6- >5 

7- >6 

8- >7 

9- >8 


A I (Cm 


20.70 


20.57 

20.73 

20.48 

2035 


所以 


A 丄 

X 


20.51{crn l ) 


n 2 


hcA 


_6.63 xlQ " 34 _ 

(2 冗 ) 2 x 3.0 x 10 8 x 20.57 x 10 2 


2.72 xl 0- 48 ( kg - m 2 ) 
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又 





，为两核间距 


所以 


il/2 


R 二 




(1 + 35) 

I>^5^L66^To 


il/2 


2.72 x 10 


-47 


L 30 xl 0 -1 °( m ) = 130( A ) 


8.31 在 H ， (t) = 沒下由|0〉到|1〉态的跃迁概率 

题 8.31 考虑一最初处于基态| 0 〉的任意量子力学系统.在£ = 0时刻.加上一形式为 


•的扰动， 证明在很长时间后，系统处于态|1〉的概率由下式给定 

|〈0|叫 1 〉| 2 

(h/T)-^(As ) 2 

式中，是态|0〉和态|1〉间的能级差.指出在得到你的结论过程中应用了什么假设. 

证明应用含时微扰跃迁概率公式 c rt ( o =丄 

ifl J o 

cio(0 = * iT d 一。 v " r 〈机 i 0 〉 


〈_ 0 |0〉 


1 似 


二^ / i ) 邊〈柄 = ^ 

式中，加是态|0>和态|1〉间的能级差，所以系统处于态|1〉的概率为 


巧 0 ~| c io(Ol 


2 


1〈0|叫1〉1 

n 2 /T 2 +(As) 


2 


上述计算中假设 h 0 很小，从而可作微扰 处理. 因为所用的跃迁概率公式为一级近 


似解 • 


8.32 立方盒中的带电粒子在五=五#-如作用时从基态到第一激发态的概率 
题 8.32 —个电荷为 e 的粒子被禁闭在各边为功的立方盒子中，给定一个电场 


0 ， f<0 

E 0 e - aI , t >0 


«为正常数 


• 562 - 
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巧垂 直于盒子的某一面.£ = 0时.带电粒子处于基态，求^00时粒子处于第一激发态的概 

率.计算到说的最低阶(可将结果保留在无量纲定积分的形式). 

解取势如下 

fO ， 0< jc < 2b y 0<y<2b 9 0<z<2b 
V(x, y, z) = \ 

loo ， 其他 

零级波函数为(在盒子内） 

. 、 /1 • Inx • mny • nnz 

u x ， y ， z )= ^ sm - JF sin ^ sm ^- 

基态|111〉，第一激发态 |211>，|121〉，|112〉. 

设丑 0 = ，则 /r = -eE 0 xe~ ar ,于是 

(lll|x[21l)=：- f 2 *xsin—sin—dc 32 办 


b^o 


2b b 


9 k 


2 


〈111 卜 |121〉=〈11:1| jc |112〉= 0 


所以 


P 



o (21l|^|lll)exp[i^ld? 


2 


AE 


3 n 2 n z 


Smb 


2 


P 


(32beE 0 


\2 


v 


9hn 


2 


J 


o n 


dt 


j 


2 


32beE 0 ) 
~9hn 2 ) 


2 


h 2 


a 2 h 2 ^ AE 2 


8.33 束缚于谐振子势中的铝核由 ㈧ ( x ) 為衰变到僉，并发射光子后处于妁与仏 
概率比 


题 8.33 一个 27 A1 核被束缚在自然频率为 ® 的一维谐振子势阱中，记各态为 
¥鶴=¥々1 其中 K m OO(w = 0, 1，2,…)是谐振子势场中的本征态，描写质心 运动； 

而4(« = 0, 1，2,…)为确定核的内部状态的波 函数. 假定核一开始处于状态％ (x) 為，然 

后衰变到基态戎，同时在^方向上发射一个光子.假定核激发能比谐振子激发能大得 

多： E *^( E a = l - E a = Q )^> hm .( l ) 发射光子后核的波函数为何？ (2) 计算相对概率 iV/> 0 , 

其中是核子处于态 K 0 = K(x) 各的概率 .（3) 设 £^ = 840keV, ^=lkeV, 估计巧/户 0 
的数值. 

解 （1) 注意到向左(负 x 方向)发射光子后，原子核以一定的速度 v = < 向右反冲. 
按题意，核应处于随核一起运动的参考系中内禀波函数的基态戎 (/). 其中V是随动系 
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中的坐标 x ' = x - vf . 在伽利略变换下，若 V = ; c - vr ， t ( = t , 波函数按下列方式变换 


^UO = exp i~t f + i^x r 

2 fi % 


因此，在发射光子后，原子核实际上处于态 


• mv 


yU ，0) = exp I i — x \ y / 0 ( x )^ t = O y x = x 


⑵ 


戽 =| 〈 nok(A o)〉| 


2 


Wni x )<k expfi-YA：j ^Wo(x) 


n exp [ l—x 

\ h 


式中， h 〉= ku )〉. 利用产生和消灭箅符 ， x 
([ A , 別与 a 、 丑对易)，有 


n 

2 ma ? 


(flt + a ) ，且 〆 +B = e A e B e 


~\ {A ' 


.mv 
ncxp l — 

h 




2 mo ) 


( a t + a ) 0 


mv h + 

— A - a 1 

h \2mw 


e 耶 - ~~ 0 

h V 2 mm Ahm 


exp 


mv 

2 ha > 


E 


mv 

2hct) 


mv 




2hco j ( mi ,2 

/ 〈咖 WIG 〉 


mv 

2% a ) 


^ fn \ 


nl 


即 


mv 


—mv 

2 


exp 


所以 


I 

巧 _ mv 


E n 


(840 keV ) 2 


Po 2 方仿 2 mc 2 no ? 2 x 27 x 931.5 MeV x IkeV 


*14 xl ( T 2 
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8.34 求铝核类氢//原子从 3 d 态衰变时发射光子的波长及衰变寿命 


题 8.34 考虑一个 /i 子被铝核 (Z=13) 俘获的情形.当//子进人“电子云”的内层之后， 
它就与铝核形成一个类氢//原子. A 子的质量为 105_7MeV.(l) 当这个//原子从 3d 态衰变 

时，计算所发射光子的波长 ( A ). (2) 注意到 3 d 态氢原子寿命为 1.6 x 10— 8 s 这一事实，计算 
3d 态的上述//原子的寿命. 

解 （1) 跃迁概率最大的是 3 d ->2 p . 在非相对论近似下，我们求出光子能量为 


2 




j) 


13.6 x 13 2 x ^ Ix 

0.51 


〔去 - 余 ) = 66690eV 


相应的波长为 


；1 = 三 = 墼 = 2 _ 97 _: UMeV 鐵 L 86 xl 0 -9 cm 


hv 


66 690eV 


⑵自发辐射系数 


Aocfi > 3 | r ^ j 2 , roc A 


注意到则我们得出 3 d 态#原子寿命为 

Z 

^0 \^ r 0 2 ^0 
7 = r 0-T^7-T = V = ^ 


2 


r kk \ 


2 


5- o ^ xl .6 xlO-s = 7.72 xlO-s 


8.35 在吸引势 M / + / + 2： 2 ) 中运动粒子在小磁场下能级修正及微扰势 
Axcosan 下的跃迁 

题 8.35 一个质量 m ， 电荷&自旋为零的粒子在吸引势啦 2 + /+2 2 )中运动.略去 
相对论效应 .（1) 求三个最低能级£ 0 ,玛， 五 2 ;在每一情况下说明简并度 .(2) 假设粒子受 

到一个 Z 方向的，小的常磁场 S 的微扰.仅考虑未微扰能量£ 2 对应的态，求出能量的微扰 

修正 ■⑶ 假设小微扰势 / bccos 奴在 (1) 中不同的态之间引起跃迁.运用比较方便的简并态 

基，详细确定允许的跃迁.略去正比于的效应或4的更高次方的贡献 •（4) 在⑶中，假 
设 f = 0时粒子处于基态■求 在？ 时刻能量是玛的概率 .(5) 对于没受微扰时的 Hamilton 量， 

哪些是运动常数？ 

解 （1) 在直角坐标系中，运动方程为 

fi 2 ( q 2 g 2 3 2 ) 

~ 5 1 » J + 炝 2 ” 2 + 〆 )P (W) = E ¥ ( W ) 

分解为三个一维 i 皆振子后，求得能量为 
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E n = Ef + E m + E n =—^ 0 ) + (/ + m + n ) h<o 
co = yJlkJm N = l + m + n ^ O y 1, 2, - 


Aco ^ n^lkhk , 没有 简并; 

^ jL> 


E } ^-hw ^- n^flidm , 简并度为 3(^00, y 010 , y / m )； 

7 7 _ 

E 2 = — ho ) - ~ h ^ f 2 k / m , 简并度为 6 (^ 00 ， 的卽，的脱 ，％ 10 ^ ，的 j U ) 


在球坐标系下解得 


¥ NimH < p 、= R nl ( r ) Y lm (0 y p ) 


R n r l ⑺= a 


3/2「# 2 1(2; + 2〜+ 1)!! 


7tn '[( 2 / + l)!!J 


1I/2 


{ arie^^F 


n ”/ + 3/2, or 2 r 2 


E n 


卜， 


N = Q , l 2,… 


l = N 〜2 n 


简并度 


( 2 ) 对于小磁场，有 


选择球坐标系，有 


0, 2, N , 

1，3,…， AT ， 


/"=-(JV + 斬 + 2) 




eB 

2 mc 




所以对于五 2 能级所对应的态，能量的修正分别为 


N 偶 
N 奇 


^222 ~ ^22 

me 

五221 =五22 

2 mc 

五 220 = 丑 22 

亡 p eB 年 

幺 22 -i =厶22 + 二-方 


2mc 
eB • 


22—2 


简并度部分解除四条能级发生变化, 


(3) 此时 /T = ^ cos ⑽.取直角坐标系中三维 i 皆振子的表示，则考虑到 A 的一阶时的 
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微扰贡献为 


(l r mW\H\x y t)\lmn) = S m , m S n , n 欠 | 丑 ’( 以)|/〉 

^Aco$mS mmt S nfn (r\x\l) 


Aa^ ] coso>t\ 


s iM \ + 




l 


-1 


式中， a 


(2km/h 2 ) m (这里 m 是质 量). 得到跃迁的选择定则 


Am = An = 0 


A/ = ±l 


⑷显然只有外 oo 跃迁到妁00,所以 


巧 0 


式中， ① 、要 H 



HU 1 



A 2 

2 a ^ 


cos<ote 



〈100| 們000〉 


cos me 





i(<» r +0)t ^ 

r ■ 




-l 


( 0 - 0 ) 


对微观世界，通常历， 


以很大，则只有当时，上式才有显著贡献， 

P sm 2 [(a) , -m)tf 2] 

10 ~8 aV ' [(^-6>)/2] 2 


所以 


当 r 充分大时 


„ A 2 nt J 0>*-0>) A 2 %t ct t 、 
仏：㈣了 = 硕伽—的 


⑶能量，角动量，角动量第三分量，宇称是运动常数. 


836质子系统在恒磁场及旋转磁场作用下，系统的自旋波函数 


题 8.36 —个质子系统处于一稳定的沿 z 方向的均匀磁场 B 中, 
转磁场 B 

B r = B f cos ( Dte ^ - B ’ sin 腑 •• 


在邛平面上有一旋 


(1) 证明系统的 Hamilton 量为 


H = H i0) +H il) 


式中 


H 


⑼ 


-2 hm ^ a z> ^L=r?B 


—ftm\a x cos o>t~ a sin cot), co f - 
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式中， 心、 o ^、 1是 Pauli 自旋算符，作为回转磁率 • 

(2) 设系统的自旋波函数为 

y/{t) = C a exp(ic? 2 " 2)a + exp(-i 似 2 ? / 2)p 

这里《、户 为％ 的本征态，证明 Q 和满足下列关系 

fdQ_I 

_ 


dt 


to) exp ⑽) 


dC B i , 

exp(-i^)C ff 

v at 2 

(3) 若 r = 0 时，质子系统都处于 a 态，证明 r 时刻 


q - co - a ^ 


\ c M 2 = ^ f ^ i sin2 


⑷将上面严格的 | c ^( 0 | 2 的表达式与一阶微扰求出的表达式相比较 
解 （1) 质子的磁偶极矩为 h 0/2) C 7 2 , 所以有 


H 


( 0 ) 


誉〃 


丑 ⑴=一作刀 cosa)t-a y sin a>t) 
= ~e>\a x cosa>t~a y sin 谢） 

(2) 因为" ⑼的本 征态为 a 、 夕，相应的本征值为 


仏 = 令， 




系统的 Schrodinger 方程为 


¥=» 0)+ 丑〜 


设其解为 


^ = C a Qxpiic^j / 2 )a + C ^ 


因为有关系式 


<^ x a = A 


cr y a = iff , < x z a = a 


它导致 


cr x 々= a ， < J 、 p ; - ia , a.p = -p 


Ha = — [a^atco 9 exp(-i(jDt) fi] 

H0 = ― [-co h P + 俗 ’exp(ifi^)a] 
jL 


将式 ( 2 ) 代人式 (1)， 并利用式 (3)， 可得 
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C a exp(i6>L^/2)a + C^ txpi-ia^t 12)/} 

\ i 


由上式，《、夕的系数分别相等，可得 


d a =|ifi)’exp(i^)C^ 

1 

C 广孓 Wexp (却) C a 


( 4 ) 


⑶ 


式中， q ^ o - c ^. 


(3) 在式(4)、式 (5) 两式中消去 Q ， 可得&的微分方程 


其两个特解为 


C ^+ iqC ^^ a > a C fi ^ 


=exp|i +(^ 2 ) tI2 


通解是 


= exp(-i^/ / 2)^Aexpj^i^f 2_ + + Bexpl-i^^V^t/2 


式中， A、 5 是待定系数 • 由初始条件， >0 时， C a =l, 4=0 ， 4=^6/ 可求出 4、5 
分别为 


A = -5 


2yjq 2 + co ,2 


⑺ 


将式 (7) 代人式 (6), 最后可得 


c fl= -j-^ - 2 exp(-i^/2)sin 


^ G> a t 


即 


N 2 m a . 2 

^ TT ^ 8111 — (9) 

(4) 式 (5) 给出^ 的严格方程，严格求解得到式(8>，在一阶微扰理论中式⑶中的 C a 设 


为1，得出的解为 


= _ ^ i ex P (- 1] 


由此得到 


1^ 


sin 2 ^ 

2 




比较式⑼与式(10)，我们看到倘若夺》V，则一阶微扰是个好的近似.因为当穿》〆时， 

由于0+弓=1所以 
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8.37 处于叠加态的谐振子在激光电磁场作用下的跃迁概率 


题 8.37 (1) 假定某一角频率为 o 的谐振子的态由波函数 




a 


¥ ni x )^ 


WO)t 




N=e 


4 h 2 


给出.计箅振子在该态中的平均位置〈巧，并证明〈X〉的时间依赖关系是振幅为％相角为多 
的经典振子 .(2) 在一激光电磁场中一维谐振子 Hamilton 量为 

2 ^ 1 j 

H = ^― + 印 En sin cot — eE n x cos 欣 + — ma)nx 2 
2m 2rm> 0 2 0 2 0 

其中吟， m 和 e 是振子的角频率，质置和电荷， 历是辖 射的角频率.假定激光在？ = 0时加 
在处于基态％中的振子上.将电磁相互作用视为微扰，在第一级下，求任意的 f>0 时刻， 
振子处在激发态…上的概率. 

有用的 公式： 归一化振子波函数仏有以下性质 




n-l X 


n d 




2 h 


(n + 1) y/ n ^ 


解 （1) 易知 V 是归一的.同时由题给公式可得 


卜卜 ! 〉+ I n +1 ) ) 


所以 


, co *n co 八 k 

〈持 I 咖卜⑼如 


e 


\na>t-\kat 


(n\(W \ k -1) + y/FTJ\k 


I 

+1 




n+l 


*(n+l) 




N 2 ^ + a & im ) 

V 2mco 


- x 0 cos (多一 cot ) 

这正是振幅 为而， 初相 4 的经典振子. 


(2) 初态 yG = 0) = |0〉 


c\n) = y Jn/2m0 o (Vn|n-l) +Vn + l|« + l)) 
p|n〉= ^^^(V« + l|n + l 〉 -V^|n-l〉) 


所以 
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•571 ♦ 


H "Of ，％ H 100 〉 


0 


.0 


y/\n = 2J = -J = lm i 


2 


2 




^>卜 =2 " == 金， /=1 ，％ = -引 == -^| 


2 



210 ) 


1 

0 


1 


于是，有关的矩阵元为 


H'2 __ ■ _ ^ 1 ft = J = ftl 


2 J 


-er 


m ： = 


2 ) 


= ^{ l 00| r |210) = ^( l 00| z |210) e z 


—{m\r\21Q)e z ^—e 


3 


z 


式中 ， A = ( l 00| r |200), 〜为2方向单位矢量 • 


( 


12=^(^ 




n = l y j = —,m ：= — 
J 2 ; 2 


er 


m 


2 




^es(l00\xe x -bye y \2l 1〉 = - 


eeA 


(e x + ie y ). 


/ 


H[ 2 ^e[\f/\ n = lj = m ： 




2 


er 


^p\ m J 


esA 


2 


(e x -ie y l 


HI 




n = Uj = Kmj=- 


2 


er 




m 


2 


-^( I 00| r |210) 


esA 


e 


z 


可以看到，若 2 2 s 1/2 态宇称有 s 的破坏，则由电偶极辐射可以形成向基态 l 2 s l/2 的跃迁 
(退激)，这种退激跃迁的概率当时，电偶极辐射不能使 ％ fn = 2, j=l 

\ Z J 

态退激到 ％(n = l ， ； _ = ^，/ = oj 态，因为电偶极辐射扰动 / T 是极矢量，只有 AZ =： tl 的跃 



• 572 ♦ 
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迁的矩阵元才不为零. 


8.39 氢原子丨^义与 lsbo 态之间的超精细分裂及辐射跃迁矩阵元 


题 8.39 (1) 描述氢原子中电子质子间超精细相互作用部分的 Hamilton 量为 


H ， 


871 






式中， M =( 姑版規•是粒子_磁矩 ，且乂 =^7,•为粒子 f 的自旋 (o ■是 Pauli 矩阵),计算 


氢原子态与 Is% 态之间的超精细分裂.哪个态能量较低？物理上的解释为什么 .(2) Is 3 & 
态和 Is 1 % 态之间跃迁产生的辐射场的矢势当 r — oo 有一般形式 


Air) 


. 6) / v • 

- 1 tW + i 


CO 


e 


2m e c 


〈L〉+i 


2m e c 




1—r^iQH 


4 ••- •一 e 


式中， $ 是沿辐射传播方向的单位矢量，（〉为这个跃迁的矩阵元.明确地证明上式中三个 

矩阵元是否不为零.跃迁中产生的辐射特性是什么？ 

解设 Is 态的空间波函数是妁 (r). 自旋单态; Too， 自旋三态; Tw (财=0, 土 1). 

(1) 此问题是简并微扰，微扰 Hamilton 量为 


H ， 


? l . lI ^ S ^ S p S \ r ) 

3 m e m p c K 


A 

2 


'( S e ^ S p ) 2 ~ S ^- S ^] s 3 ( r ) 


2 


式中， 4 


2n e g € g 


讲 e m p 


c 2 ， 


普十 >、） 

取妁㈧; Ifoo, 外 (rkm 为基矢，易知 /T 在此基中是对角矩阵. 


对 Is 1 知能级 


丛1 = {^o^oo |^1 ^oZoo 〉 = _ ^■屈 2 1% (，= 0)| 2 


对 Is% 能级 


^ 2 = (WoZlM \^ r \WoZlM 卜士你 2 ko( r = 0) 




ko( r = °)\ 


超精细分裂为 


AE = AE 2 — AEj 


Ah 2 


从以上计算结果可知，单态(4 0 )能量低. 

物理意义 如下： 质子与电子间有自旋磁偶极矩相互作用，因磁偶极矩产生的磁场随距 
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离变化下降很快，所以只考虑电子与质子靠得很近时的磁作用. 当凡与 &同向时.电子与 
质子间磁作用的能量最低(注意 £ = 而反平行时.能量最髙.凡与~同向则&与 S p 

反向，所以单态能量低. ' 

(2) 三态向单态跃迁.由于含项和 L 项不含自旋算符，可知 

W = {warn \x\woZm) = {n\An)(zoo \^m) = ° 

〈 L 〉 = {^o^oo \^\y / oXm) = ^ 

{ a e)- {^0^00 | a e I ¥qZ\M ) = {^00 \ a e\Z\ m) 


我们取 



所以 


{ zookkn ) = -^(0, 1)^ 




{^ 001 ^ 1 ^- 1 ) = ^^ 0)<7 ( 


n 



0) 〜 (0, l ) cr { 
^ 0 2 






这里心、 S 、 e z 分别为 X 、 y 、 z 轴方向单位矢量. 

辐射 特性： 注意到4的方向是 nx 〈 cr e 〉， 这类似于磁偶极辐射的矢势，所以可以认为 
以心到 Is 1 灸的跃迁辐射是磁偶极辐射. 
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8.40 在磁场 B x = B 0 cos mu B y = B 0 sin (oU 尽 = 常数 ( S 0 《昊）作用下自旋态的 

% 

跃迁 


题 8.40 质子磁矩为//，在磁场 ^= B 0 cos ⑽， 5 y = B 0 sin 成， B z = 常数(馬《巧）中运 

动.在？ = 0时，所有质子都在 Z 方向极化 .（1) 历为何值时发生共振跃迁？ (2) 在时刻/，质 
子自旋在- Z 方向的概率有多大？ 

解 （1) 将皮看成微扰， H 0 = -fiB x a z ,自旋沿 + Z 和的两个能级之 

差为 2 M B z , 所以当历= 2 M B z fh 时发生共振跃迁. 

(2) SchrGdinger 方程为 (H 


\h 


9 

dt 


’ a 、 



/ \ 
a 

< b ) 

r* 




式中，^和&分别为电子处于自旋向上 (+ Z ) 和自旋向下(沿 - Z ) 状态中的概率幅•设 



-1— / 


2 /， 



8 


得到/和 g 满足的方程 


M^of +ih~-h.g —/iB z g =0 


考虑到初始条件 f = 0 时，|/| = 1 , g =0, 得 


/ = -t~t| + |sin/2r + icos^ 

ns 2 \ 2 
g = sin Qt 


式中 ， Q =—A\ h 

h 


f + + M 2 Bo • 所以在时刻 r ， 质子自旋在 4 方向的概率为 


戶, 2 =|心(含) sin 2 nt 


8.41 关于核磁共振的一些问题 

题 8.41 —片石蜡放在一均勻磁场好 0 中.石蜡中含许多氢原子核.这些原子孩的自 

旋与其周围环境彼此无相互作用，并且在一级近似下只与外磁场相互作用 . （1>在温度为 
r 时，写出处于各种磁亚稳态中质子数目的表达式 •（2) 为了能够观察到由于振荡磁场而 
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引起的共振吸收，引人一电频线圈.振荡磁场相对于磁场螞应沿何方向？为什么？⑶频 

率为多少时才能观察到共振吸收？在你的表达式中给出每一个量的单位使得频率以兆周为 
单位 .（4) 用质子自旋态发生跃迁的机制说明为什么在初始脉冲之后从磁场中吸收能量的 
现象仍然不消失，而实际上却是以一定的速率在连续进行着.当振荡磁场的强度增到很强 
时，吸收率如何改变？为什么？ 

解（I)每个氢原子核的自旋与外磁场作用的 Hamilton 量为 


H H q = -g^i N S z H 0 = -g^ N H Q S z 


所以有两个 状态: 




. 能量分别为 


五 1/2= — 2 



1/2 


式中， g 为 p 的 Landau 因子，是质子磁矩，//汉= eh / 2M p c . 
由统计平衡条件，在温度为 r 时处于各态的概率为 



exp 




-g^H 0 IKT 


exp\~g^i N H 0 /KT 


+ expl--g^iy 0 /ii：r 



/ 


exp 


2 


g ^ H^KT 



exp -gM N H 0 fKT +exp --gju N H 0 /KT 


2 


2 



这也是数目的百分比. 

⑵振荡磁场 f 的方向应与垂直 • 因为这时的 Hamilton 量(只对核的自旋态而言) 
为 


H = -fiH^S z - fi{Wcos (DtS x + H'sin cotS y ) 


这时的跃迁矩 阵元& 
自旋态间的跃迁. 


2 


H 


Sz = l) R { Sz= l 


H 


a =5) 不为零 • 送样方才可能发生 


(3) 振荡频率应满足如下关系才可能发生吸收 

㈣ - E^ in - E U2 


式中， g=5.6, ft N 


1 n 

4.8xl0- lo -xl.7xl0 _24 x3xl0 

2 


10 
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(4) 由于质子与质子之间自旋态的相互作用趋于保持其热平衡分布，这样即便在外场 
消失之后，每个质子仍受其周围质子产生的磁场的作用，从而可以继续产生自旋态的跃迁. 
当场很强时，吸收率达到一饱和值. 


8.42 在势 V 


I 


>0 


x<0 


中的束缚态电子对平面光波的吸收截面 


题8,42电子被下面的势束缚在基态 


V 


I 


>0 


x<0 


势与: y ， z 无关.求方向》，极化矢量能量平面光波的吸收截面.说明电子的末态. 


% 2 


<Kho)<^mc 


解从势的表达可式知，电子在初态时在 y 、 z 方向是自由运动的，所以电子初态为 

^(Pyy^PzZ) 


^(r) = ^)exp 


v 


h 


j 


n 2 dV p 


2m dx 


<p = E < p , 义 > 0 


炉= 0， 

炉的方程与氢原子 z = o 的径向方程相同.故 


JC<0 


En 




mp 1 


于是 x 方向的基态(初始)为 




mf 


2 h 




由此知，题设的条件可改写为 


-xla 


3/2 


x>0, 


n 2 


mp 


色 《 hco 《 


2 


即光量子能量远大于 X 方向的平均束缚势能，可释放 电子； 但它却远小于电子的静止能量 
不能产生电子对，是非相对论的. 

这样，电子的初态为 


K ( r ) =〈4_〉 = 印 
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式中， kf ^ p ^ n , f = & / a 是原始电子在 y ， z 方向的波数， c =(~ 

\vLJ 

态电子在;^面的平面盒子中归一到一个电子(为了下面计箅截面的需要). 
电子的末态是观察方向)方向的自由电子，可写为 


2 


，是将初 


¥ f {r) = {r\f) 




expl^p -r) 


此处 V = L 3 , 是箱归一化的.以上是第一步. 

第二步，给出微扰 Hamilton 量 iT 和入射光子流强. 

微扰 Hamilton 量 H ’ 为 

■ _ 

^ / \2 / - \ 

上 P--A +V —— -P 2 ^V ^—A P 
2 m \ c J \2 m J me 

这里，已用了辐射规范 Vj =0 并略去了含 A 2 的项.下面书写中略去电子电荷 e 的绝对值 
符号，即 e >0. 于是，当取电场以={心，士}是 E 的单位方向矢量） 


me 


E = Eesin{<m -• r + 各 ) 


时，则势4为 


A = — s cos(ot - kj r ^r + &) 
0 ) 


H f 


Ahe 

2mco 


_ 

exp i(o)t-k^ 

m 




占 0 )] + exp -\{o>t-k} r) -r^S Q )^ Es V 


由于这里只研究光子吸收问题， E f >E t , 由周期微扰理论知只有此处第二项才有贡献(第 
一项是光辐射). 

于是，我们得到本题所用的微扰 Hamilton 量 


H r = 」 ^*exp 「 -i(m - k\ 
2mo l 


(r) 


•r + 


S 0 )]Es 


式中，是人射光子的波矢，由于题目中未规定其方向.我们虽可选: yz 轴使之稍为简化 
但好处不大 • 故下面计算中仍对 kj r ) ,五(它垂直于 #>) 的方向不作选择. 

I M 1 9 A ― — c 


由五 


H = VxA ^ 五 x 丑）等公式，得 Poynting 矢量5为 


S^—E 2 k\ r) 

A%w 


对时间平均得 


cE 2 

8n 


于是，入射光子流强(单位时间内人射到与相垂直的单位截面上的光子数)为 


S cE 1 
hco %nhm 
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下面求吸收截面时，将以此去归一. 

第三步，给出光电效应的微分吸收截面 

da 


dQ 


group 


n 


这里，是单位时间内，向玢处/态附近单位立体角(由态密度决定)内，跃迁入末态的 
电子数.根据一级微扰论的黄金规则 




group 


i—f 




2n 
h 


p ( E f )\ w fi \ 2 dn f 


式中，为单位能间隔、单位立体角内末态电子的态密度，对非相对论情况， 


Vmkf mk ^ l } 








-ifie 


2mco 


exp 


一 i 


(r) 


r + 



EeV 


▼ 

i 


2mo) 


e 



o dxJJdydz exp ，r + ik! r) .r 


(Es. V)C<p x (x)exp[x{kfy^k^z) 


AfieCEtT ^ 


约 (x)exp [- 汝尸 -r + ik^-r exp[i(A^) ： y+#)z)] 


4% 2 ^ neE&~ iSG 


imL 5f2 [l+ia(k { / ) -k^)] 2 




Sykf -SjC^Si-k^ +# + j^))j (- it/) + MO +g)) 


于是微分吸收截面为 


dcr 

dn f 


%nak f e r , 、 ，、 -i: 

^ mo } c{\ +a 2 A 2 ) 7 ^^^ 々 ’] 

' S{kf + C ) - k^Sikf + k ^- k { / } ) 


y …少 tv y 

• (r 、 o 


在上面计算中，已改写记号冷)，$)}，= kf 9 kf \ 
并且注意到 


㈣ 0 +々>-冷))] 2 


7 

L/2 
2 k j - U 2 

L 邮卜 <)-<，)) 


Sikf + k ^ -^^ exppyC ^ 0 + ^ e) -^ /} )]dj 


271 




[ S(k 


(0 


z 


+ 


|2 L 


lc { z e) ~k ( z f) )J^^S(k^^kl e) -kl f) ) 


同理 
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这两个5函数代表在: y ， z 方向的动量分量守恒 ，: M ^ . 


根据过程的能量守恒，我们有 


2m 2m 


n 2 { kf 2 + k { f ) 

峥 2m * 


由于〜的; V ， Z 分量已按上面 5 函数要求为确定值，故由此方程即知〜的 x 分量也是确定的. 

在此微分吸收截面中，出现5函数是由于在 y ， Z 方向初始电子具有确定的动量，和人射光 
子(动量也是确定的)碰撞，按能量、动量守恒，其末态电子的散射方向是确定的. 

最后一步，求对此种人射光子的总吸收截面.注意到和 £ U ：) = 丄外幻，于是 

a 

_ 1 ( 

S(k^ y P -ky l) -k^) = —3 sin ^ sin ^ —-- 


S{k[ f) - -itf) 卜丄 /cos 绔 - + 

k f I k f 


总吸收截面为 




Snae 2 kjr f 

mrfir J 


e x (k f sm0 f cosp f -kf -Syk^ -sjc^) 


2 


a 2 (k^ sind f cos<Pf - 以 )) 


2 


f 灸 (’)+ it ( e )) 厂 r (0 tie) s 

，3 sin ^ sin ^ — ~ — S cos 6^ — s - 2 — smdAdAg> f 

l k f J l k f ’ 


注意到对☆的积分可写为 dcos 士，即可消去第二个 J 函数.故 


Snae 2 产 
mockr Jo 


s xi k f cos^y -k^-Sykf -s z k ( z e) ) 
l + a 2 (k f sin$ f cos^> f -) 2 


S s \ n<Pf 


kff + ^ d(sin <p f ) 

k f ^ind f J cos 炉 y 

sin 妗 


8nae 2 s x (k f sin^cos^ -k^-SykSf - s z k[ e) 

fttCOCh r 1 4 - n^(k ^ cin r*nc/w 1^(’〉、2 


1 + a (^ sin ^ cos ^ - k ^ 0 ) 


8.43 


Hamilton 量下引起的跃迁概率= 


题8_43设巧七 (0 为一个依赖时间变化的 Hamilton 量丑 (1) ( 〆 )引起的从 〆 = 0时的 

态到卜 r 时亥_ j •态的跃迁概率，用一阶含时微扰论证明 (0 = (0 ，这里⑺是 

同一 Hamilton 量引起的从，= 0时的 j 态到 〆 m 时的灸态的跃迁概率. 

解由一阶含时微扰论可知 


A 七⑴= Q -> y (0| 


2 


式中 
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⑴ = 士以 y 卜⑴ (〆) 卜〉 exp(ifi?〆)* 


相反的跃迁系数由与上式类似的积分给出， 


= -/: 〈十 (1 V)| 乃 exp(i^/)d ， 


由于孖 (1) (0是 Hermite 的，所以有 


〈啦⑴ ( o | y 〉=〈/_— ( I V ) 卜〉 1 


还有 


托仿 kj = E k ~ E j = -^>jk 


将式(2)、 （3) 代入式(1)，发现 




即导致 


Pj^ (0 = 


⑴ 


⑵ 


⑶ 


讨论上面结果虽然是用一阶含时微扰论导出来，但它适合于一般情况.由同一个外 
界激励引起的两个态之间的相互跃迁概率相同，这被称为细致平衡原理. 


8.44 —恒温盒中一组仅有两个非筒并态的全同原子 

题 8 , 44 —组全同原子，它们有两个态々和人分别有不简并的能级 E k 和 E / EpEj )， 

当它们处于一个壁的温度不随时间改变的盒子中，通过考虑原子在两个态的平衡数量证 
明 

A _ hmfj 
B n 2 c 3 

这里 4 和 S 是 Einstein 自发辐射系数和受激辐射系数，而 

解设盒子的壁的温度为 T ， 在 A 和态的原子数分别为沁和馮 . 令能量度度函数 
，(％) = !• 

由自发辐射系数4和受激辐射系数 B 的定义可知， A 是单位时间内由 it 4 /的自发跃 
迁的概率，所是由 A 4 J •的受激跃迁速率.所以单位时间内由灸•态的总跃迁原子数为 

n k->j ~ + Bl 、 N k 

因为只有受激跃迁能够发生在由 j — k 的方向，所以单位时间内由 jik 的跃迁原子 

数为 

n j—k = 肺】 

这里 S 等于吸收系数. 

注意到上题的结果(细致平衡原理)，在平衡时 

- n j~^k 


即 
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N ： A 




N k BI 


+ 1 


⑴ 


N ： 


在热平衡时满足 Boltzmann 分布，这样有 


N k 


Nj _^ V (~Ej/k B T) 

~ N ~ k = ^{- E k f k B T ) 


e 


xp ( ha )^ Ik B T ) 


( 2 ) 


由式 (1) 和式⑵可得 


A 




exp ( hm k j / k B T)-l 


最后，由 Planck 给出的关于黑体辐射的 /(%) 公式 


1 


’ (啕 )= 為.义 T ) 


可得 


A 

B n 2 c 3 


8.45 氢原子通过电偶极辐射到基态，辐射的相对频率宽度数量级 


题 8.45 设 Einstein 自发辐射系数4 


4 


3 证明： 一个原子通过 

电偶极辐射到氢原子基态，辐射的相对频率宽度具有 a 3 的数量级，这里 as/MTrqd 是 
精细结构常数. 

解在电偶极近似中，自发辖射系数 A 给出单位时间由态到 ） 态自发跃迁概率，即 


A 


4 


3 4 ns 0 


士 41〈刪 


2 


这里 (馬， &分别为态的能 量)， 是位置矢量算符的矩阵元 •[ 

对于氢原子的一对态， 〈J|r|0 的大小具有 々(Bohr 半径)的数量级.辖射能量;是基 
态能量正值的数量级，即 




4nha 0 s 0 


所以 


A 


4ns 0 ftc 



4ns 0 a 0 


m kj a t 


/ 


\3 


V 


4ks q he 


仿 kj = ^kj 


对于到基态的跃迁，频率展宽来自激发态能量的展宽.由题 8.20 中的; 
时正好等于 A， 所以在跃迁时辐射的角频率宽度为 A. 而平均角频率是6^， 

度为 


在电偶极跃迁 
相对圆频率宽 


量子力学 


因为 a « 0.007,所以分数值数量级为 KT 6 . 

讨论圆频率宽度 A 称为谱线的自然宽度.然而另有两个效应使谱线的宽度进一步展 
宽，即由于原子运动引起的 Doppler 效应，和由于原子碰撞引起的原子寿命减少.在室温下 
和一个大气压的环境中，这两种效应引起的频率展宽远大于自然线宽.通常这两种效应引 
起的展宽可以通过降低温度和减小气压来减少. 


8.46 超导 Josephson 结的隧道电流与加稳定电压后的隧遒电流 



題 8.46 超导 Josephson 结由两个相同的超导体1和2构成， 
中间被一块很薄的绝缘体隔开(题图 8.46). 设两边超导体内的 
Cooper 电子对都处于相同的量子态(相位不同).令 叫表示 1中的电 
子对密度，它们的波函数可表示为 


^=i 

这里3是共同的相角.类似有 


1/2 


exp ⑽） 


式中， 


_ . —^ i ^ r I i-f / /v • iso 1 4 

题图 8.46 

^ 2 =/ i 2 Z exp ( i <9 2 ) 

妁，〜， 0 (f = l ，2) 都依赖于时间.妁和 R 随时间的变化分别满足关系式 


方 一 

dt — 

^¥2 _ 
dt 一 




(E 2 y/ 2 + Fy/ l ) 


式中，灼.，氏为1区与2区的超导电子的能量， F%(F 为实常数)表示从2通过遂道效应 

进人1的超导电子对,（1) 证明： ^- = 2/2 nsin (^-^), 其中 = 为， ㈣ 由 

ot 

此证明，如果一个稳定电压 V 加在超导结上，则起导电流以频率 / = 振荡. 


解⑴对妁 = n i /2 exp ( i 巧）取时间导数 


dt 




⑴ 


^ E i^i + ^ 2 ) = n! exp(i 巧） - \nrq L exp(i^ 2 ) (2) 

其中岣 =马/方， n = F / n , 令式⑴、⑵右边相等，同时两边再乘 〜 i/2 以 卩(-坤），可得 

, 

孓 I + ㈣ f ^{n x n 2 ) 1/2 exp[i(^ 2 ~0 { )] ⑶ 

利用式⑶中实部相等，同时用到化货巧^，可得到结果 


^dt 


2 Dns \ n { d 1 -9 l ) 
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(2) 考虑到式 (3) 两边虚部相等，两边再除以％，利用可给出 


dO i 

dt 


» — i 2 cos (0 2 -沒 1) 


(5). 


对于2区类似式 (5) 有 


d &2 

dt 


S 2 cos (0 2 -^ i ) 


式(5)、⑹相减，可得 


ot n ft 


⑺ 


式 (7) 最后一个等式是因为当电压 V 加在超导结上则两边的超导电子对的能量相差 2 eV . 对 
式⑺积分，有 

2 fiV 

( 8 ) 

ti 

因为两个超导体之间的电子对电流正比于#，将式 (8) 代人式(4)，可知超导电子对电流的 

Ot 

圆频率为 


2eV 


sin5,cos 〜 


式中 


cos Of 


indf 


COS ^>/ = 


#+沙） 

k r 

冗朵 ) + #) 2 

k f 

Jkfsm 2 e f ~(k^ + kf ) 2 


kfSind f 


sin^y = 


kf^kf 

k f sin 々 


于是最后 


Sitae 2 

mcoc 


巧二 (<)+ 縿 )) 2 -(#+#)) 
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8.47 两个具有弹性力与自旋相互作用的自旋为1/2的可分辨粒子在 


V(t)= v 1 + v 2 


Zl-Z 2 


作用下的跃迁概率幅 


题 8.47 由两个可分辨，自旋1/2的粒子构成的系统 Hamilton 量 

^ o =-^ v ?-^ V 2 V 2(r 〗 - r 2) 2 《 hG > 

2m t 2m2 2 、 n^ + 叫 J 

( i ) 此系统的能级如何？给岀最低两个能级的波函数(不必归一化 ).（2) /4-00时系统处于 
基态，一个含时外场 VW 施于系统上 

/ N 

V(t)= v 1+ y 2 ^^- n 

\ L J 

式中 ， n = ( sin 0 cossin 沒 sin 多， cos 0 • |/|-> oo 0^ /(?)->0. 推导出一系列概率幅 所 

满足的耦合方程 

C n(O = ( nj ^(0) 


式中， n 是/ / o 的本征态， v ( f ) 是含时波 函数, 
(3) 对下列情形 


f(0 


t<0 或 f>r 

0<t<T 


计算 C „ ㈣ . 假定 ¥《，■、. 计顏 v 2 的一级并标明 量子数 


解令 


r = r { -r 2 
R _m i r l ^m 2 r 2 

m [ ^ m 2 


S = S 1 + S 2 =-(fr 1 +a r 2 ) 


则 Hamilton 量化为 


"o 




营 fi ? 2 r 2 + 2 g 5(5 + l )-| 


式中， M ，+ 〜 M -一二， S 是总自旋.廳统的能级为 
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• 585 • 


^5 


1 

2M 


/ 


v 


n + 2 


hd) + 2g 


S(S 


基态： =- heo -3 g , Wo =\°) a oo ' 

第一激 发态： 五 01 =^ na ) + g , y/ x =|0} a 10 , a 1>±1 , 式中 |0〉 是谐振子基态波函数，而 
则是耦合自旋波函数. 

(2) k ⑺卜; EQWexp (- i £„" 蚓《〉， H 0 \ n ) = E n \ n ). 





dy/ 

~dt 


从而可得 


访之⑺ =Zl 〈中 ( ，和 〉 expt-i(£ m -E n )t / h]C m (t) 


m 


这就是所求的耦合方程 . 

⑶初态为 1000^ 〉 . 设末 态为卜 /ma w 〉 ，并由 


<r x •« = sin 沒 cos (pa Xx + sin 夕 sin <pa ly + cos 0o\ z 


有 


av 


$ (sin dt l<p a x _ x - sin 9€~ w a x 2 +V^cos 9a X0 ) 
{nlma SM la^a^OOd) 


nlma SM 




4 ti 

i a i-i ^\ l ~ r Y ]- i a u + 




0 a 10 


000 


) j ^ n ，( A/si (^ m(AfO -卜1) =0 


对贡献 


{nlma SM Ircosfc^laooOOO 〉 


nlma m 


r 


r 


j^v ^ (4 n v 1 ( l 6 n . 


Ao%) + 孓 a 10 


000 


V/’2 〜 0 S M, 0 -A,-l - ，一 'S M ' 




式中 ’ 4 = jo^t^x) r3 ^ r = K 2 ^ 00 r$c ^ r - 对于三维谐振子界 = z + 2〜= 2(1 + n r ) ，所以 W 必 


须是偶数 . 
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9.1 两个无相互作用的可区分粒子分别受力吸引，求本征函数与本征值 


题 9.1 在一维空间，一个质量为 m 的粒子被线性力吸向原点.其 Schi ^ dinger 方 
程具有如下本征函数 


¥n {0 = H n {0^\-U 2 




2 


\ 




/ 


v 


mK 

IF 


1/4 


X 


式中，7/„是《阶 Hermite 多项式.本征 值为尽 =|« +叾 


hw , 而历 =( 尤/泔) 1/2 .考虑两个没 


有相互作用的可区分粒子(/ = 1，2)，每个质量为 m , 分别被力-恥吸向原点.用下列每种 
坐标系，写下两粒子体系本征函数的表达式、本征值及其简并度： （1) 单粒子坐标&和巧. 


(2) 相对坐标 d 2 - A 和质心坐标 X 


h + X 2 

2 


解 （1) 釆用坐标 M ， 巧时， 体系的 Hamilton 量为 

„ h 2 d 2 n 2 d 2 i 2 2 l 

H = - r - t- + —me? Xi + — 

2m dxf 2m dx^ 2 1 2 

能量本征函数可取为 lA ， // 2 }的共同本征函数 

WOh, x2) = W(x x )yr(x2) 

e = e { ^ e 2 


2 


xl=H l+ H 2 


根据题设条件即知 


(a ， x 2 ):H n (ax x )H m (ajc 2 )exp 


~~ a2 ( x f ^ x \) 


W=(n + w + l)ha) = (N + \)1l(Q 


式中 


a 


mK 

~¥ 


1/4 


0) 


(K 


\l/2 


m J 


能级忠 f 的简并度等于满足条件 n + m = N 的非负整数对 (n ， m ) 数 


f 


m 一 


N + i 


(2) 采用坐标义=々-々和 




^ l ± X 2 

一 2 一 


时，体系的 HamiUon 量为 


H 


hm 4 M6)2x2 




2 2 
z x z 


式中 ， M = 2 m 9 /4 =— m \ a > = 

2 


(K 


m 


1/2 
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类似 (1) 容易得到 


(X,x)^ H n (aX)H m (j3x)^xp A{a 2 X 2 +p 2 x 

_ 

E^ } = (« + m + Y)hm = (N + \)ha> 


W _ 


N + l 


式中 ， a 


Mco 


i/2 


， P 



1/2 


9.2 两个全同线性振子在相互作用势 = 下的精确能级 

♦ 

题 9.2 考虑两个全同的线性振子，弹性常数为尺，相互作用势为孖= sx lX 2 ，其中;^和 
巧为振 动坐标 .（1) 求出精确的能级 .(2) 假定£《反，准确到 W 尤的一阶，给出能级. 


解⑴ 


„ h 2 a 2 % 2 d 2 1 2 2 1 2 2 

H= -^^f^^ + 2 ma>Xl + 2 ^ ㈣ 内 


2 K 


式中，^=-.作自变量代换 A 

m 


^{ y \^ y 2 )^ 2 =- j ^( y l ~ y 2 ), 可将孖 用为、 


: y 2 表示成 


卜 S 备妥袅 4( 腳 2+ 咖 2 4( 腳 2 -咖 2 


上式可看成是为和为两个独立谐振动.总能量为 


m + irr + m + r + 2 rr 


式中， m ，n = 0 f 1, 2,… 

(2) [情况下，精确到 WA ： 的一阶项，能级为 


2 J I I 2 { K 


« (m + « + l)ha> + (m- n)fico - 

2 ^K 


93 


维谐振子势阱中两个全同粒子的基态波函数 


题9_3 (1) 写出一维谐振子的 Hamiltori 量及 Schrddinger 方程_(2)若说-一是一个解， 
求 v 并给出能量私和期望值〈巧， ( x 2 ), {/), 〈_• (3) 证明处在单一的一维谐振子势 
阱中的两个相同粒子基态，既可写为戎 ( m ， a 地 ㈣ ，々），又可写为 

^j(2m ， 一 -—^1 -JC 2 


式中，各 ( m ， x ) 是质量为 m 的单个粒子基态解. 
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将两式相加，得 
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-(px-¥xp) - -Hx 1 + x 2 H 


由于 


{1|/^ 2 -jc 2 H|1) = 0 


所以 


(px)^-{xp) 


又 


[x, p] = 


所以 


〈 U , /?]} = {^ p )-( px ) = i * 


〈/ u 〉= - 


注意此结论对谐振子的任意态均成立. 
(3) Schrodinger 方程为 

r 方 2 ， 1 


—— (Vj + v \) +—ma) 2 (xf +x^) yr(x '， 文 2 )=卽(平 2 ) 
2m 2 


令 VU 卜义 2 ) ) 卢 (h ) ， 贝 ij 

/ 2 \ 

l 2/w 2 J 

£ = £*! + E 2 

这是两者之间无耦合的两个相同的谐振子，对基态有 


r = l ， 2 


Wo( x \y x 2)^M m ^ x l) 


另一方面可引入 Jacobi 坐标 


-(^ i + a )=^ 


^ i - x 2 


因此， Schrddinger 方程化为 


h 2 


2m { 2 


U^m^ 2 2/? 2 +-r 2 y/(R ， r) = E\f/{R, r) 


也可化为两个彼此独立的谐振子方程，分别代表质心运动和相对运动 


±_ 

4m 


V 2 r + mco 2 R 2 0(R) = E r 0(R) 


方 2 1 彳 

— +-mco 2 r 2 0(r) = E r 0(r) 
m 4 
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59】 


因此基态波函数又可写成 


V ^ ) \ ^ 


9.4 两个相互之间以弹性力联系的谐振子 

题 9_4 考虑两个质量 mj 的粒子通过下述 Hamilton 量相互作用 


打 = 最" + i 4 m ^ 2 4¥ 2 心 巧) 2 


(1) 求出准确解 .(2) 在弱耦合极限下，画出能谱，这里 / i 是约化质量 
解⑴令及= 0?^ + m 2 x 2 )/( m 1 + m 2 ) , r % x x - x 2 ,由此给出 


iL 

dx ^ 


m ! 

mj 十讲2 


4 +2 」l 上 +4 

dR m x +m 2 drdR dr 


2 


il 

dc ! 


」 M 2 冬 2 

m l +m 2 J dR 


m 2 d 2 d 2 
m 1 +m 2 d/Mr dr 2 


及 


i ~R 2 +2 — ^ — Rr + —— ^ - .■ r 

m l + m 2 ( m x 


xj ^ R 2 -2 


mj -f m2 


Rr + 


(mj + m 2> 


所以 


H 


令 


n 2 d 2 

2(m } + % ) dR 2 


d 2 i 

- r * H — 

dr 2 2 


丢 4—_ 2 叫 .二 


«-^ r 2 + I ^2 

iri+nu 2 


M = m , + m2 , 


_ 

+ 爪 2 


则运动方程变为 


~n 2 d 2 i w 2ri2 ft 2 d 2 " 广 A ： ) ? „ 

m ^^2 Ma)R ~^^2{ ] ^r r ^ 和轉 ， r ) 


化为两个独立的谐振子方程，能量与波函数分别为 





(R y r) = y/ t (R)y/ m (r) = N t N m exp ~a^R 2 H^a^oxg ~-a\r % \H m {a % r) 

\ I J V 2 ) 


式中 
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May 






(2) 当欠《_ 2 时，若取 jl + — 则有 

V M 0> 

£ /m « (/ + m + l)ho) = (iV + \)ftG) t 
即对第 W 能级有 ( AM -1) 重简并 


/ \1 

a i'j 

、而 2 m m \ 


in 


N f + ?w = 0 ， 1 ， 2, 


N … 
N = 3 
N = 2 
N^l 


/ = 3 , m = 0i 1 = 2、 m = 1; / = 1 ， 
1 = 2, w = 0; 1 = 1, m = 1; 1=0, 
/ = 1，m = 0; / = 0，m = 1 


m = l ，！ 

/w = 2 


0 ， m = 3 


I =0 l = m = 0 

若取巧 =1+ 点 + …’则在上面的能级图中，-相同的能级均向上移动 


m + — \ fio ) 


IfiCO 


+…解除原来的简并. 


9.5 用一高势垒隔开的无限深方势阱中的两全同 Bose 子 

题 9.5 势的形式如题图 9.5 ⑻所示，其中 V 是一个很大但有限的势 .（1) 如果一个粒子 
——— 原来处于一个阱中，给出一个关于粒子穿透到另一阱中的透穿 

| | ~ | 率的量级公式 .（2) 画出最低两个态的波函数 .（3) 如果有两个 

[ 具有小的排斥力的全同 Bose 子位于阱中，分别就粒子间力很小 

_ J _ _ 和很大两种情况写出最低的两个态的近似波函数. 

- a -FrH 解 （1) 记基态为妁，第一激发态为…，则妁关于势阱对 

题图 9.5 ⑻ 称轴是对称的，化是反对称的.我们可以认为初态波函数为(粒 


子初始位于左半阱中) 


W ( x 9 0) 




(^ 1 +^ 2 ) 


参阅 ( 2 ) 中所给出的图像，则可知这是一个好近似，于是 


， 0 = 士( 


㈣ - 问 "a + % e -i£ 2 "ft 


当士 


•) E t t 0 /n 


-】时，则 


1 


2 


这时粒子便在另一阱中了(概率大).这时 


%h 


nh 


v e 2 -e 1 ae 
2 2 

由于 K 很大， AE ^ E 2 - E ^^(2 2 ^ l ) = ^~. £ i ， 馬是宽 L 无限深方阱的基态和第一 

2 mV 2 ml ： 

激发态的能级.透射率(单位时间内穿透的振幅)的量级为 


t Q ImnlJ 


(2) 最低两个态的波函数图形如题图 9.5( b ) 所示. 


你） 


^( x ) 


Mx ) 


题图 9.5( b ) 


⑶当排斥势远小于 v 时，两个最低能态的波函数近似为 

¥x= 妁⑴的⑵ 


rn =士[以加2(2) + (^ 2 (加!(2)] 


当排斥势远大于 V 时，中间势垒的穿透将会很小，所求波函数近似为 


M ⑴ — h ⑴][的⑵+ 


= ： 7 [ 料 1 ) + ?^ 2 ( 1)}[?^1 ⑵-仏⑵] 


9.6 以弹性力相联系的两粒子体系的对称性及基态波函数 

题 9.6 考虑一体系，由以下 Schradinger 方程定义 


■% 1 




2 m 


_ 

(▽〒 + ▽专)+备一/* 2 | 2 yK r i ， r 2) = ^ y ( r i ， r 2) 


(1) 列出这个 Schrddinger 方程的所有的对称性 .（2) 指出所有的运动常数 .（3) 指出基 

态波函数的形式.你可以假设一维谐振子的基态波函数是 Gauss 型的函数. 

解⑴这个 Schr 6 dinger 方程具有下列对 称性： 时间平移，空间反演，体系整体平移， 
rj g r 2 交换， Galileo 变换对称性. 



⑵令 
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r ^ h - r 2 
R^—(r x +r 2 ) 


则原方程变为 


芒 ▽! 令 + 2 V ㈣ w ) 


方程化为质量为 2 m 的质心运动和质量为 m /2 的相对的简谐振动.质心部分是自由运动，所 
UPl ， P x ， P Y , P z ， E R ， 1} R ， L x , Ly ， ^是运动 常数； 相对运动部分尽，4, 4 

是运动 常数； 宇称是运动常数. 

(3) 由 (2) 中分解方程可知，基态波函数形式为 


If / 


ioRlh-rla 


9.7 处于谐振子势中的两全同 Bose 子通过相互作用 


题 9.7 两个全同 Bose 子，每个质量为 m ， 在一维谐振子势 V 胃 2 x 2 中运动.它们 


彼此通过势 


心抑广今): 


相互作用， 这里# 是个正参数.计算体系的基态能量 • 近似到相互作用强度参数 a 的第 


阶. 


解由于是 Bose 子，两个粒子可以同时处于基态，所以体系的基态波函数为 


• ， 

n( x l> x z) = ro(^l¥o(^2) + 


jmw 

V~T 


基态能量为 


( V \nt} = X 2) X 2 )^ 0 (x l ,X 2 )dx l dx 2 

SI^ x p[-^( x i + 4 ) -你 r A ) 2 ] 叫办 2 

一 以 6 戊 

~( af +2/3 ) m 


9.8 由两个全同粒子组成的系统中，对称态与反对称态的数目比 

题 9.8 (1) 证明对于一个由两个全同粒子组成的系统，每个粒子可以处于《个量子态 
中的一个态，则系统有$咖+ 1>个交换对称态和4咖 -1) 个交换反对 称态； （2) 证明若粒 



第 9 章少体问题 


子的自旋为/，则对称自旋态与反对称自旋态的比率为 (/+ i ):/. 

证明⑴如果有《个单粒子态，则系统存在 n 个这样的对称态，两个粒子都处于同 
样的单态.而系统处于另一种交换对称态的数目(这种态中两个粒子处于不同的单态)等于 

从 n 个不同的物体中任选两个的不同组合的数目，即所以对称态的总数为 

Id 

« + 丄 《(« - 1 ) = -n(n-hl) 

2 2 

交换反对称的态的个数为 | n ( n - l ) ，因为两个粒子都处于同一单态的系统量子态不可能组 
成反对称态. 

(2) 如果粒子具有自旋/，则有 + 1 个单粒子自旋态(相应于 2/ + 1 个不同的 m 值，这 
w 值给出自旋角动量在空间任意方向的分量).由 (1) 可知，这时系统的对称态数目为 

«,=(/ + 1)(2 / + 1 ) 

和反对称态的数目为 

n a : 1(21 + 1) 

两者之比为(/十1)//. 


9.9 无限深势阱中的两个无相互作用粒子 


题 9.9 两个无相互作用的粒子，质量相同为 m , 处于一维无限深势阱中，势阱宽为 
2 a , 在阱中势为零，阱外势无限大 .（1) 求系统四个最低能级的值是多少？ （2) 求这些能级 

的简并度，如果这两个粒子⑴是全同粒子，自旋为 ( ii ) 不是全同粒子，自旋都为 

( iii ) 全同粒子，自旋为 1. 

解 （1) 在这样的一维势中，单粒子空间波函数为 


¥ n ( x )-- r sin 

yja 

式中，《为正整数，相应的能量为五 0. 这里 


nnx 

2a 


五 o 


n 2 h 2 

8 ma 2 


两个粒子分别处于 m 和 n 2 态时，系统的双粒子态可表示为 


sinsi 


H2TVC2 

2a 


此态具有能量 


^ — ( n i +^2)^0 


因此，最低的四个能级为 


(«1，《2) 

( 1 , 1 ) 


E / E 0 

2 
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(2.1) 5 

( 2 . 2 ) 8 

(3,1) 10 

(2) ⑴系统态函数可以表示成空间波函数和自旋波函数的乘积.因为粒子是全同 
Fermi 子，态必须是反对称的，这时若空间波函数是对称的，则自旋波函数是反对称的， 

否则空间波函数是反对称的，自旋波函数是对称的，因为粒子自旋由上题结果可知， 

有3个对称自旋态和一个反对称自旋态 （3 个对称态的总自旋为1，称三 重态； 反对称态总 
自旋为0,称单态 .） 

因为空间态(1，1)是对称的，所以整个波函数是空间态 ( M ) 乘上自旋5 = 0的单态.因 
此，能级简并度为 1. 归一化的波函数为 


yfla \2a 


尝 H 尝) 




这里《或夕表示自旋朝上或朝下的自旋态，下标1，2表示不同的粒子. 

空间态(2, 1) 可以是对称的也可能是反对称的，前者须乘反对称的 S = 0的自旋态， 
后者应乘三重态 5=1. 所以第二个能量的简并度为4,它们之中的两个为 


1 r . r 2 ^^, 

y /- — sin - L sin 

2a[ \2a ) 1 

l \ . ( ItixA . 
^ = -7=- sin - L si 

y!2a {2a ) 


2a 


2a 


a 劇“令 


( a 3 爲-爲 a 2 ) 


nx 2 

2a 


/ \ 

• 71 X \ • 

in — L si 

, 2 a ) 


4 

2a 


( Xia 2 


一 般来说相应于空间态 n 2 的简并度当时为1;当巧#巧时是 4. 

( ii ) 如果粒子是非全同粒子，则系统的波函数没有对称性或反对称性的约束，这时若 

年〜则有两个空间态具有相同的能量，它们是 和丄 

a \ 2a ) \2a) a 

每个空间波函数可以乘上四个自旋波函数¥ 2 , 口 1 爲 ， H 

中的一个，故总的简并度为 8. 如果巧=%则简并度为 4. 

( ih ) 具有整数自旋的全同粒子波函数是对称的，所以对称的空间波函数需乘上对称的 
自旋波函数，反之亦然.由上题可知自旋为1的两个全同粒子有6个对称的3个反对称的 
自 旋态. 于是空间态(1， 1) 是对称的必须乘上6个对称自旋态之 一. 空间态(2, 1) 有对称态和 
反对称态，需分别乘上反对称与对称自旋态，导致总的简并度为 9. 类似可计算出空间态 

(2,2) 和(3, 1) 的简并度分别为6与 9. 结果可归纳在下表中 
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上面每一组(除了第一组)都可以重新排列给出另外 的态. 对两个无相互作用粒子，.总的 
空间波函戰是两个单粒子态的乘积，能量是单粒子能量 之和. 

(1) 对于自旋去全同粒子，总波函数反对称.其空间波函数表示为(0, 0, 0)(0, 0, 0)， 

_ 

表明两个粒子都处于〜=〜〜= 0的单粒子态上 • 空间波函数是对称的乘上自旋单态，故 

基态是不简 并的. 第二个能级的空间波函数可用 (1, 0, 0)(0, 0, 0) 表示，表明第一个粒子 

处于(1，0, 0) 态而第二个粒子处于(0, 0, 0) 态.（1，0, 0 X 0, 0, 0) 态可构成对称或反对称 

的空间波函数，再与反对称与对称自旋波函数相乘后由上题 (2) ⑴可知可得到4个波函数. 

另外空间波函数里的整数1也可以放在第二或第三个位置上(得到相同的能量)，故第二能 
量的简并度为 3 x 4 = 12. 

第三个能级可以由下列组合的空间态得到 

( 2 , 0 , 0 )( 0 , 0 , 0 ) 

(1，1，0)(0, 0, 0) 

(0, 1，0)(0, 0, 1)( 两个1在不同位置） 

(1，0, 0)(1，0, 0)( 两个1在相同位置） 

前三个组合是两个粒子处于不同的空间态，每一个导致12个态(同上 )• 第四种 组合是 

对称空间波函数只能乘反对称自旋波函数，但是整数1可以有3种位置，故可产生3个态. 
这一能级的总简并度为 (3 x 12) + 3 = 39. 

⑵对于自旋为1的两个全同粒子有6个对称3个反对称自旋波函数，总的波函数 

应是对称的.对于基态只有一个对称空间波函数，它与6个对称自旋态结合，给出6个 
简并态. 

对于第二个能级态(1，0, 0)(0, 0, 0) 它可以构成对称或反对称空间波函数与9个自旋 
波函数之一相乘，再考虑到整数1有三个可能位置，故总的简并度为 5 x 9 = 27. 对于第三 
个能级， （1) 中的前三种组合各给出27个简并态，最后一种组合给出6:个简并态，再全部 


9.10 各向同性谐振子势中的两个无相互作用粒子 


题 9.10 两个无相互作用的全同粒子处于一个各向同性的 i 皆振子势中，试证明三个 
最低能级的简并度是 (1)1, 12, 39,如果粒子自旋为(2)6 , 27 , 99,如果粒子自旋 




为 L 


证明在各向同性谐振势中单粒子态可由3个整数表征，即叫，七，巧；相应的能量 
为 + 这里三个最低的能量相应于 


JTO o o o 


^ o o o 


1 ^ 




I 
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乘上3;此能级的总简并度为 (3 x 27) + 3 x 6 = 99. 

9.11 / — / + / 的衰减过程是不可能的 

题9. 11 〆 介子有自旋1， 7 C G 介子自旋为零 • 证明衰减过程/ 4 71° + /是不可能的. 

证明 因为/介子自旋为1，而/介子自旋为0,如果衰变过程发生，为了保持角动 

量守恒，两个/介子处于角动量量子数 L = 1的轨道态，然而1的态具有奇宇称，它是 
空间反对称态，（对于一个两粒子系统，宇称和空间波函数的交换对称性是一致的，因为通 
过原点反射空间波函数即交换了两个粒子，而通过原点反射自旋它并不改变.所以自旋波 
函数的宇称总是正的 •洇为 介子自旋为零，它们的自旋波函数是对称的，所以两个/介 
子的总的波函数是反对称的.但是/介子是 Bose 子，双 Bose 子系统应具有对称的波函数， 
所以此衰变过程是不可能的. 

9.12 f 介子与氘核作用形成的两个中子的状态和宇称 

题 9.12 f 介子和一个氘核作用(开始时氘核处于^轨道态)形成两个中子_ 

(1) 证明中子处于态1=1， 5-1, /=1； (2) 由此推论 tT 的内部宇称 .（ tT 具有自旋0, 
氘核自旋为 1.) 


证明 （1) 上述反应过程是 


tC +d ->n + n 

因为自旋为0,氘核自旋为1,所以左边总自旋 5^1. 由于反应前的两个粒子处于 
S 轨道，即1 = 0,所以反应前左边的总角动量量子数 J = l . 由角动量守恒这也是反应后右 
边的总角动量量子数. 

中子自旋为所以右边的总自旋是1或0_我们可以断定5 = 0不可能，因为这是反 

对称的自 巧态要 求配上对称的空间波函数，即 L 为偶数，而这将导致偶数 J 值，总角动量 
将会不守恒 .5=1 的自旋态是对称的要求反对称的空间波函数即尤为奇数，当 S = l , J =1 
时，唯一可能的奇数值是 L = l . 

(2) 处于 L = 0态的质子和中子构成的氘核具有正宇称，所以氘核具有正宇称(质子与 
中子的内稟宇称都是正的. ） 因为 tT 和氘核反应前处于 L = 0态，所以左边的总宇称与 tT 的 
内禀宇称相同.右边两个中子处于1=1态，它的宇称是负的.反应是在强核力作用下发生 
的，强相互作用下宇称守恒，所以 tT 的内禀宇称为负. 

9.13 无限深方势阱中几个电子的平均能量 

题 9.13 —维无限深方势阱中含有3个 电子. 在温度 r = 0 K ， 而电子间 Coutoml ) 能可 
忽略的近似下，3个电子的平均能量 E = l 2 .4 eV _ 问在同样温度和近似下，在阱中的4个电 
子的平均能童是多少? 

解 能级尽 = n 2 马•由 Pauli 不相容原理和能量最低原理.对阱中的3个电子，能级 
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及上有2个电子，能级馬上有1个电子.所以 

12 Ax 3 = 2 E l ^4 E lf E t = 6.2 eV . 

对4个电子情形，玛和仏上各有2个电子.故4个电子的平均能量为 


(2 E l +2 E 2 )^ jE l ^\5.5 tV 


9.14 两个在有心势阱中运动的电子 

♦ ♦ I 

♦ ♦ ♦ 

题 9.14 考虑两个在有心势阱中运动的电子，阱中只存在三个单粒子态妁， h 和妁 

⑴写出这两个电子系统所有可能的波函数 .（2) 现设两电子间存在如下相互 作用： 
SH = vHr { , r 2 )^ V x ( r 2 , r { ) f 证明下列矩阵元的表达式是正确的. 

紐 |Vi 2〉 = 〈 r 3 (n)K( r 2 ) 卜 】 ( r i ， r 2 ) 卜 2 ( r lM( r 2 )} 

~lfM)y/ 3 {r 2 ) I V 1 (r! ， r 2 )| 内 (/} )% (r 2 )〉 

解 （1) Fermi 子系统波函数应为交换反对称的，故此系统所有可能的波函数为 


¥n = ^ [¥\ (n )¥% (h) - W\ (r 2 Wi ih )] 

妁 3 = 士[妁 ( n ) 妁 (6) -妁 (6) r 3 ( n )] 

^23 = ^ [¥2 (^i )^3 ( r 2 ) - Wt ih )W$ (n )] 


( 2 ) 


〈 w | 紐 I 〜〉 〈的 (n)h( r 2)i 紐 W( r l)W2( r 2)> -臺 〈K( r l)y 3 ( r 2)l 紐 k2( r l)Pl( r 2)〉 

〈的(广 1)1 紐 ki (广 

在第一项和第三项中交换 r! 和 r 2 , 再与第二、四项合并，即得证. 


9.15 两个全同 Fermi 子处于一维无限深势阱中时的三个最低能量 

♦ 

_ 

题 9.15 两个质量为 m 自旋为 I 的全同非相对论 Feimi 子处于一个一维方势阱中•阱 

JL 

的宽度为 L 在阱外 V 是无穷大排斥的 .Fermi 子间有着相互作用势这可作为微 

扰.用单粒子态和自旋态给出三个最低能态.以一阶微扰论计算第二、三个最低能态的能量. 
将你的结果保留在积分式，忽略自旋相 关力. 

解势能可写成 

吵）： 
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立即可写出体系的单粒子空间波函数为 




12 . nit 
一 sin — 

L L 


6 [0, L ] 
其他 


单粒子自旋波函数为 


由于不考虑自旋相关力，两粒子波函数可分解成空间部分和自旋部分的乘积 
自旋波函数取为炉=+ S 2 ) 2 和〜= S l2 +〜的本征态 

/ = 0 为自旋单态，对粒子交换反対称. / = 1 为自旋三重态，对粒子交换对称， 

空间波函数也可进行对称化和反称化 


0 】 , X2) = * [^ ( 弋 ) 〜 (x2)-^ n (x 2 )y/ m (x x )] 


^ nm (^ X 2) = 


{^1 )¥m (^2 > - ¥n (^2 )¥m (-^1 >]^ 




所以总体波函数可以写成 




它们所对应的能量为 


E ^ (nKm2h 


n ， m-lj 2, 


(1) 基态 . n = m = l . 

空间波函数对称，自旋必是单态 


Wu ( x lt X 2) z { 


⑼第一激发态 . n = l , 


2 . 


¥\ = 


9 

Wn (^ X 2 )Xi 

Wl2(^X2)Zc 


A / = 0，±1 


四重简并. 

( iii ) 第二激发态. 
空间波函数对称， 


1 = 2, m -2. 
自旋必是单态 


^2 ~¥ 22 {^^)%{ 


非简并. 


由于微扰 Hamiton 量与自旋无关，因此，第一激发态的微扰计算可视为非简并情况. 


Jdxjdx 2 |^i2 (a ：,, a ： 2 )| 2 V(x } -x 2 ) 

AEf = I dx x dx 2 \y/xi( x v 太 2)f 叩! - 文 2) 

AEf = J j^22(Xj, x 2 )| 2 V(x x - x 2 ) 


9.16 


维盒子中相互作用势为巧）的两个无自旋粒子 


题 9.16 宽为 L 的一维盒子内有两个质量均为 m 的无自旋粒子， 
V(x i ,x 2 ) = aS(x l - 々） . 计算基态能量精确到 a 的一次项. 


其相互作用势能为 


解若不考虑^位势 




0< x ^ x 2 ^L 

其他 


H 0 


ft 2 d 2 h 2 d 2 


应用无限深势阱的结果 


¥ nli x V x l ) 


二臺 sin ^xjlsin 


In 


^2 


2 

尸 ㈤ 2+/2) ， 一 1 ’ 2 , 


对基态 ， n = l = l 

P _ n 2 n 2 

11 =7 

现加上 = 基态能量的微扰修正为 

H f = (n\H\U) 

=f 0 j^dx l dx 2 aS(x l - x 2 )sin 2 


sin 2 ^ 
、 L 


L 


^4 n 


3 a 




基态能量为 


e a 


9.17 相互作用为 // = A ( S rt S 2 -3 心 &) 的两个固定电子 


题9."!7固定在 z 轴上的两个电子间存在一个磁偶极-偶极相互作用能 

H = A ( S r S 2 -3 S lz S 2z ) 
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q 为 Pauli 自旋矩阵，/!为常数(令力 = 1). 

(1) 用总自旋算子 S = S 1+ S 2 表示 /// A .(2) 求/?/ A 的本征值和简并度(统计权重), 

解⑴ 5 2 =( S 1 + S 2 ) 2 =| + 2 S r S 2 

S 2 z ^(S u ^S 2z f^ + 2S lz S 2z 

^S r S 2 -3S u S 2z ^(s 2 -3S^) 

( 2 ) 对于 P 、 士的共同本征态 | S ， M > 


H 

7 


|5,M) = ^[s(5 + l)-3M 2 ]|5,ilf) 


这就是本征值方程.同时可看出对于 m *0 的态，能级是二重简并的，简并度为 2. 


\ S ^ M ) El A 

M) o 


|i ， 土0 
|1，0> 



这里为的本征值， D (£/ A ) 为能级的简并度. 


D(EIA) 

1 

2 

1 


9.18 两全同 Fermi 子形成的系统 

题 9 . 18 (1) 两 Fermi 子形成的系统有一波函数 v (1,2). 若它们是全同的， y ( l ，2) 必 

须满足什么条件？ (2) 这怎样意味着 Pauli 不相容原理(在一原子中无两个电子有全同的量子 
数)的基本陈述.⑶ Mg 的第一激发态的价电子组态为 (3 s , 3 p ). 在 W 耦合的极限下，什么 

样的 L 和 S 值是可能的？它们的波函数空间部分的形式是什么(当单粒子波函数分别为 
為⑻和各 ( r ) 时)？哪一个具有最低能量？为什么？ 

解⑴ V ( U ) 必须满足对粒子交换反对称 

(2) 在一原子中，若有两电子具有完全相同的量子数，则必有 y ( l ，2) = y (2， l )， 于是 
邮)得 

^( 1 , 2 ) = 0 

也就是说这样的态是不存在的. 

(3) 电子组态 (3 s ，3 p )， 即 

4 = 0 ， / 2 = 1 ,巧=& = 丄 

2 


所以 


L = l, 5 = 0, 1 
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^ 1 ( 1 , 2 )-^( 1 , 2 )^( 1 , 2 ) 


式中 


姐 2) = 士 ( 為 (/<1 H ⑹ + A ⑹各 ⑺ )) =^ 0 + P 12 )A ( r l H ( r 2 ) 



最低能量态是态以 ( l , 2 ) ，即 S = 1 的态 _ 因为 $ = 1 的态空间部分对交换 1<~>2 是反 
对称的，所以两电子靠近的概率较小，两电子间的 Coulomb 排斥能较小，从而总能量 

较低. 


9.19 两个粒子在同一谐振子势中以弹性力相互作用 


题9_ 19两个质量均为 m 的粒子束缚于一个一维谐振子势 V =丄 i £ x 2 中，并且通过一 

个简谐吸引力 F n = - K { x x - x 2 ) 相互作用(假如需要，可取尤是小量 ).(1) 该系统三个最低能 

量态的能量是多少？ （2) 若粒子是全同无自旋的，⑴中哪些态是被允许的？⑶若粒子是全 
同的，且自旋为1/2,⑴中每个态总自旋是什么？ 

解系统的 Hamilton 量为 


H 


- h 2 ( d 2 9 2 ) 1 f , 2 2 、 A ：, 


设卜方 (A +文2> ， 


^ = - A ) ，则 

r7 % 2 f d 2 d 2 

H = -- h - 

2 m{df dt ] 2 


+ -^ 2 +?7 2 ) + ^ 2 


^ v ) + ^ 2 ^ ( ^ 2 ^ 2 


故系统能量本征态为 


式中，叫 




； G >1 


k + 2 K 


t = n + — ho ^ +|^ m +— J^£»2 
;«，m = 0, 1, 2, …，对应于本征态 


nm ) 


ik) 




(k+2K) 


(7) 


式中，对应于弹性常数为&的谐振子的第 《 个本征态. 
(1) 系统的三个最低能量态的能量分别为 

石 00 = ^一+仿 2 ) 


E]o =^(<s>i +0) 2 )^fiG) l 
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£ 01 = 一羚(叫 +( 0 2 ) + ^ 0 2 

假定欠相对来说较小，否则应是 Ao . 

(2) 若粒子是全同无自旋的故为 Bose 子，由波函数对两粒子交换对称性得到 (1) 中的态 
]00), |10〉被容许的，而态|01〉不容许. 

(3) 若粒子是自旋1/2的全同粒子，由总波函数对两粒子交换反对称得到总自旋 S 在⑴ 
中各态值如下 

| 00 )~ 5=0 
| 10)-5 = 0 
| 01 )~ 5=1 


9.20 两粒子体系的最低总能量、能级简并度和相应的波函数 

题見20某个特殊的一维势阱具有下列束缚态单粒子能量本征 函数： ¥ a { x ) , ¥ b { x ) , 
¥你 ， … ，其中 仏 <4 <£ 〆 ••_ 两个没有相互作用的粒子置于该势阱中.对下列(1)，（2)， 

(3) 各种情形写 下：两 粒子体系可能达到的两个最低总能 量值； 上述两个能级各自的简 并度; 
与上述能级相应的所有可能的两粒子波函数(用 y 表示空间部分，$螞〉表示自旋部分 ， S 

是总自旋 •） ⑴ 两个自旋为1/2 的可区分粒子 .（2) 两个自旋为1/2的全同粒子 .（3) 两个自 
旋为0的全同粒子. 

解两个粒子之间没有相互作用时，其空间波函数满足的 Schrddinger 方程分别为 


n 2 d 2 

2m dxf 

h 2 3 2 
2m dx\ 


+ ^ i ) %(々）= 咏⑷ 


^ V ( X 2 ) 心 0 2 ) = £^(々) 


h j = a ， b ， c. 


以上二式合起来，可得 


n 2 a 2 n 2 a 2 - 

~2^ d 4~2^^^ V(XlHViX2) %⑷心 (巧) = (尽+6)% ■⑷ 6( A ) 

利用这一性质以及粒子的统计性质等，可得 

⑴对于两个自旋为1/2的可区分粒子 
总能置 E a + E a 

简并度 4 
波函数 


lWa(Xl)Wa(^2)\00) 
V 為 》2)|1 故〉， 

式中，|00〉与 | lm 〉 分别为自旋单态与自旋三重态 
总能量 E a + E b 


/w = 0，士 1 
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简并度 8 

波函数 

(2) 对于两个自旋为1/2的全同粒子 
总能量 E a + E a 

简并度 1 

波函数 仏 


^(^¥ fe (^)| oo ) 

¥a( X l)Wb( X 2)\^) 


总能量 E a + E b 

简并度 4 
波函数 


[ w a (^1 )n (^2 ) + n (^1 )Wa (^2 )]|00) 

1 

[Wa ( x \ )¥b (^2 ) - Wb (^1 )¥a ( x 2 )] | 


(3) 对于两个自旋为 0 的全同粒子 
总能量 E a ^ E a 

简并度 1 
空间波函数 
总能量 E „+ E b 


简并度 


空间波函数 ^[ Wa ( x l)n (A ) + hUl )] 


9.21 两个在中心场中运动的电子 


题 9.21 


两个在中心场中运动的电子.将电子间的静电作用一^—当作微扰 .（1) 对 

r l~ r 2 


于 Is ， 2 s 组态求一阶能移(将答案用非微扰量和 pi —, 的矩阵元表 

示 ).(2) 对于 (1) 中的态讨论两粒子波函数的对称性 .（3) 假设在？ = 0 
时，一个电子处于 Is 非微扰态自旋向上，另一电子在 2 s 非微扰态自 
旋向下 • 在什么时候态的占据翻转(题图 9.21)? 

解 （1) 两个电子的零级波函数有如下两种形式 

| Mn>r 2 )zoo^\ zi s 2z ) 

S 2z^ 




题图 9.21 


式中 
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•e: 士 [%(1)%( 2 ) + 你 I〆 2 )%®] ， 


沒=土1 


分别表示归一化的对称与反对称波函数.说和力分别表示自旋单态与三重态. 将％ 简记 
成1， v 2s 态记为 2. 疼态记为 


1^) = ^(1 1 » 2 〉+ 勾 2， 1 〉) 


由于微扰 HamiUon 与自旋无关， j 可不考虑. 


AE 


S 


j a W 


2 




♦ e 


2 


2 ((U| + ^ 2，1|) |^^ 1，2| + ^ 2>1 0 

|[〈1,2|冲， 2> + {2,l|A|2, 1) + ^{1,2|A|2, 1} + ^{2 ? 1| a |1, 2)； 


式中 


2 


e 


ml 

- K^sJ 


式中 


A： = 2 〉 = 〈 2 ,1|岣 2 ,1〉为直接积分 
J=(h 2| 川2, 1^ 〈2, 1|A|1,2) 为交换积分 

(2) 汾单态 对自旋交换反对称；力三重态对自旋交换对称.么对/I， r 2 交换对称 
对 /j，r 2 交换反对称.所以总波函数是对交换电子反对称. 

(3) 系统的初态为 

^(r = 0) = -^(|ls2s}|U )-|2 sls )| if )) 


♦- 


72 


(^Zoo^^Zio) 


从而，在时刻（的波函数为 


^(0 




Zoo^ t/n 


式中，£+， 五 _分别是仏，^相应的能量. 
当❿ /ft = - 1时，波函数将为 


^(0= Q ~^ tjn -^(^Zoo-W-X\o) 


e 


-^tjh 


^(|2,l)|U)-(l,2}[if)) 


自旋翻转了，于是 
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(2 w+ 1) ,_A_ = (^M 


n = 0, 1, 2, 


9.22 氢分子的转动能级 


题 9.22 ( I )证明宇称算符与轨道角动量算符对易.球谐函数^⑷，妁的宇称量子 


数是多少？ （2) 对于在仏+ +幻心态的一维谐振子 证明： 〈 Ax 2 » 2 \ + 




⑶考虑氢分子 H 2 的转动.它的转动能级是什么？两个核子的全同如何改变能谱？在这些 
能级中能发生什么类型的辐射跃迁？记住质子是 Fermi 子 .（4) 证明 ( n .< r ) 2 = l ， 式中 11 是 

任意方向单位矢量， o ■是 Pauli 自旋矩阵. 

解 （1) 轨道角动量算符为 


L=rxP 


故而对任意波函数 /( r ) 有 


PL/(r) = F(rx P)/(r) = (-r)x (-F)/(-r) 
^rxPf{-r) = LPf(r) 

式中， P 为宇称算符.于是 P 与 l 对易. 

由于 

所以4^，的的宇称量子数为 (-1)' • 


(2) 对于一维谐振子 


2mco 


( aW )， 


• /讲办似/ t \ 

- a ) 


利用 


a\n) = >fn\n-l) 9 ^|«) = Vw+ l|n + l) 


可得 




{n\p\n) = 0 


(n X 1 nj 


h 

2mo> 


(2n +1 ) ， (n p 2 - ^^(2n + l) 


所以 




2 2 



ft2 K 


2 


⑶由于转动 Hamilton 量为 if =户/2/ 0 ,所以氢分子转动能级为 


2 io 


K(K + 1 ) 
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式中， / 0 = M ?0 2 是分子绕垂直于两核联线的轴的转动惯量.尤是角动量量子数，足= 0, 1，…. 
相应的本征态为球谐函数 Y KMK m 

由于质子自旋是于是波函数对两个质子的交换反称，而在两个质子交换下，质心 
运动波函数及振动波函数不变，而转动波函数改变如下 

⑻釣4 ym K (兀-武冗+的= (-1 产 Y mK ( 0 , 

尺为偶数时， （-1 严匕〜汛的=1^/伏約.自旋波函数必须反对称态，而自旋 单态； 而当 
尤为奇数时，(艮妁狄妁.于是，自旋波函数必须对称，芯自旋三重 
态.前者称为仲氢，后者称为正氢. 

由于正氢和仲氢之间不能相互转化，所以转动能级的跃迁有 M = 2, 4, 6,….可能发 
生电四极跃迁. 

、2 

2 

ZX.q = ^L n i n j\ <T h (j j}^Tj n i n i = 1 

i ) i，j 1 U j i 


(4) (n - <rf = 


9.23 


长方盒子中相互作用势为 V = AS { r x - r 2 ) 的两个粒子 


题 9.23 两个质量为 m 的粒子处于一个边长为的长方体盒子中，体系处于 
与下列条件相容的能量最低态.粒子间的相互作用势为 V = A 和/在下列条件中用 


—阶微扰论计算体系能量 .（1) 粒子不全同 .（2) 零自旋全同粒子 .（3) 
全同粒子. 

解 U ) 非微扰体系可视为两个单粒子体系的直积. 

_ 

吨，广 2 )=吨肿 2 ) 

最低能态为 


4_ sin s sin ^ sin m sin i%. sin ^ sin ^ 

¥ o \ r \^ r 2 ) = \ a ^ c a a b b c c 


0, 


E 0 


h 2 n 2 


歹+7 


阶微扰论给出 


A£ = j* ^r x ^r 2 y/l{r v r 2 )AS{r x -r 2 )y/ 0 (r x , r 2 ) 


Jd 3 /] A | v 0 ( r 1 ， r 2 )| 


2 = 27 A 
Sabc 


所以 




b 2 c 2 


Sabc 


自旋平行的自旋 4 


0<x t < a 

0< y t <b 1=1， 2 
0<Z(<c 

其他情形 
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(2) 此时，要求体系波函数对粒子交换对称.所以，最低能态为 

Vs ( r l ， r 2)， (广 〆 2) 

与⑴中的波函数完全一样，一阶修正后的能量为 

h 2 K 2 ( 1 1 O 27 , 

s ~ W ^7) + ^ c A 

⑶自旋平行，自旋波函数对称，要求空间波函数反称.由于 a >6> c ， 于是 

~2 < T 2 < \- 最低能态为 
a b c 


Va ( r l ， r 2) = 方 [(^21 1 ( r l M 11 ( r 2 ) ~ ¥l\ I ( r 2 )5^111 ( r I)] 

式中，妁 U w 和 hn 卜)分别是单粒子基态和第一激发态 

^ hn 2 ( 5 i n 

一 阶微扰论给出 

AE = Jd 3 r 1 d^r 2 y/ A (r t , r 2 )A8{r x -r 2 )y/ A (r v r 2 )=0 

所以 



9.24 卟啉环分子 


题924卟啉环是叶绿素、血红蛋白及其他重要化合物中出现的一种 分子. 该分子性 

质的某些物理概念可通过将分子视为一个18个电子在上面运动的一维环来解释.（环半径 

r = 4 A )( I ) 写下归一化的单粒子能量本征函数，假设电子间无相互作用. (2) 分子处于基态 

时，每个能级上各有多少电子？ (3) 分子的最低电子激发能是多少？对应的分子吸收辐射的 
波长是多少？ 


解 （1) 电子角坐标为沒,环半径为 r 

H 2 d 2 


解得 


式中 ， P = 


2mr 2 E 

n 2 


周期性条件为 


2mr 2 dO 


2 


H9) = Ey/(0) 




ikO 


y^(0) = y/(9 + 2n) 


所以 


灸=0，±，±2, 


# # • 
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E 


n 2 


2 mr 


2 


k 2 


(2) 以 0, 1， 2, …分别标志 能级五 0 ,玛，…则体系基态的电子组态为 


0 2 1 4 2 4 3 4 4 4 


(3) 第一激发态的电子组态为 


0 2 1 4 2 4 3 4 4 3 5 j 

fi 2 

AE = E 5 -E 4 =9-^ 

5 2mr 2 

A= — = 519lk 
AE 


这就是对应的吸收波长. 


9.25 


维谐振子阱中，以排斥的在函数势相联系的 iV 个全同 Fermi 子 


题 9.25 
函数势 


维谐振子阱中有 iV 个 ( W 是个大数)无自旋 Fermi 子，两两之间有一排斥的5 




2 1 


k, A >0 


i^j 


⑴用归一化的谐振子单粒波 函数％ (X) 表示出三个最低能量的归一化波函数和能量， 


n 


这些能级的简并度是多少？ (2) 对这些态的每一个计算的期待值. 

i=l 

解 （1) 将5函数势当作 微扰. 零级体系波函数可用 Slater 波函数写出 






^2( 文 1)%2(^2)".%2(%) 


WnN^OWnNi^-^nN^N) 


= (A ). • frtW (% )] 

由于波函数对〜 巧 ( by ) 的反称性，可算出在函数势的矩阵元皆为零.对零级体系无影响 


能级为 


( nI “- ttA 0 =〈抒丑 |« T . •〜〉 = + 




2 


i=l 


式中 ， cy = A / m ， 叫…〜两两皆不相等. 

0) 基态. 

％按顺序排列为 0， l ，...， iV-l 


E 0 


，1，"，， AM 


= ho ) 


iV N ( N -1) 

T + ~2~ 


2 


N 2 


波函数为 
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…， AT — ! (A ， …，％ ) = 咚巧抑 ㈡ ) •.卞 w (〜) ] 


( H ) 第一激发态. 

n u …， n N 的顺序排列为0，1，"•，况 -2 ，iV 


'0,1,-, N-2,N =^6>{N 2 ^2 


波函数为 



,1,…, N~2,N (X”… ， X N ) = — ^SpP [^o(A) … ¥n-2 (-^Ar-l)^(-^jv)] 


( iii ) 第二激发态. 
n u "、 n N 的排列]峴序有两种 


0,1,-.-,^-2,^ + 1 

Q ， l ， …， N ~3， N -1 ，N 


能级为 


EqJ ， -,N-2 y iV+1 = ^0;1,... ，況 -3, N-UN 


2 


( N 2 + 4) 


波函数有两个 


Vo, 1 . K 况 +1 Oi ， … ，〜 ） = 卜 0 ) … 心 -2 (%-1 ¥"+1 (% )1 


Vo, 】 , … ， N-3,N -'，JV (I! ’ … 2 j ^P^ 5 [^o( x l)' ，> Wn~3 ( x N-2 、 ¥n—\ i x N-\ )¥N ( X N )] 

同时，我们立刻可看出基态，第一激发态是非简并的.而第二激发态为二重简 并的. 
(2) 对于定态，有 

2 { r ) == / Z - t A v (^»**-*%) 


x 


H x kdkT J -^(x i ~Xj)) = 0 
k i^j 1 / 


X 


Z ^( x i - xj )} = 0 


ZW ) = 」 T 〈 V ( V ，％)> 


所以可得以下两个等式 
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2(T、= 2[V(x x ， … ， x N i) 


于是，我们可以得到 


4 T 




♦ o 士 2 


N 


丄(妒+2) 

2 ma > 


♦ 2 H 2 ，. 2, 士妒 +4) 


式中，|0〉，|1〉，|2〉和|2)分别为基态，第一激发态和两个第二激发态 


9.26 HD 分子的两个最低转动能级差 

题 9.26 HD 分子的两个最低转动能级差是多少电子伏特？ HD(D 是—个策核)距离是 
0.75A. 


解转动能级为 


h 2 

:] o = — /(■/+!) — — J (/ + 1) = —- 
10 21 21 J 

•/=3 7=0 


由于氘核质量 m D 近似为氢核的 Wp 的两倍，故 


2 2_2 


l-^ir =—m 


于是 


ft 2 3 (he) 2 1 

昱 m〆 — 了 〆 

3 p 

3“ (l_97xl(T n MeV,cin) 2 
2 938MeV X 

U01xHT 2 eV 


(0.75 x lO^cm) 


9.27 氮分子的相邻的转动能谱强度之比 


题 9.27 考虑共核分子 N〖 4 . 利用氮核自旋这个事实推导出以下 结果： 在氮分子 


谱中相邻的转动谱线强度之比为 2 :L 

证明在绝热近似下乂的波函数可表示成电子波函数％、总核自旋波函数％、振动 
波函数转动波函数％的乘积，即 


¥ = ¥e¥ s ¥o¥i 

对于分子的转动谱，其涉及的能级的波函数中％， 心是相 同的，差别只在％与％上， 
且对于氮核之间的交换，有确定的符号变化(即 y/ s ¥o KWo 或者 - Kh ) 由于 N 核的 
核自旋为1，是 Bose 子，故总核自旋 S 可为0, 1， 2. 

对于 N 核之间交换算符 P 




/为偶数 
/为奇数 



由 Bose-Einstein 统计知当两氮核交换时，总波函数应当不变，综上所述可知相邻的转 
动能级 （ A / = l ) 必有一为$ = 0或2，另一为 ^1. 它们的简并度之比为 

(2 x 2 + U 2 xO - fl ):(2 xl + l ) = 2: l . 又对于分子转动谱，其跃迁选择定则为故相 

. 

邻两转动谱线必是由/ =偶数4偶数及/ =奇数4奇数的跃迁形成的.由于分子转动能级 
间距差别与室温下砍相比很小，可以忽略热布居的影响，其相邻谱线强度之比为/为搞数 
的转动能级简并度与相邻的 J 为奇数的转动能级简并度之比，故为 2:1. 


9.28 离子 


题 9.28 (1) 假设离子中两质子被固定，间距是 1_06 A ， 画出 


电子沿质子连线方向的势能图 .（2) 画出两最低能态的波函数，粗 

略说明它们与氢原子波函数的关系，哪个波函数对应基态？为什么? 

(3) 当两氢原子分离无穷远时，两最低态的能级有什么变化？ 

解⑴如题图 9.28( a ) 所示， /?=1.06 A 电子势能为 

^2 2 
V=-i 上 


在两质子连线上 


h r 2 



势能曲线(在两质子连线上)如题图 9.28( b ) 所示. 



题图 9.28( a ) 



题图 9.28( b ) 


题图 9.28( c ) 
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(2) 考虑到两质子全同，则的两最低能态的电子波函数为 

K 土 = C ± [抑 1 ) 土多 ( r 2 )] 

式中，火 r ) 类似于类氢原子的基态波函数 


^3/2 





的00为氢原子基态波函数.两波函数的图如题图 9.28( C ) 所示.从图中可以看出，波函数为 
^时电子在两核附近的概率较大，因此，基态波函数为仏. 

另外，由4=〈^问仏〉的计算也可知五 + <1(这里丑=# + 7),在此计算中注意 

2 /w 

r { = r , r 2 = r - R ， 对 i •积分 

〈抑) ㈣ 抑)〉= <抑* 2 )州抑 2 )〉 

々 ㈨㈣ 抑 2 )〉= {抑 2 )|丑|州)〉 

〈抑 i )| if | 抑0〉，〈抑* 2 )|丑|抑 2 )〉均小于零(束缚态). 

(3 厂当两氢原子分离无穷远时，舛 / j ) 和舛 r 2 ) 两个束缚态的波包相互重叠得越来越少， 
因此))|孖|抑 2 )〉和〈抑 2 ) ㈣ 晰)〉 -> 0 . 两个最低能级将重合并等于 






9.29 写出氦原子的 Schrodinger 方程及由 (ls/(2sy 电子组态构成的单态和三重 
态之间的能级分裂 

.灞9,29 (1) 写出氦原子的 Schr 5 dinger 方程，将核处理为无限重点电荷 .(2) He 原子激 

发态的电子组态是 ( ls /(2 sy ， 它有单态和三态.哪个态能量低？解 

释之.用单电子波函数％ ( r )、 R s ( r ) 写出单态和三态之间能量分 

裂的表达式. 

解⑴因为核视为无限重，所以不考虑核的运动；核为点电 
荷，所以不考虑核内各核子之间的相互作用以及核电荷分布.如题 
图 9.29 所示， Schriidinger 方程为 

式中，左边前两项为电子 动能； 第三、四项对应于核对电子的吸 引势； 最后一项为两个电 
子的排斥足、札分别是苘个电子以核为原点的位置矢量. 

⑵三态能量低.电子是 Fermi 子，波函数对于交换两电子总是反对称的，自旋三态 
对于两电子交换对称，则空间波函数对于两电子交换反对称，说明两电子靠近的概率比 
较小，电子之间的排斥能小 • 而对于自旋单态，结论正 相反. 空间波函数对于交换两电子 
是对称的，即电子相互靠近的概率大，电子之间的静电排斥能大.所以三态能量低.这时， 



题图 9.29 
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单态 

二态 


e 2 

H 、一， r n =\r x -r 2 

r l2 

V=i[% s ( r i 如 2 々 2) + 

3 1 

¥ = (r x )^ 2s (r 2 ) - Wu ( r 2 ( r i )]A m ， m = 1 ， 0, -1 


AE = {V|if r |V)-(Vj^ r ， |V) 


注意到 v 4( r ) = h s , 则可得 


2 

2 J —[^ i s ( n)^ 2s 0\ Vis (巧 V 2s ⑷]办1办2 

r U 


9.30 各种电子组态的 k +1 L , 值和简并度 


题 9.30 计算下列每一种电子组态的 2 s +1 心值 .（1) 2 s 2 p , (2)2 p 3 p , (3) (2 p ) 2 ,⑷ 
(3 d ) 10 , (5) (3 d ) 9 , 对每一种电子组态，证明每个^^心组合的态的总数等于组态的简并度. 

解⑴一个 2 s 电子具有 n = 2, / = 0, ^ = i 具有两个态相应于 m s = 土士. 一个 2 p 


电子《 = 2, /=1, s =| 有6个态它们的岬=1，0, -1， w 5 =±^( n 与单粒子态数无关).每 


一个 2 s 态可能和一个 2 p 态结合成一个反对称态，所以电子组态的简并度为2 x 6 = 12, 
为了获得 L ， /值，首先将轨道角动量与自旋角动量分别相加，由题意知 


所以 



^2=1» 



1 = 1, = l 或0 

由于 L = i 有3个空间态，相应于财-1_它们中的每一个与2个不同的单粒子态相 
关，其中一个电子叫=0,另一个岬=1， -1. 对于每一对单粒子态我们可以构造对称与 
反对称的空间波函数.前者同反对称的自旋波函数(5=0)，后者同对称的三重态 0=1) 相 
乘，所以我们有 


£ = 1， 5 = 1 和 1 = 1, 5=0 


一旦我们确定了反对称的 L ， S 组合，则对/没有对称性的限制，由角动量理论我们有 

1 = 1， 5 = 1, / =2, 1, 0 

L = l, S=0, /=1 

用标准符号可记为 

3 P2». 3 Pi> 3 Po» X Pi 

每一个 J 值有 27+1 个态，相应于财人 = J , 7-1, …- J . 所以总态数为5 + 3 +1+3 = 
12,这也正是电子组态 (1) 的简并度. 

讨论 对每个^的27+1值相加的总数总是等于电子组态的简并度，这是因为每一个 
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L , 5, J , 态(称耦合表象)都是具有的单粒子态(无耦合表象)的线 

性组合，反之亦然.所以这两类态具有相同的数目，这种情况是两个角动量相加的推广•这 
—结果对于检査是否所有的/值都考虑到否是很有用的. 

⑵对于组态 2 p 3 p ， 每个电子都可以处于6个态之一， 2 p 的6个态中每一个都可以和 
3 p 的6个态之一组成反对称态，故简并度为 6 x 6 = 36. 虽然有些组合两个电子具有相同的 
%与 m s ， 但电子仍不是处于相同的态，因为 w 值不同. 

因为/ 1= / 2= 1，所以1 = 2, 1， 0. 另外处于不同壳层的两个电子的单粒子态总可以构成 

对称与反对称的空间波函数，所以任何 L 值可以和所有的 S 值结合构成总的反对称波函数. 
可能的 L 与 S 的结合构 成的/ 值列在下表中 






2/+1 的总和 



总和 36 


这些态是 


3 d 3 , 3 d 2 , 


3 山， 3 P 2， 3 pi ， 3 po ， 、 


(3) —个 p 电子有 6 个态，但两个电子必须处于不同态，所以只有 6 x 5 种直积态.再 
由它们构成反对称的波函数，所以由两个处于同壳的电子的组态的简并度为 | x 6 x 5 = 15. 


同⑵，可能的 L 值是2, 1， 0. 但两个电子处于同一壳层，对于给定的 L 不能构成任 
意对称性的空间波函数.空间态的对称性由 L 确定，同样自旋波函数的对称性由 S 确定.为 
了总波函数是反对称的 L 与 S 的组合见下表 


1 

S 

J 

2/+1 

2/+ 1 的和 

♦ 

2 

1 

0 

1 

2 

2, 1, 0 

5 

5, 3, 1 

♦ 

_ 

5 

9 

0 

0 

0 

1 

♦ ♦ ♦ ♦ 

1 

总和 15 


这些态是％ 3 pa 3 p ] 3 p 0 ^ 

( 4 )3壳相应于【= 2 ,有 5 个呢值，乘上2个自旋态，共有10个态.这样 (3 d 严表示 

一个满壳层，它是非简并态，态只能是％.这是一个一般的结论，这是因为每一个电子必 
须有不同的一对 m ,, m s 值， 在满壳层所有的岬值 ( AU 到 -0 都出现两次(相应 两个％ 值), 

所以它们的和为零_类似所有电子的 m , 之和也 为零. 这样结果态的量子数紙，都为零， 




导致 
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L = 5=0 


因而 / = 0. 

讨论满壳层的电子态1 = ^=/=0,这是一个很有用的结果，这意味着为了计算一个 
电子组态的 L 、 入 J 值，我们可以不去考虑所有填满的壳层中的电子，尽管它们可能是电 
子组态中的大多数.我们只需要考虑那些未填满的壳层上的少数电子即可. 

(5) 这是一个满壳层中少一个电子的电子组态.因为满壳层电子组态的轨道角动量和 
自旋角动量都为零，所以当一个电子从满壳层中去掉后，剩下电子的角动董的各分量等于 
去掉的电子的角动量分量的负值，也就是剩余电子的 L ， 5, /值与壳上只有一个电子时相 
同_所以 (3 d ) 9 简并度为10,它的 L 、 心 J 值分别为 



相应的态是 2 屯/2， 2 ^3/2- 

931氮原子基态的电子组态 


题 9.31 氮原子基态的电子组态是 ( ls ) 2 (2 s ) 2 (2 p ) 3 , 试问： 

(1) 此电子组态的简 并度； 

⑵列出所允许的 2 p 壳上的电子的单电子态的乘积态(按^^减少的顺 序)； 

(3) 此电子组态可能的值是什么？ 

(4) 哪一个具有最低能量？ 

解 （1) Is , 2 s 层已满可以不考虑.对 2 p 壳层的3个电子有6个单粒子态，每个电子 
必须处于不同的态，所以简并度等于从6个态中任意选出3个的方法的数目，即 

! = 20 
313! 


(2) 20个乘积态列在下表中，乘积中的数字是购值 ( i 表示-1 )，《，錄示 
例如，第一行中的|戊0«|户表示三个单粒子态 


2 






m l = 1 , m s 


— — 


m t = 0 , m s =-; 

Zi 


mi 


m s = —— 
5 2 


对每一个乘积态紙是 3 个叫的和，同样 M s 是3个 m , 之和. 

⑶同样存在着 2 0个态，它们由不同的量子数 L 、 5\ Ml 、 标志.它们是20个乘积 

态的线性组合，并且对于任一对电子交换具有交换反对称性.对于同一壳层只有两个电子 

的情况 (®(3)) 下，反对称性要求的满足可通过对称性的空间波函数与反对称性的自旋波函 

数相乘或者反对称空间波函数和对称自旋空间波函数相乘来达到.但是当价壳中的电子超 

过两个，问题就要复杂些，因为并非一定能将反对称态写成空间波函数与自旋波函数的乘 

积_为此我们首先用单粒子态乘积态构成三粒子反对称 的态. 方法是若乘积态 
^( l ,2,3) = u a ( l )^ (2) u c (3) , 表示1粒子处于雜子态％，2粒子处于％ ， 3粒子 处于％ 态， 

则三粒子反对称态可由此乘积态构成，为 

仏 (H 3) = +{[的1，2, 3) + 3, 1) + _3,1，2)】 一 [ y /(2, 1, 3) + ^(1, 3, 2) + ^(3, 2, 1)]} (1) 


如此构成的态与 r ( l ， 2 ,3) 具有相同的吣与值.然后再用上表中同一行中的每一个乘 

积态分别构成的反对称三粒子态再进行线性组合成为具有确定的£、 S 、 紙、财 5 的反对称 
态.组合关系确定了 L 、 5的可能值.上表中的符号 “V” 表示相应的 L 与$值(每一列)是 

由 “V” 号同行的乘积态线性组合而成的.例如，第三行有两个乘积态， jaOaO /? 和 

由式 (1) 可构成两个三粒子反对称态.由于相应的处=1， M s =- 9 所以用这两个三粒子 

2 

反对称态经过不同的线性组合又可以构成 L = 2, 和1=1，5=4两个态，如表中“ V ” 

号所表示. 

每一对 L 、 S 值导致/值 ( 从 L + S ，-| L -5|), 在下表中列出了所有的 L 、 5、/值，相 
应的态为 

2 由 /2 ， 2 ^3/2» 2 pm ， 2 pi/2> %/2 
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L 

S 

J 

2J+1 

2/+i 的和 


2 

2 

2 % 2 

6, 4 

10 

I 

1 

2 

3 1 

2 1 2 

4, 2 

6 

0 

3 

2 

3 

2 

4 

4 




总和 

20 


⑷最低能量的态由 Himd 定则决定，第一条定则给出5=^，所以基态是 4 s 3/2 . 

附录 Himd 定则是用来确定 LS 耦合下基态的 L ， /值 的：① 在基态中 S 值具有最 
大值； ② L 值具有最 大值； ③当某壳层电子数少于半满时， J=\L~S \； 当电子数大于半 

mHJ = L^S , 当电子数正好是满壳层电子数一半时， L = 0, J = S. 

932服从 i / 耦合的铅原子在 6 p 壳中的两个电子可能的义 ，厶， J 值 

题 9.32 铅原子服从力_耦合.铅原子基态在 6p 壳中有两个电子.对铅原子的这一电子 
组态，给出可能的力，厶，/值(磁相互作用大于静电相互作用). 

解因为铅原子服从力‘耦合(即4=^+4为第一个电子的总角动量， 厶 =心+5 2 为 
第二个电子的总角动量在原子中是守恒的)单电子的 j = L + S 为好量子数，对于一个 p 壳 

的电子，•/= |和 I . 又对于 A = ^=| 时，两个电子的3, 2, 1，0•但是和1 

的波函数是交换对称的故被排除.类似对于力=厶=4而言， J = l , 0,而/=1的波函数 

是对称的，故舍去.对于石 =|， h =™ ? J -2, 1的情况， 浪为氕 * j 2 ， 所以我们可以 
对所有的/值构成反对称波函数，因而都是允许的.在下表中列出可 能的力 、力、 J 值. 
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讨论对 ( np ) 2 电子组态，上题结果给出在以耦合下的 L ， & / 值； 本题给出了在方 
耦合下的乂，/值.在下面题图 9.31 中显示了 ( np ) 2 电子组态的能量如何随着 P / r (原 

子中电子受到的磁力和剩余的电力之比)的变化而变化. 


Ge 

(4p) 2 


Sn 

(5p): 


ISo 


Pb 

(6p) : 


l D 2 


"Po 


LS 耦合 


3/2, 1/2, 2 


3/2, 1/2, 


1 / 2 , 1 / 2 , 


万耦合 




题图 9.31 


当 p << 铲时，图中以锗为例子 说明； 的时候以锡为例子，这时的态一般来说处 
于不同的 s 、 l 的态的混合，或者不同的力， a 的态的 混合； 当时 （ 方耦合)，这时 

态仍然是 s 、 t 的组合态，但趋向于具有确定的力， j 2 值， 其中铅就是一例.值得注意的是 

在所有情况下，^都是好量子数. 


9.33 在热平衡混合物中的氢分子 

题 9.33 在氢分子的 ortho form 中两个核的自旋波函数是对 称的； 在 para form 中是反 
对称的.分子内部运动可以表示为刚性转子的运动，本征波函数是球谐函数，相应的本征 
能量是 W + l ) P /2/ ，这里/是分子关于通过它们的质心而且垂直于两核连线的转动轴的转 
动惯量，⑴证明当温度为 r 时，轻氢的热平衡混合物中 para 分子 数七与 ortho 分子数 

之比是 


% 


2 ( 2 / + 

/=偶 

(21 + l ) e ~ /(/+1)j: 

/=奇 


其中 


1 

21 


/ c B 是 Boltzmann 常量.⑵在温度 20.0 K 时，轻氢中含有99.83%的 para form , 计算分子中 
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两核的距离 .(3) 假设在轻氢与重氢分子中两核距离是相同的，计算在同样温度下重氢的平 
衡混合物中 ortho 分子占的百分比. 

解 （1) 轻氢分子的核是质子(自旋 j ), 所以两个核的总体波函数是交换反对称的.因 

为两核的旋转本征态是球谐函数所以当/为奇数时函数反对称而 Z 为偶数时函数对称. 
而两核的总自旋态当 S =1 时 ( ortho 分子)是对称的，而当5 = 0时 ( para 分子)是反对称的.由 
于两核的总波函数须反对称，所以 para 分子的转动态/为偶数，而 ortho 分子/为奇数. 

在热平衡态中，每一种态的分子数目正比于 Boltzmann 因子这里转动态的能 

量是 


E^—KUl) 


因为转动态函数是球谐函数，每个转动能级有⑶+ 1) 重空间简并度加上自旋态简并度0 = 1 

时3度简并 ， S = 0 时一重简并).从这些考虑我们可以得到在热平衡时， para 分子数与 ortho 
分子数的比例为 


T (2/ + l)e- l{l+1)x 

_ 

n 0 3 ^(21 + l )€ r l(l+{)x 

/=奇 

这里 

n 2 l 

X = - - - 

21 k B T 


( 1 ) 



(2) 如果办 是核间距离， w p 是质子质量，那么分子转动惯量/为 

/=、[钉如 2 


⑶ 


因为 Boltzmann 因子使得式 (1) 中的求和的各项的大小随着/的增大而迅速减小，而且对及 0 

的粗略估计也显示了在7= 20 K 时， Z >1 的项都可以略去不计.这一点容易理解，因为我们 
可以想像及 0 应当介于 ^ o =53 pni ( flo 为 Bohr 半径)与如之间.令 /^^ lOOpm ， r =20 K ， 代 

人式 (2) 可得 x = 2.41，所以对于/ = 2有 

(2U I)& ~ l(l+l)x = 5e~^ = 2_6 x 10 -6 

由于数值很小显然可以略去. 

仅仅保留/ =0,1的项，由式 (1) 可得 

«p 1 99.83 

^~9e^ = ~0；17 

由上式可求出 x = 4 .286, 再由式 (2) 和式 (3) 两式可求出 

Rq = 75pm 




• 622 - 


量子力学 


(3) 重氢核是氘核， 自旋为 L 所以对称自旋态 (ortho> 数与反对称自旋态 (para) 数比例为 
2:1( 题 9.27). 氘核是 Bose 子，所以两核的总体波函数是对称的，所以 ortho 态的 Z 为偶数， 
para 态的/为奇数 4 ortho 分子与 para 分子数的比例为 

2 2 ⑵ + l)e _ ’ (/+ 如 
n o _ Ml _ 

n p ~ 2 ( 2l + De' /(/+I)J：d 


这里 

h 2 =l 

Xd ~m d I^k B T~2 X 

加 d 是氘核的质量近似等于 zmp ). 类似上面所述将 />1 的项略去.所以有 

m 4286 =48.5 

n p 3&' x 3 

这相当于热平衡时 98.0% 的是 ortho 分子. 

讨论除了氢分子的旋转运动，还有两个氢原子之间的距离能够变动导致振动态.但 
是这些振动态的能级之间的距离远大于旋转态，在温度为 20 K 时，所有的分子都处于最低 
的振动态，电子激发的能级也比 较髙. 对于两核的交换振动基态和电子基态都是对称的，所 
以在本问题中只考虑核的转动态和自旋态是正确的. 

9.34 氢-氘分子两个最低的转动能级的简并度 

题 9.34 HD (氢-氖分子)的两个最低的转动能级的简并度是 多少？ 

解 HD 的两个最低转动态/值分别为0和1,简并度为1和 3( 如同上题一样)，两个 
核的自旋分别是 


& =丄和 S 2 = 1 
2 ^ 

这样共有 2 >< 3 = 6个自旋态.因为两个粒子是不全同粒子，态函数无需对称化.任何自旋态 

可以和任何空间态相结合，构成总的波 函数. 所以/ = 0 和/ =〗的能量值的简并度分别是6 
和 18. 


9.35 三重电离的镨离子 

题 9.35 三重电离的镨离子在 4 f 壳层有两个电子,（1)用 Hund 定则计算离子基态的 L ， 
s ， J 值，并找出 Landeg 因子值 .(2) 证明当磁感应强度为忍= 1 T 的磁场加在镨盐上，在温 
度 r = 300 K 时，镨离子沿磁场方向的磁矩分量的热平均值近似为 



k B T 


这里为 Bohr 磁子 .(3) 估算在上述 S 与 T 值下， 一 克分子镨盐的磁化率(提 示： 利用离子 
具有奶的概率正比于 Boltzmann 因子广柳…，这里£是处于的值时的磁能.假定本题的 


温度下 x B r 比 L 5 能级系列的间隔小的多). 


解⑴镨离子基态的乙、/值可由 Hund 定则给出.对于在 4 f 壳上两个电子，定则 


给出 


5=1, 1 = 5, / = 4 


离子 g 因子为 


g = l + 


/(7 + 1) + 5(5 + 1)-£(^+1) 

27(7+1) 


(2) 在磁场 B 存在时，离子沿 B 方向的磁偶极子分量为 
它的磁能是 

E = ~gMjju B B 

这里 My 可取 -7 + 1 •*/. 

因为离子具有吣值的概率 P 正比于所以有 

n 1 (Mjgju 货 B 、 

Z F 1 k B T ) 


( 1 ) 


( 2 ) 


⑶ 


式中 


Yexpf ^ 


⑷ 


注意如果保持 J 为常数，则所有奶的概率之和为 i . 这是基于这样的假定，在本题的 

温度下，离子处于由相同的 I 、^导致的较大的 J 值的态的概率可以忽略，因为那些态的能 
量太高了，而心 r 比起它们之间的能级差太小了. 

从式(1)~式(4)，可以得出//的热平均值为 




^j8Mb & x P 


I hT 


3 


8Mb Z M J 

二 M 尸一 J _ 

J 

E exp(M y j：) 

式中， x = 

hT 

在本题条件下有 

^ = 0.0022 
k B T 

所以， 在容和 处的数量级为 1 的情况下有 My 《 l ， 起 


这导致 


Mjx 


1 + MjX 


因而有 




】( T + 為） 
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求和是对所有 的岛值 (从 - J 到7)，所以的的奇数幂的和为零，上式变为 


上面用到 


㈣ 誓如7 


^- 1 )( 2 /^ 1 ) 
Z i=2/+i 


(3) 克分子磁化率由下式定义 



(5) 


这里是 Avogadro 常数， 


由式 (5) 可得 


7(7+1) 

飞「 


⑹ 


将 g、A r 和原子常数代人式 (6) 可得 

x mo \ = 6*7 x 10一 8 m 3 * mol " 1 

讨论 （1) 由式 (6) 可见，倘若则磁化率独立于 S 而反比于温度: r . 后者变 
化正如 Curie 定律.因为在很大的实验条件下被满足，所以此定律有广泛的适 
用性. 

(2) 如果不同的 j 值态的能量间隔比大，这里 r 为室温，则我们说以系列远离， 


这正是像镨这样的稀土元素的情况.如果 Curie 定律的条件满足，稀土元素磁化率的实验值 
与式 (6) 的理论值符合的很好. 


当离子群具有狭义的见系列，即不同 * /值态的能级间隔小于室温下的知 r 值.一个狭 
的见系列意味着原子中自旋-轨道作用力相对较弱，我们可以忽略自旋角动量与轨道角动 
量的耦合而认为原子有独立的自旋磁矩与轨道磁矩，它们各自对磁化率有所贡献，而 g 因 
子值分别为2和这样对于一个狭的见系列，式 (6) 变成 

U+M 生 竽 - 巧 ㈣ (7) 

3 k B T 

然而，式⑺的计算值与实验并不符合.原因是离子族盐晶体中原子之间的静电力使 L 等效 
为零，这一现象被称为 淬灭. 将 i = 0 代人式 (7) 后所得的值与实验相符很好. 


9,36 He 离子和 He 原子的电子波函数 

题 9.36 (1) 假定你已经解出了一次电离的 He 原子的 Schrodinger 方程，得到一组本 
征$数‘卜).(1) <和氢原子波函数相比，有何不同？⑼如果加上自旋部分， 〆 (或 a —) 
表示自旋向上(或向下)，怎样将4和 c 结合起来，得到具有确定自旋的本征函数？ (2) 现 
在考虑到 He 原子有两个电子，但忽略它们之间的电磁相互作用 . ⑴用^和^■写出一个 

具有确定自旋的典型的两电子波函数(不要选择基态) • (ii) 在你的例子中，总自旋是多少? 
(iii) 说明你的例子不违反 Pauli 不相容原理 . (iv) 说明你的例子对于交换电子反对称. 
解⑴ (0 出现在 类氢离 子波函数中的唯一的表征位势强度的量是 Bohr 半径 



A 是系统的折合质量， Z 是原子核核电荷数.因此4与氢原子波函数相比，只是 Bohr 半径 

不同， ^0( He ) 

(ii) 4同^"属于不同的空间，为得到具有确定自旋值的本征函数，只要将知同0^直 
乘即可. 

(2) ⑴、 （ii) 例如 

士知⑴ 4(2)|V^l)cT(2 卜，(1)〆⑵] 

总自旋为0 

士 [‘W"2 ⑵-知 2 (1)‘⑵] <J + (l)a + (2) 

总自旋为 1. 

(iii) 、（iv) 是很显然的. 


9 * 37 求氦原子中二个电子分别处于基态与第一激发态时，存在的8个轨遒波 
函数的性质 

题 9.37 忽略电子自旋，将氦原子中两个电子相对于核的位置记为= 1, 2)，它们 
的 Hamilton 量可以写成 


ti{2m 


2 e 






+ V ， 




(1) 证明一个电子在类氢原子基态，另一个在第一激发态时，存在8个是丑的本 
征函数的轨道波函数 .(2) 用对称性的考虑，证明V在这8个态中的所有矩阵元可以用它们 

中的四个来表示. （ 提示 用正比于命，奇，舞的 / = 1 球谐函数的线性组合也许是有帮助 

的).⑶证明如果用汉0的8个本征函数的线性组合作为试探函数，变分原理会给出决定8 

个激发态能级的行列式 方程. 用V的四个独立的矩阵元表示出能级分裂.⑷ 讨 论由于 Pauli 
不相容原理，能级的简并情况. 

解 类氯原子的本征函数记为 

|/2, /， W 〉 

则8个// 0 的本征函数可选为 ( / = 0, 1, m = ~ l t …， ！) 

1 加 土 〉= 士 [I _i ( 2 ㈣2> ± | (2/m) i (100) 2 )] 

其中，下标1，2分别标记两个电子.这态相应的能量为 


E B =E l + E 2 =-^LLfl + i 


5 / je 4 

^zn 2 
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是核电荷为2的类氢原子基态和第一激发态的能量之和. 
现把电子间的相互作用 


^12 




当作微扰项.则需要计算的矩阵元为 


〈 ZW±|V 12 |Zm 土 


考虑到 V 12 具有转动不变性并且对两个电子是对称的，而|-±>又是空间转动的本征态，于 
是有下列矩阵元 

〈(1 ⑽ ),(2/ W ) 2 = <(2/， mV 100) 2 K|a ⑻ M 伽)2〉= 马 


这样可以算出 

〈/ W + | V 12 1 /w +〉= (為 + 务） 

〈/W + |v 12 j/w -〉 = 0 
{/ W -| l / 12 |/ m +) = 0 
〈 ZW-|V l2 |/m-〉= ^U4 - 爲） 

由于我们一开始是按关于电子的交换对称性组合波函数的，所以，我们看到微扰矩阵 
是对角的.于是，我们得到四条分裂的能级 • 第一条能级的能量是 £ B + 為十珲；该能级对 

应的态是 

第二条能级的能量是4 - 巧+ £ B ;该能级对应的态是 | lm -〉. 

第三条能级的能量是^ + 4 +馬；该能级对应的态是|00 +〉 ■ 

第四条能级的能量是 A +4-馬；该能级对应的态是 joo - i . 

其中， | lrn +〉 和|1讲-〉 （ m ：=± l , 0) 各是三重简 并的. 

考虑到 Pauli 原理，则要加上自旋波函数 • 不管轨道-自旋耦合，则总自旋波函数为 

Xm 反对称，单态. 


Zoo 

Zu 


对称，三重态， 


由于电子总的波函数必须是对电子的交换是反对称的，我们必须作如下组合 

\ im ^)Zoo 




S. 


于是得各能级的简并度如下 


+ A ) + ^0 

E b +A { ~ B x 

+ Ai + By 
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9.38 由氦原子的最低 p 态的近似波函数组成12个反对称态，并研究其性质 


题 9.38 从下列已知的核电荷为 Z 的类氢波函数出发，描述中性氦原子的最低 p 态 
( L = l ) 的近似波函数和能级 





^12-rla 




… P 〒o = (32nT U2 a- 5n re- rna co$0 


等•⑴你应该按 Russell - Saunders 耦合图像将这总共12个态 (2 自旋分量 x 2 自旋分量 x 3 
轨道分量)分类，注意各个态应该是反对称的_ (2) 对这两个軌道波函数各给出一个 “ Z ” 
的估计(最相近的整数)，这导致比基态髙多少的能量？可以用什么数学过程去计算最佳 Z 
值？ （3) 写出一个积分，它给出由于电子间的排斥作用而引起的这12个态中两个子集的分 
裂.哪些态的能量较低？ （4) 其中的哪些 p 态能通过单光子发射衰变到原子的基态(电偶极 
跃迁)？ (5) 通过电偶极作用，存在其他1=1的激发态能辐射一个光子而衰变为上面所讨论 
的某个 P 态吗？如果有，则用通常的光谱符号给出一个子. 

解 U) 为方便起见，用 Dirac 符号表 示态. 下面先将空间波函数对称化、反对称化 


ki〉= *(|ls 〉 |2p ， m, =l) + \2p > m l =l)|ls)) 

k 2 〉 = 士 (| is〉| 2p ， m, = 1> — 12p ， w ， = l)| Is)) 

W^) = -^(|ls)|2p, m / = 0} + |2p, m t =0)|ls}) 
k 4 ) = ^(m|2p,/w / =0 〉 -|2p ， /w ， =0)| Is}) 
k5) = ^(| ls )|2p,w / =-1) + (2 ^^； =-l)|ls)) 
〉 = ^ (I ls 〉 1 2 P ， 饥 / = - i〉-| 2p ， m, = - 1〉 I Is〉) 


式中，对称的空间波函数 | k 〉，| v 3 〉， > 5 〉与自旋单态的乘积»00, (i = 1, 3, 5 .)构成 3 
个单态，而反对称的空间波函数 I %〉，|%〉，|%〉与自旋三重态的乘积= 
2, 4 , 6. m = 0, ±1) 构成9个三 重态. 如果要在耦合表象中表示出这12个态，还必须对上 

述已经反对称化的波函数进行组合. 

3个单态的波函数为 

】 Pi ， m j = ^) = |^i)^oo 

\ m j = 0 〉= |^}^00 


〜 =- 1 〉 + 5 〉為 


9个三态的波函数为 
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3 


P2 ， 历 / =2) = |^ 2 )^ h 


Wj = i 〉=*( k 2〉 ZlO + k 4〉 Ai ) 

m S =0 ) = ^l^)Zl-l + ^k4)ZlO + ^k6)Zll 

* \ m J ^~ l ) = ^{\W4)Zi-1 ^-\n)Zio) 

m j =-2) = |^ 6 ) j m 

3 Pi ， Wj ^ l )^^i\¥2)Zm-\¥4)Zu) 

\ m J =0 〉= 士 ( 卜 2 〉力 -1 一 | 仏〉乃 1) 
w = 一 1 〉 =^( k 4) zi-i ~\ n }^) 

3 p 。， 1% ^°)=^(\w2)z^i-k4)zio+\n)zu) 

(2) 由于 2 p 轨道上的电子云主要在 Is 轨道上的电子云的外部，所以 | is 〉 波函数的 Z =2 
而 |2 p 〉 波函数的 Z = 1. 这种理解导致出能量高于基态 


AE 



- E q =( i 2 xE + ^ e \-{ 2 x 2 2 xE ) 


15 15 

=—— £•= —— x(-13.6)eV = 51eV 
4 4 


为了计算最佳的 Z 值，可以用给出的波函数去计算屏蔽效应，从而拟合出 Z 值. 

(3) 所需求的积分是来自对称波函数与反对称波函数.我们可以将这两种波函数表示 
成一个带参量的函数 


l ^) = ^( l ls ) l 2 p ) + f l 2 P ) l ls )) 


友 =±1 


电子间的排斥作用为 


H 




它引起两套波函数的能级分裂 


沒 >>|(〈 ls |〈2 p | + 冷 p |〈 ls |) 矿 (| l s 〉|2 P 〉 w |2 P 〉| l S 〉) 

^(ls2p\H , \ls2p)-bs(ls2p\H , \2pls) 

第二项“交换积分”对能级分裂有 贡献. 它用积分表示为 

r \ ~ r 2 
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并且容易看出 k > Q , 所以三重态化= -1) 的能量较低(因为空间波函数反称，两电子相互“回 

避 ，， ）. 

(4) 电偶极辐射的跃迁选择法则 

AL = 0, 土 1 ， AS^O, A/ = 0, 土 1 (0o 0) 宇称改变. 给出雛迁到基态 1 s 0 的态为^态. 

(5) 存在所要求的激发态，如 2 p 3 p 电子组态中的 3 仍态就可以电偶极跃迁至上述的 
^^^态中任意一个. 


9.39 在两个基态氢原子系统中，有三个排斥态与一个吸引态 

题 9.39 尽可能好地证明下列陈述是有道 理的： “在两个基态氢原子系统中，有三个 
排斥态和一个吸引态(束缚态 )”. 

证明根据绝热近似，在讨论两电子的运动时，核之间距离看成是不变的.考虑两电 
子运动的波函数。当总自旋&=1时，自旋部分波函数对两个电子交换是对称的，故空间部 

分波函数对两个电子交换是反对称的，即两电子在空间靠近的概率较小，故是排斥态，而 
这样的态有三个.当 S t =0 时，空间部分波函数对两电子交换是对称的，即两电子在空间靠 

近的概率较大，故是吸引态，这样的态有一个. 


9.40 氘核的简化 模型： V = V a ( r ) + V b ( r ) S n ^ S p 

题9_40在氘核的简化模型中，势能形式为 

V=V a (r) + V b (r)S^S p 

其中\和\为两个自旋去粒子的自旋算子，1和4是粒子间距 r 的函数.将两粒子的质量 

记为 m n 和 m p .( l ) 能量本征值问题可化为以 r 为变量的一维问题，写出此一维方程 .(2) 若％ 
和 K 都不大于0,说明基态是单态还是三态. 

解（〖）取单 位使力 =1,对于单态 


S n' S p=-~( S n^ S pf 


势能可以写成 


V^=V a (r)~V b (r) 




相对运动的 Hamilton 量为 


H ^-^ V r^a(r)~-V b (r) 


乂 为相对位置坐标所对应的 Laplace 算子， 


告为離子的折合质量 
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将角变量0、炉从 Schr 5 dinger 方程中分离出去后，能童本征值可从径向波函数所 r ) 满 
足的一维方程 

2 「 _ 

- 士 4 ⑽ + ^±^-fV c (r)-|^(r) (rR)=E(rR) 

2讲 r dr 2 2 mr 2 4 

中得到 _ 仿此，对于三重态 

y H = y a ( r ) + i ^( r ) 

相应的一维方程为 

^ w m 

^^^V a (rH^V b (r) (rR) = E{Rr) 

2 /nr dr 2 mr 4 

■ ■ 

(2) 我们先引人一条引理，在一维能量本征值问题中，在其他条件相同的情况下，两 
个不同的势能之间，若 

V r (x)>V(x) , -oo<^<oo 

则相应能级 K>E n . 

显然在本题中对于基态有/ = 0, 由于％ <0，4 •所以基态为三重态. 


9.41 比较氢原子单态，三重态能量高低，及氢分子核自旋态单态与三重态能 
量高低 

题 9.41 (1) 由于超精细作用氢原子的基态发生劈裂标出它的能级图，并从基本原理 
出发指出哪一个态能量较高 .(2) 氢分子的基态劈裂成核自旋单态和核自旋三重态，从基本 
原理出发指出哪一个态的能量较高. 

解 （1) H kf =-~ B e ， 其中; < p 为质子内禀磁矩， 式是电 子内禀磁矩所产生的磁场. 

在基态情况下，电子的概率密度是球对称的，由对称性考虑 見应与 凡同方向，凡为电子 
内禀磁矩，又 


Me 


S e > 


^~ c S - ^ >0 


所以 A 与乂 反向， — k . A 〉 与 < Sfi . Sp > 同号 • 此时劈裂成的两个 态是成 + S p ) 2 和 
⑷ W 的本征态，它们是总自旋单态和总自旋三重态. 

[S ， s v 、 = 、 ({S e + s v f - sl—sl 、 


由电子，质子，自旋皆为？ i /2 ，可知 


- S(s-^m 2 --h 2 -~h 2 

21 4 4 

^-[25(5 + 1)-3]^ 

s 4 0 ， 絲 

h 三重态 
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-n 2 <o, 

4 

丄為 2 >0, 

4 


5 = 0 单态 
5=1 三重态 



\ 


\ 


所以由于超精细作用引起的劈裂造成氢原子的基态分成5 = 0与5= 1( 即总自旋单态与三重 

态)，其中三重态的能量较高.能级图如题图 9.41 所示. 〆 _ 5==1 

从物理上考虑由于氢原子基态的超精细劈裂是由质子与 
电子内禀磁矩相互作用造成的，对于电子，它的内禀磁矩与 
其自旋反向，对于质子，它的内禀磁矩与其自旋同向.对于 
自旋三态，电子与质子自旋同向，它们的内禀磁矩反向.对 
于自旋单态，电子与质子自旋反向，它们的内禀磁旋同向， 

在空间波函数相同情况下，前者之间 Coulomb 能大于后者之 
间 Coulomb 能.故三重态能量较高. 


\ 


未考虑 f / y 的基态 


考虑 // V 后的基态 


题图 9.41 


(2) 对于 H 2 分子，由于质子是 Fermi 子，总波函数必须对两质子交换反称，故对于 
核自旋单态，核的转动量子数 L 可为0,2,…其中以 L = 0 能量最低，对于核自旋三重态， 

转动量子数可以是乙=1，3,5,…其中 以1 = 1能量最低，又由于 L 不同引起的能量差大于 


由核自旋不同引起的能量差，所以 1( 核自旋 1) 态的能量高于 1 = 0( 核自旋 5 = 0) 
态.所以氢分子的基态劈裂中，核自旋三重态能量较髙. 

由于1态与0态的空间波函数分别是反对称与对称的，后者的质子与质子接近机 
会大于前者，其 Coulomb 能也较前者为髙.(在主量子数 n 相同时).但由于转动能级中 L = 0 
与 乙=1 的能量差比 Coulomb 能差大，故氢原子基态劈裂中，核自旋三态能量较高. 


9.42 两氢原子系统的波函数和势能曲线 


a b 

题图 9.42 ⑻ 


题 9.42 用氢原子波函数可近似描述两氢原子系统的波函数. 
⑴分别给出单态和三态最低态的完全波函数，画出波函数沿两原 
子连线上的题图 9.42( a ). (2) 在上述两种情况下，作出两氢原子系统 
的势能曲线(势能与两原子核之间距离的曲线，忽略系统的旋转).解 
释曲线形状的物理原因和两曲线不同之处的原因. 

解孖=孖核电•总波函数为 y = y 核多 


\ K { r ) ym { e ^) XQ ^ ，=偶，仲氢 
核 — 1义（0‘（~)如，=奇，正氢 


卢为氢原子电子波函数， v 代表振动， J 代表转动. 
(1) 设类氢原子空间基态波函数为 




丄⑷ 3/2 

y / n \ a y 



-Xrfa 


乂 时，舛 r ) 为氢原子基态波函数. 
则氢分子的最低电子单态波函数为 



2 • 
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‘ 〜)炉(化2) +的心2)炉(〜)]而电子 


最低三态波函数为 


^^[< Pi r a \ Mr b2 ) - 史 ( kM / k )]; ^电子 


取连线为 x 轴， a 选为原点，则空间部分 



固定其中的一个变量(如 x 2 顺图(否则要作曲面图)，结果如题图 9.42(b) 所示.从图中可以看 
出，若一个电子靠近一原子核，则另一电子在另外一原子核附近出现的概率大. 



题图 9.42( b ) 


(2) 忽略核子的振动与转动能量，则氯分子势能由电子波函数和/?确定 




有效势为7 = 0叼<，势能曲线如题图 9.42(c) 所示，以中性原子相隔无穷远时的势能为零. 

因此， i ? — go 时，7 — 0,当/?->0时，两氢核之间 p 势能变成无穷大.而电子与核之间的 
势类似 He 原子中电子势，是有限的.因此 X — P 4 +00./? 从很大往小变时，核之间排 
斥势增大，然而核与电子之间的引力势也增大，两者相互竞争.对单态而言，两电子在两 
核之间概率较大，这样，因为两电子对两核的吸引，使得势出现一个极 小值； 而三态，两 

电子在两核多间概率较小，从而核与电子引力势(<0碱小不多，核之间排斥势(>0)占主要 
地位，从而7 > 0，没有极小值出现. 



R{A) 

题图 9.42( c ) 




9.43 氢分子的波函数 


题 9.43 (1) 利用氢原子基态波函数(包括电子自旋)写出满足 
Pauli 不相容原理的氢分子波函数.忽略两个电子在同一氢原子核 
上的项.用总自旋对波函数分类 . ⑵假设 Hamilton 量中的势能项 
来自 Coulomb 力，定性讨论 (1) 中态的能量 （ i ) 分子中原子核之间 
间距处于正常 距离； （ ii ) 原子核间距非常大时 .（3) “交换力”的含 
意是什么？ 

解⑴如题图 9.43 所示，氢原子基态波函数为|100>.氢分子的 
单态波函数为 



题图 9.43 


¥\ 




[<Pir aX )<pir b2 ) + <{>ir Qt )<p{r bl )} Z( 


态波函数为 


^3 


⑵两氢原子能量之和是 -2 xl 3.6 = -27.2 eV ， He 的基态能量是 -27.2 x 2- 


2 
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-77.5eV. 

⑴单态，两电子靠近的概率较大，斥力交换势能 增加； 但同时两电子在两核附近的概 

率也较大，吸力交换势能 更低. 总的交换作用结果使势能降低.容易看出，单态能量范围是 

<- 27.2eV ； 三态正好相反，自旋平行，空间波函数反称，总的交换作用使势 
能增加，不易形成束缚态， E 3 > -27.2eV. 

(ii) 核间距 o ①时， H 2 变成两个氢原子，所以能量 o-27.2eV. 

(3) 由于波函数的对称化或反称化所带来的势能平均值的移动 


AV = Jf ^ r al )< Pi r b2 W <p(r a i )<p{r bl )d Tyd t 2 


这就是由所谓“交换力”所造成的. 


9.44 氢分子由两最低激发态到基态的跃迁特性 

题 9.44 描述氢分子较低的几个能态，给出激发态的粗略能 童值. 两最低激发态跃迁 

2到基态，其特性是什么(题图 9.44)? 



题图 9.44 


解 〆 r ) 


丄 〔A 


-Ar/a 


，式中％为 Bohr 半径，为待定常 


数.氢分子基态的电子波函数自旋部分是反称的0 = 0), 而空间部分则 
是对称的.因此，两个电子在空间中能够彼此靠近，即在两原子核之 
间的空间区域中“电子云”的密度较大，而在此区域中，两个电子同 
两个原子核都有较强的吸引力，从而形成束缚态.波函数为 
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^ [<P(Ta\ M^2> + <Pi r a2 )^61)] ^00 


若电子的自旋平行，则空间部分波函数必反称，两电子彼此靠近概率小，实际情况是，不 
能形成束缚态. 

电子能级、核振动能级、转动能级三者相比，转动能级差最小.因此，本题只考虑电子处 
于基态，核之间无振动，仅有转动的情况.无妨设氢分子无转动时的能量为0,转动能级为 


£■ = — 7(7 + 1 ) 
21 


7为核转动轨道角量子数. 

•/为偶数时，核空间波函数交换对称，故自旋波函数交换反对称.执中两质子的总自旋 
为0,即形成自旋单态(仲氢). 

/为奇数时，核空间波函数交换反对称，核自旋波函数对称，所以丑2中两质子的总自 
旋为1，即形成自旋三态(正氢). 

假设两质子间距为 2 X 0.53 = 1.06 A . 则较低几个激发态的能量为 


仲氢： 0(eV), 

0.89(eV), 

2_96(eV) 

J : 0 

2 

4 

IF 氧： 0.30(eV )， 

1.78(eV), 

4A6(eV) 

J •• 1 

3 

5 


两原子之间的作用力可认为与核自旋无关，因此在光跃迁过程中，正氢和仲氢之间不 
能相互转化.则 A / 为偶数.在自然界中正氢与仲氢分子数目之比为 3： L 因此， 
4 /=24/ = 0的光谱线比/ = 3 — / = 1的光谱线弱. 


9.45 —群自旋为/的原子 

题 9.45 —群自旋为/的原子，及密度矩阵为 p . 如果这些自旋受随机涨落的磁场的 
影响，那么发现密度矩阵随时间的张弛由下式给出 

9 1 

= x^ J yP J y^ J zP J z l)p] 


证明上述关系式意味着下述式子成立 


⑴鉍〉 


( 2 ) 


dt 


dt 
d 






z 




T 


J l ) 


J(J + 1) 
~~ T ~ 


证明由定义 〈/ z 〉= T r ( A / 2 )， 利用 


Tr(ABC) = Tr(BCA) = Tt(CAB) 


可以证明下列各式. 
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⑴ I ⑹=0 


z 


竹[/^乂人 + pJyJ z Jy + pJ 3 z - J(J + 1 )PJ 


Z 


Tr{p[(Jl + / 卜 J 2 Z )J Z -f U x J y - iJ y J x -J(J + 1)7,]} 


-〒 THpJ z ) = -〒( J z ) 


(2 > I ⑻ =0 


^ ： Tr[/?/ X ^z^ X +pJyJzJy+ P^z - A J + ^>P^l 
jTx[p{J z J x J x J z ^J y J z J y J z + U x J z J y - lf y J z J x + J 2 4 ) - /(/ + l)pjl 
jTr{p[j 2 x Jl^ Jpl U x J y J z - U y J x J z 

+ i/ z^x^y ~ ^ x + 1)/^ 

-多 


9.46 等边三角形的顶点上三个相同原子组成的分子 

題 9.46 —个分子由处于等边三角形的顶点的三个相同的原子组成(题图 9.46). 把其 
离子考虑为在各个顶点上以一定的概率幅加人一个电子，假定电子在两个 f 1 
相邻的顶点间的 Hamilton 量矩阵元为 〈畔 | 乃 = 4 ( /% 刀 . （ 1) 计算能级分 0 

裂•⑵ 假定在 z 方向加上一个电场，上面的电子的势能降低了 且 z 2° °3 
| 叫 《 |a |， 求能级•⑶设电子处于基态，突然电场方向转了 120" 而指向 题图 946 

位置2,计算电子仍处于基态的概率. * 

解 （1) 取态基矢为|1〉，| 2 〉，| 3 〉，则 

’ Eq —<x -a 、 

H = -a Eq -a 
、- a -a E q > 

解出其本征值，得能级 为尽, 2 = 五 0 +口(二重简并)， £ 3 = 4 - 2 ^. 


(2) 


E^—b —a 一 a 
~d Eq ~a 

-a -a E 0 



解出本征值得能级 


E x ^ Eq+ a 


E 2 =E 0 - 


a + ^ + v ( a - i ?) 2 + 8 a 


五 3 =[ 0 一 


+ 办 -」(/2 — Z ?)2 + 


氏对应的能级为基态 


^0=-； …， [( Ha )| l 〉+ a |2〉+ 刪 

J(E 0 -E 2 -a) 2 + 2a 2 


(3) 电场方向改变后新基态为 


(五 0 - 五 2 _ “)2 + 2 il 


2 


1>|1〉+ ( 五 0 ， £ 2 - a)|2〉+ a|3〉] 


所以电场方向改变后电子仍处于基态的概率为 


|» o 〉| 


2 _ 2a(E 0 -E 2 -a) + a 2 

(五0 - 五2 - ㈤ 之+ 2<£|2 


,2 


9.47 三粒子系统中的谐振子力相互作用 

題9,47考虑三个质量为 m 的粒子的一维运动，粒子之间的力是谐振子力，即势为 

v = - x 2 ) 2 + ( 巧 -A) 2 + (x 3 -x 1 ) 2 

⑴写出系统的 Schr 5 din ger 方程.⑵将方程变换到质心坐标系中，显然在该坐标系中波函 
数和能量本征值能精确地求出•⑶利用 (2) 求出粒子为全同 Bose 子时的基态能量.⑷若三 

个粒子为自旋4的 Fermi 子，则基态能量是多少？ 


解⑴ 


dy/ % 2 

dt 2 m 


4 


y Pi 

台 2 m 


+V yr 


9 2 

dx ^ 


+ 鲁 [(太 1 一 尤2) 2 + ( 太 2 - ^3) 2 + (^3^^) 2 W 


⑵用 Jacobi 坐标 


yi = x i - X 2 


4 十和 
J2= 2 





第 9 章少体问题 


则可得 


3>i y 2 

1 3 2 3 

X2 = y 3 - —+ — 

^ 3 2 3 


为 — Th 


于是 


k f 3 2 2 



定态方程为 


ft 2 (1 3 2 t 2 9 2 ^ 3 3 2 
9>?| + dyl + 2 9^| 




n 2 ay r 6 2 

6 m 9 ^ 2 m ( 办; 


^ d 2 3d 2 ) k{3 7 ^ 7 


显然，可分离变量，令 


则 


212 


¥ ^{ y ^{ yi > y 2 ) 

竺.色丑 F 

6 m dyl c 

方 2 d 2 3 d 2 ) t k(3 ^ . oV 

m ^ 2-^ r 2 U ji +2 j 2 r = ^ 


其中五 C 为质心运动能量， Ej ^ E - i - E c . 于是 

ry 一 1 j4^nE c y % lh 

X 一 4 — V 

V 2 ti 


n + 


i }^ + [ l + i } S =£i+E2 


l ^ = =^( y ) My ) 

其中為， a 为谐振子解，满足下列方程 




3 h 2 a 2 

4m dyl 


^2^2 = ^2^2 


(3) 令 a 2 =^， 设念、 I 分别为六、么的 n 能级与 m 能级的波函数.则為 ，么的 

h 

基态波函数分别为 



( 1 v /4 

- ^2 J aexp 

3 3 ; i 2 +4 j |=3( x 1 - x 2 ) 2 +(々 + 々- 2今) 2 

= 4 (jcf +JC2 +A3 - 平 2 - -^2^3 - 



因此空间波函数关于粒子交换对称，则三个 Bose 子的基态能量为(质心的平动能量未计人) 




⑷三个自旋为1/2的 Fermi 子.由于 Hamilton 量中无自旋项，因此本征态的波函数可 

分成自旋波函数与空间波函数的乘积. 

注意 (2) 中的坐标变换.我们还可用下列坐标变换 


y [= x 2- x 3 



X2 + X3 

2 


一 a 


^3 = 


x 1 +x 2 +x 3 

3 


显然，结果与 (2) 相同.本征波函数(空间部分)及能量分别为 

y'z) = ^niy{)^iyi) Y 

4 

易知， AoiyOMi )- MyDMi ), 因此，此时空间波函数一定关于粒子交换对称，而 

三个自旋1/2的 Fermi 子，却不能构成关于粒子交换反称的自旋波函数.由此可知，三个自 
旋1/2的 Fermi 子不能形成此态. 

注意到谐振子波函数的特点，可以知道，也(乃)知(乃）的指数部分与為0(乃)^(乃）相 
同，是对称的，令 


0\=<l\x{yi )^2q(3 ? 2) = ^'( x i ~ x z) 
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^2~~ ^(^h, ~%) 

(:关于粒子交换对称.构造波函数 

rn ( i ) r o> i rn ⑴⑼⑴ 

少 =步1 +成2 - ( 0 2 ^ 0 Y ) 

、。从 0J2 U 人 U 从 0 从 0 人 l^Jl V h \°^3 

容易验证，边关于粒子交换反对称.所以，三个自旋 | Fmni 子的基态能量为(仍未计质心 
平动能量） 

㈣ S 
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10.1 球谐函数的叠加态 


题 10 _ 1 设体系处于态 | 0 = qr 11 + C2 〜， |^ 2 + ^ 2 | 2 = 1 ,心是球谐函数.利用测量公 
式考虑：当对此态进行角动量的测量时， （ 1 ) 得到^的可能值、相应概率，以及平均值分 
别是多少？ （2) 得到 Z ? 的可能值、相应概率分别是多少？ （3) 得到4和~的可能值，以及 
平均值分别是多少？ 

解一个算符 A 在态 y 中可能的测量值，即为将 y 用 A 的本征态展开时，各本征态相 
应的本征值.相应的概率即展开式中本征态前面系数的模平方.的共同本征态 

[L 2 Y lm ^l(l + m 2 Y lm 

( 1 ) 的可能测量值为為和 0 ,相应的概率分别为 | q | 2 和 | c 2 | 2 , 平均值为叫 2 ^ 

⑵ L 2 的可能测量值皆为加 2 ,相应的概率为 | q | 2 +| c 2 | 2 = l , 

(3) 角动量量子数/不变的 Hilbert 空间，可以由三组各自独立完备的基矢 F / m 、}。、 1 ^. 
构成 • 这三组基分别为 g 2 , L y ) 的共同本征态./确定后，附，<讲”只能 
取 4 ,-Z + l ，"^- U . 所以本题中 4 、~的可能测量值为 0 、土 A ;平均值分别为 


^ * ♦ \ 九 f ， 

C 2 + C l e 2J 、 ~^J^ 、 C \ C 2 _C \ 


4 ) - 


提示求时可用 4 将表示出来，便于计算. 

10.2 测量自旋 


题 10 . 2 求在心为+ 1 的本征态下， （ 1 ) 沿 up ， 炉)方向测自旋，可能得到的数值分别 
是多少？⑵测得自旋沿 n ( 久炉)方向的概率是多少？（ 3 )测得自旋沿 -/! ⑷供)方向的概率 
又是多少？ 


解 （ 1 ) 将 a 用 Pauli 矩阵表示，得到如下表示 


cos 沒 sin ^ e "^ 
sin 0 e l(f> 一 cos ^ 


(sin 0 cos 炉 ， sin 0 sin 炉 ， cos 沒) 


其本征值为± 1 ，对应的本征矢为 


Z + 


2 


/■= 


0 

- sin - e ^ 

2 

e 

cos — 

2 
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电子处于态;= !) 


0 


上，故 f / i 的可能测量值有两 个：土 1 


(2) 不妨令 


0 


，则有 


H 去 ( 1 + A )| a 〉= !( l+cos 沒) = cos 2 p 


即为测得自旋沿 n (沒，炉)方向的概率. 

0) 同理可求，测得自旋沿 - n ⑷炉)方向的概率为 sin 2 p . 

jL 

10.3 Stem-Gerlach 装置对电子自旋态的区分 
题 10.3 若人射电子状态不知为下面两者中哪个 


产3(1 + 之〉〈+之1+1- 4 H ); 


衫〉=万(1打〉叫-4) 


问如何用 Stem - Gerlach 装置对它们作区分？ 

解将 Stem - Gerlach 磁场转向沿 u 向.这时，对前者有两束， XiT 后者则只有向•^方 
向偏转的一束. 


10.4 串接的 Stem-Gerlach 装置对$自旋态的相干分解与叠加 


题 10.4 考虑三个 Stem - Gerlach 装置，顺序同轴串接放置的实验•设第一个与第二个 
的间距大于第二个与第三个的间距.第一个的非均匀磁场的方向沿4轴，第二个磁场方向 
沿 u 轴，第三个磁场方向又沿衫轴.入射粒子自旋为 1/2. 问： 

(1>人射粒子细束沿方向极化，最后接受屏图像如何？ 

(2) 若入射束是非极化的，最后接受屏图像又如何？ 

⑶在 (2) 中，若将第二个装置^方向的 S - G 磁场逐渐关闭，最后接受屏上的图像又如 
何变化？ 


答这是接连三次概率幅的相干分解，再相干叠加或测量塌缩. 
(1) 接受屏上有4个亮点. 


(2) 接受屏上共8个亮点，分为两行，每行4个. 

(3) 接受屏两行亮点 4 対各自相互靠拢.直到中间 S - G 装置磁场完全消失，并成为两行. 
但其中位于中间的4个，均因合并时概率幅反号，相干叠加后亮点 消失； 顶上面一对和最 


下面一对亮点分别合并，合并时概率幅周号，相干叠加后成为两个更亮的 亮点. 最后是两 
个串接的方向 S - G 装置 结果， 这里注意概率幅展开式中负号所起作用 


+x〉= 


~(|+z) + [-z)) 


+ * ( ㈣ + Z 〉) 



附带指出，在 (3) 中变化的全过程里，总强度是守恒的.因为8个光点的每个振幅为 
i / Vb ,在合并过程中，有 

J 1 1 f 1 

2 brwJ =1 
_ 

10.5 两个全同粒子体系可能状态的数目 

题 10.5 考虑由两个全同粒子组成的体系.设可能的单粒子态为‘也，戎，求体系的 
可能态的数目⑴两粒子为 Bose 子； （2) 两粒子为 Fermi 子； （3) 两粒子为经典粒子. 

解⑴可能的态有戎為、么么、為鳧、+么為）、去'(為也 + 為為）、 
+ 為也)共6种； 

⑵可能态有去 ( 桃-私}、去 ( 為毳-从}、去 ( 从-祕 ] 共 3 种； 

(3) 经典粒子是可以区分的，所以為么(第一个粒子处于為态)与^第一个粒子处于 
疼态)不同，故共有 9 种. 


10.6 双光子入射分束器后的出射态 


题 10.6 设光子分束器人射光子的极化状态更为一般，即输入态改为一般形式 

+ 雄 〉 MK +叫4)峰〉 2 

写出相应的输出态、对称化输出态并用 Bell 基将其展开. 

解按通常反射透射各一半，并且反射有 i 位相突变考虑，输出态可写为 

1以 12 +卜〉 !+顺> (料+1 A ). (和》 2 H 4) 

但假如两个光子同时到达分束器，在出射态中光子的空间模有重叠，就必须考虑两个光子 

按全同性原理所产生的交换干涉.这时出射态应该是交换对称的，所以正确的出射态用 Bell 
基表示为 

h 卜去 (K 十 k/>J 

= ^{{a r + ps)\r) n -*(1^14 +\d\\d) 2 )-(ar-fiS)\r\ 2 .触岭 +KM〉 2 ) 

式中 

铲 〉1 2 = 士 fl 幻1 1幻2 土 Ml M 2 ) 

注意，这四项中第四项的空间模不同于其余三项.于是可以采用在不同输出口 ( c 和 d 



_ 第 10 章量子信息物理学 

处) 各放置一个探测器进行符合计数来检出这一项——其极化模为 k ^ 12 . 这样一来，尽管 

两个光子之间(以及分束器中)并不存在可以令光子极化状态发生改变的相互作用，但全同 
性原理的交换作用和测量塌缩还是使两个光子的极化状态产生了纠缠.就是说，如此的测 
量造成了这般的塌缩，使得两个光子中每一个的极化矢量都不再守恒(尽管表面看来不存在 
改变入射光子极化状态的作用) • 现在这两个光子已经不可分辨，这是由于这种测量实验造 
成的.说明这种符合测量的塌缩末态和光子极化本征态是不兼容的.如果设想换另外一种 
测量 实验： 在输出口 C 和 d 处均放置极化灵敏的探测器来测量出射光子的极化本征态，则 
由于分朿器过程，以及最后测量向末态塌缩时，极化矢量一直守恒，实验中两个光子就可 
以用它们极化状态来分辨，相应地也就不出现交换效应.这个例子再一次说明，两个光子 
究竟可否分辨，不仅要看物理过程，还要看如何测量一末态如何选择而定. 

10.7 对 Dirac “每个光子只能和自己发生干涉”论断的分析 
题 10.7 Dkac 在其名著《量子力学原理》一书 中说： 

“Each photon then interferes only with itself . Interference between two different photons 
never occurs .” ( p .9) 

有人做出两个光子在一定条件下的确可以发生干涉的实验.但1997年8月4~7日，在 
University of Maryland 曾举办过主题为 “Fundamental Problems in Quantum Theory ” 的 

Workshop . 其中有人评论已做出的实验，说该实验是 “ l + lisnot 2” • 并在引用 Dirac 这段 
话之后说：“ Dirac was correct . ” 

根据全同性原理，应当怎样看待这个争论？ 

解 Dirac 的提法并不正确.全同性原理就主张，两个或多个全同粒子之间也能发生干 
涉.原理主张，一旦它们由于直接或间接相互作用而发生量子纠缠，或是空间波包因演化 
而发生重叠，使总波函数对称化或反称化，加之在包括观测过程在内的全过程中不存在可 
分辨的某种物理量，这种对称化或反称化就会在这类观测中表现出来，导致交换作用的干 
涉效应，这就是根源于全同性原理的全同粒子之间的干涉效应.综上知 Dirac 的提法并不正 
确. 

10.8 用直积方法实现单 qubit 的 POVM 

题 10.8 对于单 qubit A 如下一个 POVM 

2 

F a = 1,2,3, Uj + »2 + «3 = 0 

也可以用张量积的方式来实现.办法是再添一个 qubit 5，并且在<8/^空间中选择态矢 

■ «=i ， 2,3 

M 〉 = I 1 〉 a I 1 〉b 

设初态为/^=心糾 o 〉 S 5 〈 oj ， 验证⑴ 这四个态是正交归一的，可以看作是相应某组力 
学量的一个表象 .（2) 在中执行向它们投影的正交测量，在仏上就实现了给定的 
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POVM , 

2 1 

证明 （1) 由 +/ i 2 + n 3 =0得：(％+〜)=1 即!!，••〜=——， Vi ^ j 

2 



这里 

当 a 矣户时 

( n aM = ~ 

由上述关系易验证题中所给出的四个态正交 

〈41办〉=昏〈》»金=暑(-去)+臺=。 

( 2 )设系统处于~=心糾0>"〈0|描述的态中.对系统作正交投影测量，有 

10.9 用直和方法实现单 qubit 的 POVM 

题 10.9 证明上题的 POVM 也能以直和的办法，在一个三能级系统上的正交测量中 
实现. 

证明在{|0〉，|1〉,| 2 〉}中定义正交归一基 

k 〉= ^| k 〉 + ^||«/?〉， { n a \ n p ) = -~ 

式中，|\〉定义在三维 Hilbert 空间里由|0〉、|1〉张成的子空间上.则系统 A 在扩大的三维 
直和空间的密度矩阵为 

… M 

^ {0 0) 

三维空间中的正交投影测童可得 

klAk 卜 斗士 Tr (|| 〜〉〈〜1/7小取(^) 

KU0 单 qubit 的 POVM 及如何利用双 qubit 的正交测量来实现该 POVM 

题 10.10 给定如下一组正算符 

P 2 ^~\-e z ){-e z \ i p,=^\+e x ){^e x \, p 4 =^\-e x )(^e x \ 

证明⑴它们组成一个 POVM； (2) 在引人另一个 qubit 之后，它怎样可以作为双 qubit 
的态空间中一个正交测量来实现. 
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证明⑴由于 

P 2^ PA =\{\^ e z )(^ e z \^ z )(- e z \)^ 

所以{巧，卜1，2,3, 4 }具有完 备性； 另外容易看出 = Pl - ; 最后还有 

( y ^\ Pi \ w)>o 

综上所述， {A-}Hermite, 正定、构成单位算符的分解，组成一个 POVM. 
(2) 先构成2 qubit 的四维 Hilbert 空间，其4个正交归一基矢为 

少 iH+OL ， hH'LK 

‘ k 〉= KK ， I m 4 〉=KK 

设四维空间的密度矩阵为 

p 4^ P A ®^(] e z ) BB (^\- e z ) BB {- e z \) 

四维空间作正交投影测量，则有 

{ u x \ Pa \^ i )^ B { e z \ A ^ z \ pA ®^ z ) BB { e z \ + \~ e z ) BB {- e ^ 


= a{^ z \ 2^h) A ^^l~\e z ) AA {e z \p A 卜 Tr(/^) 


同理有 


» 4 |M f 〉= Tr(/7 i/?A ) 


10.11 超算符独立实参数的数目以及超算符与密度矩阵的 一一 对应 


题 10.11 —般的超算符需要多少个实参数来表示？这里/>是3维 Hilbert 
空间中的一个密度矩阵. 

解设 = 是 d 维 Hilbert 空间仏中的任意一个超算符.可以证明，^中的超 
算符其和扩展 Hilbert 空间中满足 Tr 4 /^= 川的密度矩阵~是 —一 对应的.而 

满足上式的/>仙的自由度为 〆 -/ ，即/^中有 〆 - d 2 个实参数. 

下面证明这种 一一 对应，首先，给定一个超算符 $， 则可以通过如下方式将它对应为 
—个密度矩阵/>仙 

Pab =$®^b 0^*)(^!) 

式中， | 夺士 zim 由于冲〉〈 ; 1卜《，因此有 

Tx aPab = Tr A ㈣ 科介順⑽叫^/卜 | 

反之，若给定满足 Tr A /^ B =/ 以的密度矩阵…，设其谱分解为 

PAB = ZPi \^ i \ 

I 

卜〉5可以写为 | S 〉= C ,.®/ j 0〉， 其中 C ； 为仏中的算符，由下式定义 

ftlft 
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〈水 K 故 L 


于是我们得到 


Pab =ZPi C i ^$^I B {\0){0\) 


式中，线性映射$定义如下 


5( p ) = 2 ( p T P ^ s ) 


式中，/>是定义在空间中的密度矩阵.既然~是正算符，可看出由上式定义的$是 
个完全正算符 （ 超算符）.由于因此 

’ 、 JT 

Tr ^ Y , vA ^ h \^\ =7 

V i ) a 

但是，由于对于任意算符 X ，有少〉 = J 0 X t |<2>〉， 因此易见上面式子左边为 


\{ YjPi C ^ C i 


于是得到 


= ’ 


以及 


I 

= A{^fLPi C I C i\ n )A 

a mn i 

jZIOUHA 

u mn 

= 4 zioi 


10.12 Fock 空间中的等距算符 

题 10.12 定义 Fock 空间的一个算符/3: | n)->]n + l ), n = 0， l ,2，”.. 证明这是—个等 




证明由题意得 




J ( m){m + l|Jjn + l )( n | = J | n )( n | 


因为 
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所以 

〈叫以 /2| 俨〉二〈申〉 

上式说明 O 是一个等距算符，不改变任何态 |F> 的标积.但是 

^^ = ^> + 物 |£|4〈/« + 1 卜 £ 卜〉〈《卜 /-|0> 〈 0 卜 / 

nM ) m =0 n^l 

故 o 并非么正算符. 

10,13转置是正映射，但不是完全正的映射 

题 10.13 证明： 转置映射 r 是个正映射，但不是一个完全正的映射. 

解设和的维数都为 d . 考虑 ® if s 空间的最大纠缠态 

以及 

〜〈剌 u 

u ij 

心 ® 心作用到~上后得 

V〆，/^ 4 風 “ 神 〉』 

U ij 

很易算得的本征值为: ti/c/， 因此&不是一个正算符，这意味着 r 不是一个完全正的 
映射. 

10.14 二维量子态的 Bloch 球表示 

题 10.14 任何两维纯态|4必定对应于单位球面上的某一点，因为它的密度矩阵总可 
以表示为/? = |0>| =去(1 + ||.戊），这里 w 是单位球面上某一点的 矢径； 任何两维混态必定 

对应于单位球面内的某一点，因为它的密度矩阵总可以写为 /7 = i(l + p •江），这里|夕|<1 ( 由 

2 

于 det/^^l-p 2 )， 根据 p 的本征值为非负的要求，必有 |p|<l). 这便是二维董子态的 
Bloch 球表示.现在要求在 Bloch 球上表示下述态 

k 卜 sin 〔香 ) 0〉+ cos 〔香 ) 作 } 

产 |[l 0 X 0 M i 〉〈 1 l + h +i >OI () X 1 卜 0- 以 )1 抑 1] 

解对于前者是纯态，由于 

吋〈 0|=¥ ， jo){i( =^1, |i}(o|=^i 


故有 
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/? = |^){^| = sin 2 ~|0){0| + sin|cos|e^|l){0| + sin|cos|e^|0 

=—(l + sin^cos^ -sin^sin^cr 2 +cos 決 r 3 ) = 丄 (1+» ， <7) 

2 2 


| l)(ll 


式中 


(sin 沒 cos 多， 一 sin0sin 多， cos0 ) ， 


Euler 角为 ( 氏 - 夕 ) 


对于后者为混态 


1-< t 3 1 + a 


1 <X 


<7j +kr 2 




(l + cr^+craj) 


所以 p = ( x ， y ， 0 ). 


10.15 任意二维混态表示为两个纯态的凸性和 

题 10 . 15 利用 Bloch 球证明 （ 1 ) 任何二维混态户总可以表示为两个纯态的如下凸性 


P = ^ Pa ^~^) Pb 

这里心=| 4 〈 4 外=| 5 〉网是两个纯态，义是某个小于 1 的正数 •（ 2 ) 给出极化矢量的相 

应分解表示式 .( 3 ) 这种表示方法不是唯一的.说明混态的纯态系综表示是含混的. 

证明 （ 1 ) 的本征分解 




给出了形如 


^Pa + (1 — ^)Pb 


的凸组合 

( 2 ) P — Aj^ + / 12«2 > 式中 


1 + n.. • <y 




( 3 ) 对于任意单位矢量 w ，定义 


\ fn - p \ 


则 l » l 2 = i ， 且 


p = Xm^(l-Z)n , 


2(1 - iw •/?) ， 


0<^<1 


于是 




式中 
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14〉⑷ 


l + m cr 


I么〉⑷ 


1 + WCT 


10.16 对二维密度矩阵 a ，A， 计算 Tr(/p^te) 


题 10,16 对二维密度矩阵 a =;(1 + w a . ct ) 和/证明 

% 

Tt ( PaPb ) = ~( 1 ^^ a ^ b ) 

111 

证明 A/% = 3(l + rt A.a)^(l + «s.<5") = 7(l + 〜 •戊 + %.a + (〜 .^0( 〜.江)) 

Tr (A/%)=^ + 去 Tr ( 〜 .tr)(n s .<T) = | + 士 Tr[ 〜 .rt s +i(i^x/« fi )’<T] 


2 + 2 nA ' nB = 2 ^ l + ftA ' n ^ 


(以上用到了 T r %=0). 


10.17 单体混态办可看作两体纯态的约化密度矩阵 

题 10.17 给定系统 4 的一个混态仏，证明它能够作为两体系统 A 和 5 的 Hilbert 空 
间中某个纯态的约化密度矩阵来得到. 

解假设 A 的谱表示为 A 同时假定 Hilbert 空间 B 的基为|凡〉 5 ，我 

i 

们取;^共同组成的系统的纯态为 




对 As 取部分迹，则有 


Pa = Tt b(Pab ) = Zs 〈外 E 具 | 的 U»jt〉 s = ZOI 

k ij i 


10/18 von Neumann 熵 


题 10.18 求密度矩阵 p 


2 0 


P= 0 Oh P = 2 


3 1 1 


1/2 i /3 
-i/3 1/2 


的 von Neumann 熵 S(/>) • 


解对于第一个密度矩阵， s { p )= l . 对于第二个密度矩阵， S { p )= 0 . 对于第三个密 


度矩阵， •对 于第四个密度矩阵， s ( p ) = 


于第五个密度矩阵， S { p )=\ 0 g 2 6 -^\ 0 g 2 5 . 

6 


3+v5, 〜 3+S 、 3-VS, 3H 
i lpg2 ~r—r lQg2 ~r •对 



10.19 求给定的两体密度矩阵的本征值 


题 10.19 按均匀概率分布制备以下三个态 


L > M 


- 1 / 2 ) 

摊 f 


h ) 


- 1/2 


3 




== I ^ > «) aI^)s * a = 1，2,3 


a-1 


求此系综组成的两体密度矩阵的本征值. 


解 N ) == h ) ki ) == q ； I 咚 H 灼〉卜士 


■73 


I鹆 H 炉 3 〉 1 约〉 = 


I S 
4 S 


P 臺 ii 他 I 


3 0 0 1 
0 110 


8 0 1 


本贿为 


10 0 3 


10.20 Bell 基是力学量{« « «} 的共同本征态 


题 10.20 求证： 4个 Bell 基{| 〆 〉仙， |#〉 J 是力学量{« « «} 的共同 


本征态. 


解以为例，则因为 s 


jO •(注意已采取了自然单位制)，又由于 

x 2 
Sy - 2i 

n 


则 




2 . 


a! 2/ 5 


M Sa - 2 / A Ss - 2//^ + 


v - 去 


1 f 

减 


m A 2 
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即 〆 〉为^的本征态，同理可知其余三个 Bell 基亦为的本征态，又因为 

/ AS 

= <(a 汁 of ， of] + [of ， o^]of) + (4[i^ ， of] + [o^ ， o^]of)<7f 

= [<^x ， °f M« J + 2i 〜W 

= 2i«of - 2i«of = - 2 « + 2« = 0 
故最后可知， ,I#U 是力学量 {«， « 的共同本征态 - 


10.21 对给定的两体纯态，求其约化密度矩阵及 Schniidt 分解形式 


题 


io - 21 m AB ^n 


\ 


2 



+% 


B 2，~1 + 去此 


V 


#IV 臺 


4 ] 


求： （1) 约化密度矩阵 A，/%; (2) 作 Schmidt 分解. 
解 （1) A 的形式与 A 相同，为 


Pa 


8 


(IV 邮〉 X 〈 1 + 九 


但 A 与/%此时不是对角的.可将之化为对角表示.可得 


P 


4 




1 s 、 

S 2 


名， 2= 去( 2 士, 


相应的本征矢量为 




A 


li 


A 


4 i 


( im ); ⑹ 


4 i 


-l 


Ja 


V 2 


( m ) 


解出 I 个〉，代人上面 & 表达式，得 


Pa 


2 +々 


4 




2 ~S 


4 


\^ i ) aa {^\ 


/%相似. 


(2) 于是 Schmidt 分解为 _ 



可以验证，若此处第二项取正根，则对应态为(与 |<^> AS 对照) 
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10.22 三粒子纯态不一定能进行 Schmidt 分解 

题 10.22 论证： 任意给定的三粒子纯态不一定能进行 Schmidt 分解. 
证明举一个反例即可.研究下面纯态 

H 撕+ L+〉 c 

I m 

如果能将其写成三体 Sdmidt 分解形式，8卩，如果有 


I 少〉 


ABC 


fmo% 卩〉 c ， 


i=i 


则，当 M > 2，对粒子 C 求迹后所剩粒子的态是混态而不是原来假定的 纯态； 若 M = 1， 
则 | l 〉 c =» c ， 同时 A 和 B 是分离的，这也不符合 | ㈣ 仙是纠缠的假定.证毕 • 

10.23 求两 qubit 系统密度矩阵的谱分解和局域测量 

题 10.23 已知两 qubit 系统的一个童子态/^=；^/+备， 

O jL ’、 

(1) 求/ ^的谱分解； 

(2) 沿/!测心，沿 m 测％，这里 ； l•«l = cos 武求它们都沿各自相应轴朝上的 概率. 

解 （1) 的矩阵表示为 


1 、 
-000 
8 

0 2」0 
8 4 

0 -- - 0 

4 8 

0 0 0 - 

8」 


由本征方程可解出其本征值为;^， 2 , 3 、又 4 =昏进而求得相应的本征态为：；卜 

和于是可以写为 






⑵ 


尸： Tr - {\^ n -a A )-(l + m-<r B )p AB 

• ■ 

—1 M _ 

=Tr + +Tr + + 



由于 
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10.24 用 Peres 判据判断一个态是否可分 （1) 

题 10.24 设 p = 〈叫 + (i 4)| 〆〉 〈叫， 0 < ；U 1 . 应用 Peres 判据求转置后矩 

阵的本征值，判断; I 为何值时，态是可分离的. 

解经对4作部分转置后，为 

= ^^ I 0 〉 M< 0 I 糾 0 〉w 洲 + (1 -邛0〉^〈0| 糾0〉^〈0| 

+ 40〉 m 〈0|®|0〉 aa 〈0| + ( i - W |0〉 w 〈0|®|0> aa 〈0| 

+ 勾0〉^〈0|0|0〉^〈0卜(1-；1)|0〉 2 ^〈0|糾0〉^〈0| 

+ 义|0〉^〈0|0|0〉^〈0| + (1 —句|0〉％(0|糾0〉^〈0|~ 

f X 0 0 (1-义)、 

= 丄 0 (1-/1) A 0 

= 2 0 X ( l - A ) 0 

、( l -； l ) 0 0 A y 

后面矩阵表示是在{|00〉仙，|01〉仙，|10〉仙，|11〉仙}基底中写出的.求其本征值，得 
X V X 2 ~^ )X 3 当乂(0<；1<1)9^时，有负本征值，按 Peres 判据是纠 

缠的； 而当时， /^=> + » + | + kH ， 是个混态可分离态 

pab = ^( k + }{^ + | + |^ + ){^ + |) 

4[0 O 〉 a + I 0 J ( 肩®(队 +| i 〉 X 〈0|+ s 〈 l |) 
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(|0〉厂|1〉丄〈 0 1-』1)叫 0 〉 5 -队)(,〈0卜肩] 


所以只当 ;I * I 值时是不可分离的. 


10.25 用 Peres 判据判断一个态是否可分 (2) 

题 10.25 确定使下述态成为不可分离态的 F 数值 


f \={\- F)\ ¥ ~)(r + F |11){11| 


Pi: 


1 -F 
3 


¥ 


X ， 


l-F 

3 


W~ 


l-F 

~ 3 ~ 


f){f 


解由于 


^=( l - F )| r -)(^| + F | ll ){ ll | 


( 1 - F) # 01 〉 _| 10 〉 ) (㈣—〈㈣ + ^ 叫 ㈣ 


(1-F)|(|01〉〈01 卜 |10>〈10卜 |01〉〈10 卜 |10〉〈01[) + F|11〉〈11| 


对第二位作部分转置，得到 


沪 Mi-i^doiXoil+iioXioHooXiiH^^D+FlWnl 


写成矩阵形式，有 




-F 

Y~ 

0 


\ 


0 


0 


1 -F 

0 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


1-F 


2 


0 


1 -F 

~ 2 ~ 


F 


易求出其本征值为 A ， 2 =¥ ， x iA = F ± J F2 ^ {F ~ l)2 . 当尸<1时， 


2 


2 


由于 


^ = F-VF HF-lf <() ^故只^非正定，即扃不可分离.只当 /r = l 时只可分离 


2 

另 一 A 态的情况 


Pi=p\w~){w~\ 


1 -F 


¥ 


〉〈〆 


1 -F 

3 


r){r 


一 F 


f){f 


4 F -1 


转置后，得 

h T2 =~ ： 1 ( 1 0 1 ){ 01 |+| 10 }{ 10 |) 


— F 


AB 


1 -F 

丁 


(|00>(00|-| ll >( il |)-^ ll (|00 >(ll 卜 ㈣ 〈 oo |) 
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矩阵形式为 


2 F + 1 
一 6 




2F + 1 
6 


1 -F 


4 F - 


4尸一 1 
6 

1 -F 


其本征值为 




2 F + I 


2,3 




因为当 0< F <1 时，\ 2 , 3 >0,所以当■时人 4 >0,此时灼可分离. 

10.26 对处于完全非极化态的粒子进行一系列过滤操作结果的概率 

题10_26给定完全非极化态 P = yj 0〉(0| + jl 〉( l |)， 按照算子^^^和^^执行一系 

列过滤操作，计算下列结果的概率：⑴测量\并得到+1,接着测、得到+1,再测0^得 
到 +1.(2) 测量并得到+1，接着测、得到+1或 - 1，再测\得到 ll •⑶测量得 
到+1，接着测得到 +1. " 

W 

解 （1) 初始时 P = ，测量并得到+1的概率为 

I A 


P l= Tr 


测量后系统塌缩到 A =|(l + n A .<r) 描述的态，于是測量％得到的概率为 

p 2 =Tr ^(l + n A -o-)^(l + ii 5 .a) =^(1 + « A -n B ) 

测量后系统又塌缩到/ > 2 =^(l + ivcr) ,与上面相似的计算可得，在此密度矩阵下，测量 


得到+1的概率为 


测量 


/ 3=-( 1 + l , 5*» c ) 

所得的结果都为+1的总概率为 




(2) 类似上面的计算有 




(i + 〜 *«b)( 1 + » iB *» c ) + i(l-#i A 'n B )(l-n B -n c ) 
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[l + (n 4 -/ i B )(« 5 .« c )] 


⑶ 


卜 + 


10.27 同一密度矩阵的不同实现 

题 10.27 考虑下述粒子数 W»1 的五个量子系综。 （1) $由在态|0〉和|1〉中随机分布 
的粒子所 组成; ⑵ A 由在态士(|0〉+|1〉)和去(|0〉-|1〉)中随机分布的粒子所 组成; ⑶ A 

由在态 i(|o>-〖|i〉） 和 i(|o〉 + f|i〉） 中随机分布的粒子所 组成； ⑷ s 4 由在态 

S in(0/ 2 )|O〉 + co S (办 2 )#|1〉的粒子所组成，这里0和0是两个常数分布的随机 变数； (5) S 5 
由在态 sin (办 2 )|0〉+ cos (办 2 )|1〉的粒子所组成，这里竭一个常数分布的随机变数. 

试问有可能去设计一些测量来区分粒子是哪组的吗？ 

解这五个系综都由同一密度矩阵/?=七|0〉〈0| 十 |1〉〈1|)描述，故不可区分. 


10.28 对给定初态的粒子，求#次算符过滤测量结果的概率 


题 10.28 考虑一个初始处在|0〉态上的粒子.我们执行 iV 次关于算符•的过 

f kit. ^ f kit ^ 

滤测量，这里 sinj^—J, 0, cos|^~J 以=1，2，...，况).计算全部测量结果都是+1的概 

率.当 Wood 时出现什么？ 

解第一次测量，结果为+1的概率为 

P ^ Tr ^ n , f)|0〉〈0|] = T r (*|0〉〈0|»(n 1 -(0|<r|0)) 


由于 


〈 0 卜1 1 0 〉 = (0|cr 2 |0) = 0 {0| ct 3 [0) = -1 


则有 


= — 


1 一饩 


1-cos 


2' l3 ^ 21 IN 


(其 中％ 为 叫的 第三分量)，第免次之后，第 it+i 次测 


量的概率为 


A +! = Tr 


2 


囑 

( 1 + 〜.卞(1 + 〜 •戊） = j {^ n k - n k+l ) 

麵 


2 


1 + COS 


2 N 


N-\ 


卜 cos W 巧 1+C0S W 时) 


若改初态为|1〉，则有 


1 + COS 


_ 1 I / \2 

w) 2 -品, 


AN 


- >l(iV4oo 时 ) 



第 K ) 章量子信息物理学 


• 657 • 


10,29 Ramsey 谱学中频率测量 


题 1( X 29 在 Ramsey 谱学中一个有兴趣的问题是测量如下 Hamilton 量中的频率』， 

H =~ a z 
2 2 

为此，制备一个两能级系统在+(|0〉+ |】〉)态上，并让它按这个 if 演化一个固定的时间 7. 

在 r 之后测董算符％，（1)计算得到+1的概率.通过测量这个概率即可算出丄 (2) 如果重 
复 W 次实验，计算得到《次为+1的概率 .（3) 计算得到+1结果的平均泥玫，以及它的方均 
差*⑷证明」的测量误差是8」= 1 




A 


解⑴在孖 =- 管％作用下有 


\ i F(t))=e~ iHl/tl \W(0))=e 




昨)〉 


将旷⑼ H 知 | o >+| i 〉) 代人上式，得到 


iAT 


— . iAT 


这时测 x ，结果为的概率为 


P 


于是 


72 


(⑼+〈1|卽)〉 


2 


2 


i 6 r 


iAT \ 2 


e 2办 + e 


/ 


2 


J 


AT 

2 h 


A rr 

A = — arccos^JP 
T 


(2) 重复#次实验，结果得到 n 次为 +1 的概率服从二项式分布，即 


P n ^ C ^ p n ( l - p ) 


CjJrCOS 


2 « r ^ i ) sin 2 ㈣ 以 

2 h 


式中 ， G 


Nl 


l(N-n)l 


， P 为一次测量心取 +1 的概率. 


(3) 设“测量结果为+1 ”这一事件，用代表，“测量结果为 _1 ”的事件用 
代表.则测量结果为+1的平均次数变为求所有数之和的平均值，由概率论可知 

n == Np + N xQx(l - p) = Np = N cos 2 广厶尸 


0 


同样由概率论可知均方差为 


An->Jn 2 -n 2 


y[N 


AT . AT 


in in 

⑷令瓿 = A «， 则有 

a KT AT 4 AT T c /77 AT . AT 
2 N cos —- sin -- S^l = \jN cos — sm — 

2h 2h 2h 2h 2H 


化简后得 
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Sxd = 


t ^ In 


10.30 对于存在退相干的情况，考虑上题的问题 


题 10.30 对于存在退相干的情况，考虑上面问题.假设在 r 期间退相千将密度算符的 


非对角项|0>〈1|和|1〉〈0|衰减一个因子 e -# . 计算 A 测量中的误差. 
解用密度矩阵表示同时有退相干情况下系统量子态 

.( .AT .AT 

P(T) = ^\ |0){0| + |1){1| + |0}{l| + e^e- 


p(D = - |0){0| + | l ){ l | + e 


h 


P = 


士 ( 〈 0 1+ 〈 1 1) pen ^(| o )+| i )) 


2 


1 + er yT cos 




AT 

h 


由二项式分布，可得 


1+e 


-rT 


AT 


- l - e^ r 


AT 


N 嫌 n 


且有 


n=— 1 + e 
2 


AT 




n r 


An = 


f Npo^ P )^J^ i~ e lrT 




由沉 = An ，可得 


sinful 
2 l n n 


l - e ^ cos ^^ 


即有 


8 A 


1 —〜 [f 


e-^ sinful 
l h h 



10.31 对 《 个两能级系统的高纠缠态，考虑 Ramsey 谱学测量 


题 10.31 考虑 n 个两能级系统，它们每 一* 个都由 Hamiltonian 丑=—— cr z 所描述并执 
行如下 Ramsey 类型的实验 W 次制备髙纠缠态 

| 〆 〉= ^"(1 00…00〉+ 1 11 …11〉） 

让它演化 r 时间，接着执行态的测量 

|/〉 = 去(1°° …° 0 〉土 I 11 … u 〉） 

如果执行 W 次这样的测量，计算 J 的测量 误差. 将这里的结果和上面 Ramsey 谱学的标准 
测量办法相比较. 
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解初态 H 经过时间 r 演化后的态为 


|柯)卜 2 J >〉 


i 厶 7 >j 


\ATn 


a 


执行卜+)测量，概率为 


el |00 … 0〉+ ei |ll …1 〉 


2 


执行测量，概率为 & 


卜 (T)〉| 2 =si 


2 ATn 
~ 2 h 
， ATn 


2 


2 h 


作 w 次重复的实验，测得结果为的平均次数为 


n = Ncos 


2 ^Tn 

IT 


均施为如=仑。« 

令研 = A «, 则有 


2 Arcos ^ sinf ^ p 8 A = ^ cosMsinf ^ 

I 2 ft J [ 2 h ) 2 h \ 2 % ) \ 2 % 


亦即有 Sn = 


yfNTn 


，当 n 越大时，测量误差越小. 


10.32 Kraus 定理 


题 10.32 证明 Kraus 定理. 

解对于^中任一态 k 〉 A =^> 小〉 A 、化中对应的态 〆 〉 = E <| Z "〉 以及 

f o 


|少〉=&〉」4，有 


1=1 


设崎是拓中的一个算符，则 


W)a = 




进而左乘等式两边，可得 


' f \ M A ^ I B \0) = M A \ ¥ ) A = M A 刺 少〉 


( 1 ) 


由式⑴可知，先用财，/ 5 对|叫作用.再 同 〆〆 | 取内积，等价于先与 5 〈炉*|求内积，再 


用作用. 


下面证明 Kraus 定理•因为 <5?是完全正的，所以对于任一 |史) ^： H A ^ H B , 

可视为好 a ® 丑 s 中的某一密度算符 A ，将它用中的完备基矢 

(|<^)}展开有 

n ® 4 (|，|)= 
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这里的 z % =1 ， - 由于 

M 

h (\w) AA {¥\)=$a(b{9 | 0 |<〉 5 ) 

由上式可见，上式右边 1 先与“ 〆 | 求内积，再受心作用与先用作用再与 B {v 
内积等价，故有 

M 

s 2 XIOK 

M 

上式即为超算符的求和表示， Kraus 定理得证，其中定义为 

10.33 保迹超算符可逆的充要条件 


题扣. 3 3 设其 是一个保迹超算符，若存在另一个超算符毛使得毛。 為 =/，则称高是 
可逆的， 毛 称为高的逆. 证明： 保迹超算符可逆的充分必要条件是它是幺正的. 

证明 假设对于保迹超 算符為 ，存在逆烏.根据 Kraus 定理， 禾和冬 有算符和表示 


^ i { p ) z = Tj M mP M L 


$2(p) = Z N nP^n 


由于 


E N nMM^nMj=Z N n$l(p)^=$ 2 o$ l ( P ) 

rnn n 

mn 

因此乂 是毛。為的 Kraus 算符. 然而，毛。爲 =/, 因此也是恒等映射 J 的 Kraus 


算符，该映射有平庸表示 


Up ) = Ipf 


因此，根据算符和的多表示定理有 


NM 


W 


式中，满足1：|\岣| =1根据: C <% =/ ， 我们有 

mn n 

似>;•為三, w〆 

n n 

由于我们考虑的是非零算符，因此于是仏是可逆箅符，而且有 


M 


y { m ， m } 财 


于是 
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= r { m , m} M j = r { m ij } M m 

因此任一 都正比于另一 于是，超算符的算符和表示只有一项，考虑到归一化，我 
们得到 

式中，£/为幺正算符. 

10.34 用超算符实现量子态的超空间传送 

题 10.34 任何量子过程都可以用超算符来实现，量子态超空间传送也不例外.试用超 
算符实现量子态的超空间传送.即找出描述量子态超空间传送 

<k〉 2323 〈H ® ㈣= 14 3 〈多 I ® ♦ 

的超箅符$的和 表示. 这里|0 23 是某个最大纠缠态，^^是任一给定态.也即找出 Kraus 算 
符序列,使得有 

E 心 (k〉 23 ® ! 〈+H 4 3 _ 令 

解设 

不失一般性，假设2、3粒子处于纠缠态 


则 I 外 k ~〉 23 按照 K 展开有 

M 


式中 


以及 


= -1 , 叫 = u 2 = i<r 2 ， m 3 = ct 3 

K)i 2 = *(l 0 〉 il 1 〉 2-l 1 〉〗 l 0 〉 2) 

I ^) l 2 = ^ r ( l 0 ) ll °) 2 ~ l 1 ) ll 1 )2) 

I^)l2 = ^(l°)ll°)2 + l 1 )ll 1 )2) 

I < ^) l 2 = ^ r (! 0 ) ll 1 )2 + I 1 ) ll 0 )2) 
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定义〜则有 

E^(k) 23 2 3 (H 糾也 W)4 = 14 3 〈_ t 

M H 

(若1^23为其他最大纠缠态，则相 应的％ 将有所变 化). 

10.35 将給定的主方程等效地表示为 Kraus 求和形式 


题 10.35 
种主方程 


为了再次具俾地说明主方程方法和 Kraus 求和框架之间的关联，将下面两 


<^Pi 

dt 


明《 -- a ^ ap ^- p^a a 


^ Aa ^ a -\ 


Pi 一； Pi 


等效表示为 Kraus 求和的形式 • 即给出它们 Kraus 算符 { Af 0 , } 的2 x 2矩阵表示. 

解设振子原子的状态空间由基态 (n = 0 ) 和第—激发态 ( n = 1 ) 组成. 

(1) 第一个主方程描述的是一个衰减振子，它的基态不改变，激发态在热库影响下逐 
渐退化为基态.这相当于一个量子衰减退相干通道.假设演化过程持续时间 Af ，则激发态 
将以 1- e ^^ 的概率衰减至基态.于是 Kraus 求和表示的两个超算符可以表示为 


M 0 = nst ， 

0 , J 


Mi 


1-e 


( 2 > 第二个主方程描述的是振子的位相衰减，这相当于量子位相衰减退相干通道.经过 
时间&后，密度矩阵非对角项按下式衰减 


Prmif ) = Pnm ( P ) e x P rAt =/?■ ( O ) exp 〔一去 /Zu 


n,m = 0,1 


于是，此时 Kraus 求和表示的三个超算符可以表示为 


M 0 


Mj = yl-e 2 


1 0 
0 0 


m 2 


1 — 6 


• • 

0 0 

0 1 


10.36 寻找一个实现量子纠缠交换 ( swapping ) 操作的 Hamilton 



瓶 10 36 寻找一个实现量子纠缠交换 ( swapping ) 操作的 Hamilton 量. 

解参照10_44解答中的交换算符，并利用 i ； = e - WA * ，可形式上反角 

的 Hamilton 量. 


，可形式上反解得出我们所需要 


1037连续变量 teleportatios 


題1 0.37 考虑连续变量 teleportation 情况 ••在 Alice 和 Bob 之间已建有一条连续变量 


第 10 章量子信息物理学 


纠缠态的量子通道（他俩分别掌握粒子4和用 

这里!2 = w -办 ， P =心+心分别是两个粒子相对位置和总动量算符(它俩对易，有共同本 
征态)的本征值.现 Alice 有波包^^=/扣^^〈4?^\需要传给 Bob . 为迖此目的，他俩 

如何制定与所送波包无关的操作？ 

解容易检验，现作为量子通道的连续纠缠态是正交归一的 

可构成一组纠缠的连续正交归一基.接着去求出 

_| 

= ▲卜 e ’ a ( Ma 

于是将此三粒子系统 ( C 为已分离的形式)写为 AC 粒子纠缠态的形式 

I AB k)c = ^ k) A k + Q)b C V)c k% 

^ l ^ dq,dQt ^ 

= ^! WdQf ^ q 

= 〈命 〉 c - ("，))| G '/>，〉 ac |《 + 乳 


= 去/邮拟帆奉吩心 c {^ V ) cle^^c k +… 乳 

于是若 Alice 在纠缠基 AC 中测得某个态则导致 Bob 手中的 B 粒子处于 

/ 扣 ’ eU>G +i(i>_p ’) ? ’ c (? V)c W + q '+ q) b 

态上- 这时 Alice 将自己的测量结果 (6 V ) 告诉 Bob ， Bob 就可以利用位移变换和动量变换 


D ( q ) = o^=jdqy + q ){ q f \ 

D ( p )^^= jdq f ^\ q f ){ g f \ 


将自己的 B 粒子转化为 Alice 想要发送给他的态.因为，注意到 

D(p)D(q) = c^D(q)D(p) 

于是 Bob 可以采用下面算符来得到这个态 

U = D(~P , )D(-Q , )D(P)D(-Q) = o - ^D^P^PjD^Q^D^Q) 

= e' iPQ， D(P- p^D^Q-Q) 
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这时 

^iBob^-J dg' 〈《 V> e xp[/>G’ + (尸 -P>’> X p(-iPG’) 

D { P - / >，) D (手 Q )\ q r + Q ； + G ) 5 

=JV&V 〉 k% 

=(/峰％ 方 |)k 〉， k〉 s 


总之， Alice 和 Bob 之间的传输协 议是： 

(1) 制备纠缠态 

(2) Alice 在 AC 纠缠的基下测量 ( GV ); 

(3) Alice 将其测量结果 (0 W ) 告诉给 Bob ; 

⑷ Bob 根据数据 (*2 V ) 制定算符，并将之作用于粒子5 
状态上.最后即得所传送的态. 


10.38 任意维幺正阵不能被分解为少于 rf -1 个二维幺正阵乘积 


题 10.38 证明： 存在一个 dxd 的幺正矩阵[/，它不能被分解为少于 d - l 个二维幺 
正矩阵的乘积. 

证明由于^维么正矩阵<7的独立变数最多为 

2d 2 -d-d(d-l) = d 2 

而作为乘积因子的每一个二维么正矩阵最多含独立变数4个.为了用少于个(比如用 
4-2个)二维幺正矩阵乘积来分解 {/ ，则它们总共所含独立变数的个数不应少于 J 7 中所含 
的独立变数个数，也即应有 

d 2 <4(d-2) 

可是，这个式子对所有 d 值都是不成立的.所以对于独立变数稍多一些的 U 矩阵，不能用 
少于 d - 1个二维幺正矩阵乘积来分解. 

当然，这里的 4-1 是下限，并非主张一定可以用个来分解.如果能够分解为 d-i 
个，那必只是 d = 2 这一种情况. 

10.39 EPR 佯谬的物理思想 

题 10.39 解说 EPR 佯谬的物理思想. 

答 1935年 Einstein，Podolsky and Rosen 提出关于局域性 ( locality )、 实在性 ( reality ) 和 
完备性 ( completeness ) 的涵义，并论证了童子力学中关于量子态的描述不是关于物理实在的 
完备描述。 EPR 佯谬的主要前提是： （1) 完全相关性 • 对于两粒子 AS 的单态 |^/ rj ， 沿同一 
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方向分别对粒子 A 和粒子 S 测董自旋时，测董结果必定相反 .(2) 局域性.由于当对两个系 
统进行测量时，二者并无相互作用，因此对一者的测量操作不会对另一者产生任何影 
响. (3) 实在性.如果在不以任何方式干扰一个系统的情况下，我们能够确定地(100%)预言该 
系统某个物理量的值，则存在一个相应于该物理量的物理实在元素 (element of physical 
reality ). (4) 完备性.在一个物理理论中，任何一个物理实在元素必须有其对应物. 

EPR 佯谬如下展幵.假设处于单态的粒子 A 5 处于类空间隔.由于完全相关性(1)， 

确定地预言粒子 S 在某个方向上的自旋值可以通过通过选择在同一方向测量粒子 A 的自旋 
来实现.再根据局域性(2)，对粒子>1所进行的测量不会对粒子5产生任何影晌，然后根据 
实在性 (3), 粒子 B 的该方向的自旋是一个物理实在元素，因此粒子 B 的所有自旋分量都是 
物理实在元素 （ 对于粒子4可以进行平行的讨 论）. 然而，没有一个自旋1/2的粒子的量 
子态，其所有方向的自旋分量都具有确定的值.因此，根据完备性(4)，量子力学关于波函 
数的描述不是一个完备的理 {仑. 

Bell 定理证明了 EPR 的局域实在性与两粒子量子系统的某些预言是矛盾的. 

10.40 EPR 态是对 Bell 不等式造成最大破坏的态 

题 10.40 证明 EPR 态是对 Bell 不等式造成最大破坏的态. 

证明以 CHSH 不等式为例，该不等式为 | B CHSH |< 2 , 其中 

{ Bcmn ) = H ^) + E ( a , b / )+ E ( a \ b )- E ( a , 9 b f ) 

为关联函数.对于两粒子纯态 | W 〉， 的量子力学表达式为 

对于单态|分~>，选择在一个平面上顺次相隔 45°. 在这种情形下可以计算得 
K^chsh )| = 2 a /2>2, 于是破坏 CHSH 不等式 • 

下面证明这是最大破坏.考虑4个箅符次/， J ?， ^，它们满足# =，=忍 2 =以 2 =/. 

定义 

^chsh = ^ ® 0 5 -f- ^4 0 B f 一 

为 CHSH 算符，则易得 

^chsh = 4/ ® / — [ A , A f j ® [ B , B 1 ^ 

算符 A 的矩阵范数定义为 

fiA |- max H = I | jA |^)|| 

根据范数的性质，易见 

|卜1争 '— ，< 2|_| < 2， \ f Bi B % < 2 

即得 

相 hsh <8 或 B chsh <2^2 

于是，单态对 CHSH 不等式的破坏是最大的. 
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10.41 迄今，在 Bell 不等式问题上什么是实验支持的？什么是还没清楚的? 


题 10.41 到目前为止，在 Bdi 不等式问题上什么是实验支持了的？什么是还没能搞 
清楚的？ 

答至今的几乎所有实验都验证了量子力学系统对 Bell 不等式的破坏.但至今的所有 
实验都没有同时弥补两个漏洞，即探测性漏洞和局域性漏洞. 

10.42 Hardy 定理 


题 10.42 详细推导 Hardy 定理的全部计算. 

解 考虑一个两自旋1/2系统，在粒子1的正交归一基下写出任一纠缠态 

其中|说〉 2 #0, I 殊〉 2 与|洗〉 2 既不正交也不平行，即 

I 彝〉 2 =a k 〉 2"H<〉 2 ’ a #0 

式中 I 成»«丄〉= 0.因此，可以选择合适的基 |吟， | v〉 f ，f = l ， 2 将 |! P 〉 写为如下形 


式 

1十+\卜〉2碑〉批+料^， 


定义可观测量 

U i=\ U )ii{ U l W i=\P)u{PV ， = 1 ， 2 


式中 


_a\v} l +b\u\ 




a \ v )i^ c \ u )i 

M + l c l 2 


可以很容易验证下列测量结果 ：（1) U l U 1 == 0 . (2) C /^0^^2-1. (3) f / 2 =0^^= l . 
(4) 有一定的概率会测得 

接下来的论 证为： 考虑在某次实验中测得％ = W 2 =0, 从撕 2 =0和性质⑵可以推出 
测量 A 会得到结果 R =1 •类似地可知若测量£/ 2 会得到结果 t / 2 =1 • 根据局域实在论， 
和 t / 2 = l 是由局域隐变董决定的.这样，如果在这次实验中本来并不是测量％和％， 
而是测童 A 和 A ,则会得到结果= 1，但这与性质⑴ 矛盾. 因此，我们看到关于局域 
实在论的假设与量子力学的预言是矛盾的. 


10.43 关于条件概率的 Bayes 定理 


题 10.43 证明关于条件概率的 Bayes 定理 

p(A|5)p(B)=/?(fi|A)p(A) 

此公式两边等于积概率 / Kx ， y ). 

定理证明很容易，只要将概率和条件概率都还原为相应的频度比值即知.当 M .} 是 
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个互斥事件的完备集，就是说 ， p Ea 时，有全概率公式 

\ I J I 

/ ? ( 5 )= E / ? (^ K ) p (4) 


10.44 求给定系综的 Shannon 熵 H(X 均句 ) 


题 10.44 求证，当系综中，先验分布是均勻分布即: 

/C 

欠均勾，此系综 Shannon 熵 if (叉均勾)达到最大值 log 灸. 

证明因为 lg /> W 上凸，这使得 - log /^) 下凹，所以有 

_ i s ( E ^ W^W 

V x J x 

进一步，用 Lagrange 乘子法来确定//( X )极值 • 为简化， 记 〆 ')=巧.于是有 


i ， 即对均匀系绿 
k 


k 


k 


一 HMgA •一义 TjPj ~ 1 = Max 


对此式求偏导数并令它们为0,得 

OA Op ： 


k 


ZPj =1 

- igPj _Pj 丄-又=0, j = l , 

Pj 


由第二式解出巧两边对 y 求和，利用归一化第一式，得 

A = lgfe — 1 

由此得巧 = 1 / 01 , 2 , …九 代入熵函数 均勻 ) = Max = logik. 证毕. 

10.45 含时 Schrodinger 方程演化下 von Neumann 熵是守恒量 

题 10.45 求证： 不论初始为纯态或混态，经过含时 Schr 5 dinger 方程的演化， 
Neumann 墒是守恒量. 

证明对- T r |>(0 hpW ] 求导，并利用 Liouville 方程，得 


其 von 


dS 

di 


dt w } dt 

L -i L _ 

—Tr{ff( 0 ， p( 0 ]lnp( 0 }-Tr ⑷ 



# - ik 


din p(t) 


^ =0 


这里第三步等号用了求迹号下算符可以轮转的操作.于是，即便对含时的开放系统 ， VOH 
Neumann 熵也是运动常数.就是说，原来纯态还保持为纯态，原来混态仍保持为同样熵的 
混态.但是，对于有开放操作的那一类开放系统，这将不成立. 

1 0.46 求 SU (2) 型一般混态 von Neumann 熵的普遍表达式 

题 10.46 求出 SU (2) 型一般混态的 von Neumann 熵普遍表达式. 


答 SU (2) —般混态有如下矩阵形式 


-a 


1 + or y 


# 2\P-iy l + < 
这里 《， a r 均为实数.很容易求出此矩阵的本征值为 

K = ^( i +>/ a 2 + +’ 2 )=去(1+在)； 

因此 SU (2) —般混态的 von Neumann 熵为 


f a 2 + 々 2 + / 2 )s 去(1一 J ) 


万 一 i 


S ( p ) = -Tr(plnp) = ~(A + In JL + +A_lnA_) = ^-ln 4 ^ ^ 

2 (1 + (5) 


10.47 


题 10_47 证明不等式 

P 2^ P 2)>^( Pi ^ Pi ^ Pi ^ BPl ) 

证明设 A=2Xk 〉〈 a |， P 2 =Yjb\fi)(fi\^ ^ 

a 

Y \ / \ 

Tx ( p 2 i gPl )=Tv Zh \ W \ ^ 

A ^ ) \a ) 


Tr 巧 〈叫 ( ZDI — 〈— 


Z b ^ a A ( a \^)\ 

a 、 择 


2 


同样得 


Tr ( A lgP 2) = ZX 每〜 |〈 a l 々〉| 

a ， 戶 


2 


所以 


不等式右边 = E |( a l ^)| 2 ( a a + ^ lg ^) 
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题 10.48 证明 vonNeumann 熵的上限.如果 p 有 D 个不为零的本征值，于是将有 

5(/?)<lgD 

等号在所有非零本征值均相等时成立. 

证明 

I / =1 乂 f 

这里利用了对数函数的凸性，故有 

+ P 2 X 2)>( P \ + p 2 lg , 巧 + p 2 = l ， p lt p 2 >0 

而当為 =1 ， 即 p 的所有本征值均相等时，有 

S(p) = f J ^lg^- = DUgD = lgD 

，=l A i u 



故不等式的等号成立.这时 S (/?)= Max . 因为这时必为/> = 



其中 


为 D 维单位矩阵. 


量子力学 


10.49 von Neumann 熵的凸性 


题 1049证明 von Neumann 摘的凸性 (concavity) 

^ n \ n 

s Ys a iPi 

Vm ) /=1 

这一性质十分重要，下面给出三种证明. 

证法一这也是对数函数凸性的体现.假如利用次可加性，证明将相当简洁.附加一个 

量子系统，使得 〆 =/^=^^+0|/别可以成块对角.于是 

/=1 

V/=l ) 

于是，有 

f n \ n 

s Yj a iPi > E ^ s ( a ) 

s / =1 ) i=l 

证法二证此式之前，先引人引理. 

引理如果函数是凸的，即它有下述性质 

f{Xx^(\-X)y]>Xf(x)^{\-X)f{y), 0<^<1 

对于定义域内任意 U 都成立.可以将此性质推广至矩阵求迹形式_ g 卩，对任意两个 Hermite 
矩阵 屯 / r ， 有以下不等式成立 

Tr(/(^i+(l-^))>ATrf(a) + (l-A)Trf(^), 0< 乂 <1 

证明 Hennite 矩阵可以用幺正矩阵对角化，设 a 力可分别对角化为木 B ，很明显 
舳+ (1-/1>也可以被某个幺正矩阵 i 2 对角化，于是有下式成立 


= Tr (/ (如舰#12卞+ (1 - 句颜腿⑽ )) 

- Tr (/(^ At/ f +( l _ A ) raV 1> )) 

这里的遍经是对 角阵. 故有 

叫/(—1^+(1_事双叫) = 石 / |^( ;1 〜|〜|2+ (1 一柄批,| 2 ) 


> X T\ V at f [ A n ) + 0 - 又 ) Z| v ;f | 2 / ⑷ 
U ij 
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Xf(a)^{\-X)f(b) 


于是引理得证. 

这个结果可以立即推广到一般情况 


Tr 


/ 




)) 


于是由 Shannon 熵的凸性，立即知道 von Neumann 熵也具有凸性. 
证法三 暂令《 = 于是需要求证 

^\p\ +^iPt)> (^( a )+^ 5 '( a )) 

左边：一丁屯巧只 a 2 p 2 ) lg ( a l p { + 巧 A )] 

令叫=臺+ /’内=去一?^=去(巧~«2) 


左边> -Tr 


2 


+r a + 


2 


r \ p 2 


\ 




lgP2 


J 


- tJ 


\2 


2 


r r 




j-r I P2 坨 P 2 + 


r 2 {[pzig^ ^PiiogPi] 


4 


由于 A a B b > A b B\ 等号只当 A^B 时成立.对此不等式两边取对 _ 

-(AlgA + BlgB)< -(BlgA + A\gB) 


即 


■Tr (/? 2 igp l ^p l lgp 2 )> -Tt( Pi lg A + A 吆 A ) 


再注意 ~~ r 2 ==^>0, # 

) 

1 \2 


2 


(\ 


+ AlgA +| j_，J Pz lgp 2 + ^ - 7 2 J [ Pi Jg/>i + P 2 ^ BPz ] 


+ --y jPx^Pv + -- r +/ 2 +--/ 2 l /? 2 ig /? 2 


N 


Tr il 2 + ^J^ lg A+ l2 


rjp2lgp2^ = ^S(p l )+a 2 S(p 2 ) 


这个证明可以继续下去，即得 n 项的一般情况. 


10.50 任意两体纯态体 B 存在纠缠的充要条件是条件熵乳 4 LB )<0 

题 10.50 命题： 设/>如是任意两体纯态，证明 Pab 有量子纠缠存在的充要条件是条件 

熵中 ㈣ <0. 

证明 先假设纯态有纠缠，则它的 Schmidt 分解至少有两项，如下 
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也即至少有两个 Os /^ cl ，0< p 2 < l ， p x ^ p 2 = l , 

外 = 巧灿 〈 H) = ⑺ 

i 

此时条件熵为 

5 ( ♦卜命〉 站狀 〈 H )- $⑷= o _ plog A - <0 
其次，如果纯态没有纠缠，即/^=^®办，各自都 i 纯态，显然此时条件熵等于零. 

10.51 证明正交投影测量必增加熵 

题 10.51 证明： 正交投影测量必增加熵.只有当测量不改变态时，熵才不变. 

证法一设 P 在自身表象 = 小) 〈/|，〈/|乃=化.则 

螫 

I 

s ( p )=- T J a i l ^ a i 

m I 

I 

而另一方面 

A ： = H a y\ a y){ a y\ 

y 

% 

我们知道函数 /(4=- xlgx 是凸函数，利用它的凸我们有 


/ 


TjPi a i 


\ 


/ \ / \ 

YjPt a i ^ TjPi a i > ~TjPi a i l ^ a i ^HPif{ a i)> TjPi =l 


J 


于是有 




H ( Y )=-T J p(y) l ^p(y)=-Tj E a .{s| / ){ z 1 a y) Z%〈s| 乃 〈•/ 

y y V i ) \ i 


J 


>_ E Z a / 〈 a » 〈 h〉_ = -E a «- \ ( ) =-E a *- l ^ a i 

y \ i J i y i 

= s ( p ) 


从证明过程可以看出，若 A 和 p 有共同的本征矢量，则可对易测 

量(所得 Shannon 熵)不引入附加熵值.物理上这是说,假如我们选择和密度矩阵对易的力学 
量算符作测量，则测量结果所引人的随机性减至最小 ( H ( Fj 最小为但是，假如我 

们测量一个“坏”的力学量，结果的可预计程度就会下降. 

在数学上这是说，在任何基矢中用零来代替/7的非对角矩阵元时， S ( p ) 将增加.注意， 

在力学量 A 的表象中， 

v 1A/ , '■ k = WHs ) 

p = y 州士以 W #| 〜〉 

^ i 
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于是，若略去 P 中的非对角项 /> >y ， 只剩对角项则 

就是说，不论在什么基中，略去/>中的非对角项将使 von Neumann 熵增加. 

证法二将问题表达得更清 楚些： 假定密度矩阵为/?，正交测量的正交完备投影算符 
系列为€，则在测量前后， v 的变化为 

p—p 、 YAp p i 

% 

可证此时熵的改变为 

5(/>0>5(/7) 

等号当也只当，=/?时成立.对此证明如下. 

将 Klein 不等式(量子相对熵是非负的)应用到 p ，， p 上，有 

0< s ( pP )=- S ( p )- Tr ( plgp f ) 

此时只要证明 - T r (/? lg ，) = S ( 〆 ) 就可以了.为此，利用完备性条件和投影算符 性质： 

以及求迹的循环性质，有 

, 

I 

-Tr(plg^ = -TrfE^lg^) = -Trf2^plgP^ 

\ i ) \ i ) 

注意，/^=/5/^=乃 〆 ，就是说[仏，]= 0,于是巧和 lg ， 也对易.所以， 

-Tr (pig 〆 )= - Ti(z 巧邱 lg = -Tr (〆 lg 〆 ) 4 (//) 

V i ) 

证毕. 

10.52 两体熵有次可加性 

题 10.52 考虑一^处在上的双粒子系统证明两体熵有如下式定义的次可加1生 

^{ Pab ) ^^{ Pa ) + ^{ Pb ) 

等号当也只当两个子系统无关联时成立. 

于是，对不关联的两个系统，它们熵是可 加的； 但若关联，则整个系统的熵小于两部 
分熵之和.就是说，量子纠缠(或者说量子关联)使系统的 von Neumann 熵减少 • 迭个性质类 
似于 Shannon 熵性质 

(或 /( X ; F )>0)_ 这是因为，在 XF (或仙)系统中的某些信息已经编码在 X 和 r ( A 和扔之 

间的(经典或量子)关联里了. 

证明首先看 A 和 B 无关联的情况. 

Pab = Pa® Pb 

所以 s ( Pab )^~^[( Pa ® Pb )^( Pa ^ Pb )] 

= - Tt {{Pa ®Pb){HPa ^ 1 BPb)} 
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= - Tr A (/> y 4 lg ^)- rr 5 (/? s lg /? B ) = ( S (/7 A ) + 5( p B ) 

其次，如果有关联，关联将降低 A ® 忍系统的 vonNeiunann 熵，这导致不等式成立.比如，极 

端而言，如果是两体纯态，按 Schmidt 分解得>〉狀=^占 | i 〉 H ， 于 

♦ 

t 

是 

♦ 

因此，^(^) = ^(|^^{^|) = 0, ^心）=巧外）=//(/>) = — EAlgpO .不等式显然 

i 

成立. 

最后，一般情况，利用相对熵的非负性质(5 1 (/>|0')=1 1 1*[/7(1荩/7-1§(7)]>0)来证明这个 
次可加性最为简单 

°< s {Pab\Pa ®Pb) ^(Pab^BPab)- Tr [Pab ( l B Pa ®Pb)] 
== ^ s ( Pab )- MPab 1 BPa )^( Pab 1 BPb ) 

= ~ s ( Pab )^^( Pa ) + s ( Pb ) 

10.53 三体系统有 Araki - Lieb 不等式成立 

题 10.53 证明对三体系统有三角不等式 ( Araki - Lieb 不等式)成立 

♦仙)>如)-_| 

证明对特殊情况作一些验证 
(3) 当为纯态时， Schmidt 分解 

14 = mid 

心=2> 小) A ; Pb ^ TjPiVX 

. i i 

于是得 

0> =o 

i i 

(2) 而当为可分离态时，也有 

Pab = Pa ^ Pb 

^{Pab) = ^{Pa) + ^{Pb) > \^{Pa)~^(Pb)\ 

下面对普遍情况做证明. 

假定态/>仙= Tr s | if /) 服 ^{^|,利用次可加性得到 

s {Pr)^ s {Pa) > s {Pa,r ) 

这里册 仙 / eW ， PA = Tr ^ fl k )^^{ r |, ~ = T % |—仙讓 〈H . 
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由于 W 姗卿 〈 H 是纯态，所以$(外外），代人即得到 Arald-Lieb 
不等式. 


10.54 证明广义 Klein 不等式成立 

题 10.54 首先定义，如实变数: c 的可微实函数 /( 岣对 所有; c 和 l 都有 

f(y)-f{ x ) < {y- x )f , i x ) 

就说此函数是凸的.举个例子，函数 /( X )=- xlgx 当; c >0 时就是凸的.因为将它代人此式 


中，得(对于 y >0, 因运算中两边已同除以 y )， 此式当 x > y >0 时是成立的， 

: y y 

因为有不等式 lg ( l +^)< X ( X >0). 

将上面定义式推广到矩阵求迹形式_证明 ：对任 何两个不一定对易的 n 维 Hermite 矩阵 
往 、 A (其中6是完全正的)，有如下“广义 Klein 不等式” 成立： 

Tr{f(b)-f(a))<Tv((b-a)r(a)) 

证法一设 a 和6的本征值分另 (| 为卜，％，…，％}和{爲，爲，…，為 J . 

将这两组数分别按降序排列，得到新的两组数«，<，…， <} 和{汉，爲，…，尻}于是令上 
面的 X、 y 值取这里的本征值<、涔，利用函数 /(>) 的凸性，有 

'/(AO-/W)<(A r -«i)/K) 

将这 n 个方程求和，注意有 

Z /( a 0 = Z /( a /) =T ^( a ) 

/=1 i 

Z a w) = t a ，/» Tr [y’w] 

i 

if ( A -)- i /( A )= Trf ( t ) 

i i=l 

于是得 


Tr[/(«)-/ ⑷] <^>//K.)-T r j>r ⑷] 

/ =1 

设矩阵 fl 可以被幺正矩阵对角化，则另有下式成立 

Tr ( 办广⑷ 卜 Tv ( ubU ^ r ( UaU ^) = Z ( UbU % fU ) 

由于 /( 岣是凸的，所以尸卜)是单调减函数，于是易 i 


Z ^/ f («；)< Tr [ r ( a )] 

i=l 

即得矩阵求迹的推广形式. 

证法二设可分别被么正矩阵对角化，则有 
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Tr[(&-a)/ ， (fl)] = Tr< 

UV^ 

fA 、 

Pi 

• 

♦ 

♦ 

n 

VU^f ^UaU^) - UaV^f '(UaV 1 ) ■ 



l Pn) 




• 

(P' 、 


Tr ‘ 

Q 

♦ 

% 

t 

X2 V |( 顯 t) - UaU^f '{UaU f ) 


\ 

• 

• 

、 PnJ 



1 V j ) I 


< E / 

i \ J ) i 

f [^ j )~ Jlf ( a i ) 

• 4 9 

^ J ^ 

= zmmt - zM ) 

t • 4 

J I I 

= Z /( 惑 )_ Z /( A )= Tr [/ ㈤ -/ ⑷] 

• 4 

J ^ 

不等式得证. 

10.55 体系两个密度矩阵的相对熵 S ( pll 勿是 非负的 

题 10.55 体系的两个密度矩阵/?对于 o ■的相对熵定义为 

S{p\\o) = lx(p\gp)-l ： x{p Ig a) 

证明它是非负的. 

证明首先，现对俾系任何两个态/?，戊，定义 /(/?) 三- /?^/>和/»- oigir . 由广 
义 Klein 不等式，有 

-5 (p\<r) = Tr[-p(lg p - lg ff)] = Tr [/ (p) -f{o) J rf{a) + plga] 

< Tr[(/?- cr)(-Igcr - 1 ) - (cr - p)logcr\ = Tr (tr - /?) = 0 

所以最后得到 S ( p |<7)>0. 证毕. 

另一证法，令 

i j 

分别是的正交分解.按相对熵定义得 

S { p \ 0 r ) = z TjPi l ^ Pi - Jl ( i \ P l ^ a \ i ) 

i i 


由于于是 
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(/|lg<r|/) = (/| 2 >aU 〉〈)I l z _〉 = Z^I 〈 f U〉l 


2 


所以得 


s {p\ a )=T,Pi 


注意 力 | 2=1 ，2>_ U 〉| 2 m , 并且由于 ig 函数是严格的凸函数，有 


J V j ) 

这里等号当且仅当只有一个值时成立，即|〈/|乃| 2 =1时成立.于是 


s {pW)>T,Pi^ 


EK ^'>| 2 ^ 


这里等号也是当且仅当对每一个/都只有一个7值时成立.此式类似于经典的相对熵，具有 
非负性质.证毕. 

10.56 非正交态的实验鉴别 


题 10.56 


非正交态的实验鉴别. Alice 已经制备她的 qubit 处于下面两个态之一上 

( 9 \ 


\ u ) 


| v ) 


. e 

sin — 
2 


这里0<0<1 Bob 知道0数值，但不知道 Alice 制备的是两个态中的哪一个.现在他选择 
所执行的测量，去做最好的判断，判断 Alice 所制备的是哪一个态 .（1) —个正交 测量： 
乓=|«〉〈《|，馬在这种情况下，假如 Bob 得到结果2,他就知道 Alice 制备的必 
定是态 |v〉）(2) —组三个结果的 POVM 

Fi =A(l-|M){M|),F 2 ==A(l-|v){v|),F 3 =(l-2yl)/ + A(|M){w|-h|v){v|) 

这里 A 选取和巧正定性相符合的最大数值.这时，如果 Bob 得到结果1或2,他就能断定 
Alice 的制备，若得到结果3，他将无法断定 •（3) —个正交测量禺=|4~|， 


馬 =1 -|州〉 〈冰| ,而 


I-) 


cos 


sin -(7c + ^) 


这里，’自旋态 |w〉 的极化方向位于 


X~z 


面内的 ^(7C + 句方向，它垂直于 |«〉,|v〉 两个态极化 
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在以上三种情况下，寻找 Bob 的平均信息增益(即制备和测量所得的互信息)•并 
指出， Bob 应当选用哪种测量？ 

解假定 Alice 以相同概率制备初态，那么可以计算互信息如下. 

(1) 测量前 


测量后 


2汐 


P( X ) 


t t t 1+cos 

iwH ^ ivXvi ^ t 

sin — cos — 

V 2 2 


. e e 

sm—cos— 
2 2 


1+cos 


2 


p(y) = Ap(x)e 1 +e 2 p(x)e 2 


互信息 




这里/^，}^^^〆;^))， p(x,;y)=：;?W/?(3Mx) 是测量前后态和测量结果的联合分布.于 


是可以算出 


/( 沒 )=1 —备 i + cos 丢 lg〔l + cos*)— 臺卜 — ⑽专 lgfl-cos ^ 


2夕 H — _2汐 


l + cos 2 ^-Jlg 1+ cos 2 ^ j + ^ co S 2 ^ C °S 2 ~ 


同样方法可以算出 (2) 和 (3) 情况下的互信息，即可比较互信息的大小，来决定 Bob 应当选用 
哪种测量. 


10.57 用 Peres-Wootters 方法对给定态构造 PGM 的 POVM 


瓶 10.57 用 Peres-Wootters 方法对态{|%>} = 0„〉|%〉}构造 PGM(pretty good 
measurement) 的 POVM. 其中 

f - 1/2 ) 

、-雜] 



⑴若以先验的等概率臺的随机制备上面 三 个态，将此时密度矩阵表示 

a j 

成 Bdl 基展开的形式，并计算巧/>);⑵由三个{|咚〉}构造 PGM, 这时 PGM 是正交测 


量.用 Bdi 基形式表示 PGM 基的 元素； （3) 计算 PGM 结局和制备的互信息. 
证明⑴其实，计箅可用求心本征值的办法，现按题意办法求. 

首先将态(|^)} = {k〉| 仏》用 Bell 基展开，得到 
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I 兩 H 约〉 ki 〉= 去( I〆 〉命〉） 

I碑〉 = 1供2〉1炉2〉 = 士卜.〉-| + W + ) 
\^) = \^)\^) - ^ + )~ \ ^~)]~~^!^ + ) 

于是得 

p =^ZK){<4| 

a ) 

4k + > 〈叫 + >- 〉〈叫 + 》 1〈〆 

5*(/?) = —去 lgi 一 ilg 士一士 lg 士 = 3/2 

(2) 定义 G = 2K〉 他I，则 PGM 易求得如下 

a 

6=0- 1/2 崎}〈叫# 2 =|(卜 + 〉 + ^^-〉)((叫 + 々〈叫） 


1/2 | 咚 〉㈣ cr 1/2 = 







(3) PGM 测量结果如下 

^fi\ < ^a){ < ^a\^ = Pa〆 戶二 



a = ^ 

< x 丰 p 


互信息可算得如下 


I = H { X )^ H ( X \ Y )^3/2- H ( p afi ) = l36901 
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1 L 1 将 e % 表示为 2 x 2 矩阵 


题 11,1 将 exp 


"0 


a 


a 0 


表示为 2x2 矩阵； a 是一个正的常数， 


解 法一令 


5(^)sexp 


0 a 
-a 0 


) 


exp 


a 


0 1 
一 1 0 


e 


aA 


A 


o n 

-I 0 


显然有 


A 2 


r 

'o r 


'10 、 

-i o. 

、一 1 

=^ 

〈0 1, 


1 


1 

da 


S(a) = AS (a) 


da 


2 


S(a) = A 2 S(a) = -S(a) 


所以 


S\a)^S(a) = 0 


通解为 


S (a) = Cl t ia ^ c 2 ^ ia 


初始条件 


5(0) = /， 増 ^ 


得 


Cj + C 2 = ly 

c x — c 2 - - iA , 


li|J 


A 


C 2 


I-iA 

2 

I+iA 

2 


所以 


S{d)J~^e a + l±^ e -i- =L^ +e - ia ) + -(e- ifl -e ic )-/cosa + Asina 

2 2 2 2 

/ cos a sina^ 

-sin a cos a 


解 法二令 


A 


o n 

■1 0 


由于 



A 2 


-I 


A 3 = -A, 


A 4 =I 


所以 


M 




ya 2 A (- l / 7 

k (m 


^ a 2 kJr \- l) k A 

k ( 及 +1)! 


cosa / + sinoA 


cos a sin a 
-sin a cos a 


11.2 几个数学题 


题 11.2 (1) 求和产 1 + 2 ;c + 3 jc 2 +4: c 3 + …， | jc |< I . (2) 如果在区域 0< jc<oo 上 


f(x)^xe~ xU ,试求； c 的平均值和最可几值 (/ Oc ) 为 x 的概率密度 ).（3) 计算 


dx 


(4) 求下面矩阵的本征值和归一化的本征矢量 

fl 2 4 


2 3 0 
5 0 3 


这些本征矢量正交吗？试加以评论. 
解⑴当 | x |< l 时 


y-xy = l + x^x 2 + X s + 


• • • ~ 




1-JC 


所以 




X 


( 2 ) 


xf(x)dx I 文 • xt^ x/x 6x rt ^s 

^ -- = A 型= 2又 

f /(x)ck \\^6x 八 2 ) 

0 Jo 


o 4 + jc 


4 • 


f \ x)^c 


x/A 


xe 


—at/ X 


得 


x^X ^ jc—> oo 




e' 1 < 0, f(A) = A& l >]xmf(x) 


x->cc 


知当 id 时，概率密度 /( x ) 最大，所以的最可几值为 L 
(3) 如题图 11.2 所示沿围道 C 积分，当 /?4 oo 时 


2 - 
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dz 


. dz 
c ,4+? 
dz 


1 dz 
c 2 4 + z 4 


c 2 4+z 4 

r° dz 
J-«4 + z 4 


— 0 


f 

Jo 


dz 


6x 


4 + z 4 Jo 4 + jc 4 


^^^ = 27ri[Res(I+i) + Res(-l+i)] = 27u|-^-^^ 


所以 


广 dr 

>0 4 + x 4 
100 dx 
o 4 + x 4 


(4) 设此矩阵本征值为五，本征矢量为 


Xl 

X = x 2 


则有 


要使X有非零解，则需 





题图 11.2 


12 4 V jcj N (x x 
2 3 0 x 2 -E x 2 
5 0 3 x. 


(A) 


E-l 一 2 -4 


五一 3 


(1) 


1-5 

解得 

尽 =3， 

将五值代人方程 (1)， 
征 矢量晃 


五2 = -3, E 3 

可得对应于尽: 


3的一个归一化本 


同理可得 




15 


» 4 

-6 


X ^ = M 


A 


3^5 


这些本征值之间不正交. 


—般对于 Hermite 矩阵，属于不同本征值的本征矢量正交 



第 11 章其 他 


. 683 • 


11.3 z 轴的叉的本征态，在取 〆 轴上 S 的各种投影值的概率 


题 11.3 自旋为+的粒子处于的态中，求自旋在 z ' 轴上的投影取各种可能值 

的概率，已知，轴和原来的 z 轴的夹角为沒角. 

解量子力学中微观力学量的平均值一般具有经典力学的性质.因此处于士 的 

自旋态的粒子，其自旋矢量的平均显然沿 z 轴，其数值为 +4. 将它投影到，轴，可得自旋 

沿^轴的平均值为〈心〉 = +^ cosl 另一方面由概率理论及考虑到自旋在^轴上投影只能 
有两种可能值，因此有 




/ 


=—COS0 
2) 2 


式中 巧， P 分别为在轴上自旋分量％•^与的概率•再考虑到 P++F =1，易得到 


P + = COS 


2 


e 、 

2 ; 


㈣ 21 昏 


11.4 科学家对物理学所作的贡献 


题11_4请简要指出与下面这些名字有关的人对物理学所做的贡献—句话).如果 
可能的话，请写出适当的方程式， （ l ) Franclc _ Hertz ; (2) Davisson - Germer ； (3) Breit - Wigner ； 
⑷ Hartree - Fock ； (5) Lee - Yang ； (6) duLong - Petit ; ⑺ Cockcroft - Walton ； (8) Hahn - Strassraann ； 
(9) Ramsauer - Townsend ； (10) TTiomas - Fermi . 

答 （ DFranck - Hertz 用实验验证了原子的能级是分 立的； 

(2) Davisson - Germer 在实验上发现了电子的衍射 现象； 

0) Breit - Wigner 发现了原子核物理中的 Breit - Wigner 散射公式； 

(4) Hartree - Fock 发展了 一套自洽场方法，称为 Hartree - Fock 自洽场 方法； 

(5) Lee - Yang 推翻了弱作用中宇称守恒 定律； 

⑹ duLong - Petit 发现了在高温下固体比热为3/?的规律(摩尔比热 容)； 

⑺ Cockcroft - Walton 发明了静电加 速器； 

(8) Hahn - Strassmann 首先发现了原子核的裂变 现象； 

(9) Ramsauer - Townsend 首先发现了原子的共振透射 现象； 

(10) Thomas - Fermi 提出了金属结构的称为 Thomas - Fenni 近似的统计模型. 

11.5 Galileo 变换下波函数的变换规律 

题11 .5 试求 Galileo 变換下波函数的变换规律. 

解先考虑一个自由运动粒子的波函数在 Galileo 变换下的变换规律. 
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设有参考 系&和 I ，其中 f 系相对6系以速度 V 作匀速运动.同一个自由运动粒子在 
两个惯性系中都表示为平面波 


T (p^Et) T (p 、 r f -E.t) 

y/ = At n ， ▼ =Ae n 


( 1 ) 


式中， 4 为归一化常数，由于两个惯性系中存在关系， ，= r + v /， 所以从两个惯性系的动 
量和能量具有下列关系 


p = p 9 + mv , 

将式 (2) 代人式 (1) 中的前式，有 


五 = & (j pW=〜'，v 今 


( 2 ) 


p ( r 9 t ) = Ac A exp 


I 

会 mv.(r’ + 晉 ) 


^(r ； ,Oexp^-mv.(r # + -^) 

^ (r - vf，/)exp [全 /nv .r 一 


⑶ 


式 (3) 是平面波之间的变换关系，由于任意波函数可以由平面波线性组合而成，故有普 
适变换关系 

「if 1 V 

W(rj) = y/ r (r~vt 9 t)exp - mv r —— mv 2 t 

h { 2 ) 


11.6 几个物理量的数量级估计 

题 11.6 对于下列各量给出一个数量级的估计.（如果你知道答案，立刻 写下. 如果需 

要计算，写明过程 ).（1) 典型核中一个核子的动能.( 2 )氢原子的 Zeeman 分裂与基态结合能 
可相比较时的磁场(以 Gauss 为单位) •（3) 对质量 m = lg ， 周期 r = l ， 振幅 々= lcm 的经典 

谐振子波函数产生最大贡献的谐振子能量本征态的占有数 (4) 超精细结构分裂与原子氢 
Is 态结合能的比_将结果用精细结构常数 a ，电子质童叫和质子质量; n p 表示. 

解 （ l)r = # ，用知估计 p 

2m 


Ax^p 〜 h ， Ax - 10 " 13 cm 


所以 


T ~Bi) 2 ~ l0 ^ v 


⑵ AE 〜叫 B ，而氢原子的 Coulomb 结合能为 13.6eV. 


所以 




(3) 经典一维振子能量为 




2 2n 2 ntXi 


j 2 

nhd) = ln 2 ttg 


= 2ircrg 


2 n 




erg 


(4) 氢原子基态的超精细结构能移为 

AZ, 


h £ 


f = 3xi ° 27 


(自然单位制) 


Coulomb 能为 


所以 


(自然单位制) 


AE 〆 
—~ — 

E 2 


11.7 一些物理概念 (1) 

题 11.7 (1) 如果1 2 不随时间变化，那么对于 Hamilton 量可以说些什么？ （2) 叙述散 

射理论中的光学定理 .(3) 为什么在第一级 Bom 近似时光学定理不被满足？ （4) 解释为何质 
子不能有电四极矩 .(5) 当一粒子在一弱的短程吸引势上散射时，相移的符号是什么？证明 
你的答案. 

解 ⑴若4不随时间变化，则[仏= 即在球坐标中好不显含炉，也即 i ? 绕 z 轴 

旋转对称(但孖可显含 dld < p ) 


(2) 光学定理为 


471 


cr t = yIm /(0) 

式中％为总截面./(0)为弹性向前散射的散射振幅. 

(3) 在一级 Bora 近似中，当 V ( r ) 是实数时(大多如此)，给出的/(0)是实数而/⑼的 

虚部要在更髙级的近似中才能出现.所以光学定理在一级 Bom 近似中不被满足. 

(4) 由电四极矩的定义和球谐函数的性质，我们可知自旋 S <1 的粒子不可能具有电四 
极矩.质子自旋为1/2自然没有电四极矩. 

(5) 我们知道 

r 2fxk [ co T ，/ \ ,2 /» \ 2 ^ 


当 V <0 为引力时， ^>0. 
11.8 一些物理概念 (2) 


-^-Sy( r )jf( kr y dr 


题 11.8 简要地回答下列问题，如有可能，定量说明给出你的理由 .（1) —中性原子束 
通过一 Stem - Gerlach 仪器后，可观察到五条等间隔的谱线.试问该原子的总角动量为多 


♦ 686 - 
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少？⑵试问处于 3 p Q 态的原子的磁矩为多大(忽略核影响)？ （3) 为什么稀有气体化学性质 

不活泼？ （4) 以 erg / cm 3 作单位估计房间内(气温为 300 K ) 黑体辐射的能量密度 • 假定墙壁’ 

为黑体 .(5) 在氢气放电时，对应于2 2 p 1/2 -> 1 2 s i /2 和2 2 p 3/2 1 2 s 1/2 跃迁的两条谱线都被观 

察到了.试估计两者的强度之比.⑹是什么原因造成了在氦原子中存在着两套相互独立的 
光谱项能级图，即单态和三重态体系. 

解 （1) 总角动量为/的中性原子(非极化)经过 Stem - Gerlach 仪器后由原来的一束分 
成 2 J + 1 束 可知： 27 + 1 = 5, / = 2. 

(2) 对于处于 3 p 。 态的原子，总角动量/=0,故其磁矩也为零(忽略了核影响). 

(3) 稀有气体分子是由那些具有满壳层结构的原子组成，这些原子很难失去或获得其 
他电子.所以稀有气体在化学性质上不活泼. 

(4) 由黑体辐射公式，能量密度 

// = —err 4 

C 

= — ^ X 5.7 X 10 ' 8 x 300 4 J / m 3 
3 xl 0 8 

=— r-x 5.7 xlO 8 x 300 4 x erg / cm 3 

3 xl 0 8 10 6 

«6 x 10 -5 erg / cm 3 , T 〜 300 K 

(5) 

/(2 2 /] /2 ^ l 2 5 1/2 ) 2^+1 2 xl /2 + l 1 

/(2 2 P 3/2 ->l 2 5 1/2 ) W ^+"i = 2x3/2 + l = 2 

(6) 这是由于氦原子中两个电子的自旋(皆为 1/2) 相互耦合形成总自旋 S 其值有1 (三重 
态)和 0( 单 态). 由于受跃迁选择规则 M = 0限制，从而形成了单态和三重态两套相互独立 
的光谱项能级图. 

11*9 W . K . B . 近似条 件及电场中基态能量的减少 


题 11.9 (1) 对于一维时间无关 SchrMnger 方程，推导 W . K . B . 近似的适用条件，并 
证明这个近似在经典转折点附近失效 .（2) 用微扰论解释为什么处于外电场中的原子基态 
能量总是减小. 


解 （ 1) Schrodinger 方程为 

呻 ■ 

_ ■ 

令 


y/{x) = ^ x)lh 


2m\dx y 


h 1 d 2 s 
+ —- - - - 

i 2m dx 2 


^E-V(x) 


( 1 ) 


令 


第 11 章其 他 


• 687 • 


2 


n n 

s = s 0 ^ r s l + -7 I 巧 + 


， « t 


代人式⑴得 


# 2+ f 士 ( 心 2 « )+ [f ’」 2 


+ 25» f )+ … =£* - 外) 


为了能逐项比较.我们要求 


M 《卜 2 | 

|2 ㈣ 5{|《卜心 2 


此时有 




2 m 


s 


t 2 

0 


= E-V(x) 


2 sqs [ + ,yj = 0 
2sqS2 + ^ ,2 + ^ = 0 


( 2 ) 

⑶ 


式 (2) 和式 (3) 就是有效性条件.由式 (4) 可得 


5 0 (x) = ±J pdx = 士 J x yj 2 m (£-V(x))dx 


于是式 (2) 可写成 


h 6 p 
p 2 dc 


《1 



《1 或 


dx 


《1 


式中 


X 


h 


h 


P 42 m ( E - V { x )) 


(5) 


在转折点附近 V ( x )- E . p ^0 9 式 (5) 不可能成立.因而 W . K . B . 方法不能应用到经典转 
折点附近. 

(2) 对于外电场中的原子，微扰 Hamilton 量为 

H * = eez 

其中假设外电场强为沿 z 轴 ， z = Z &为所有电子的 z 坐标之和. 


^0 = ^00 + X / 


Kn 


2 


n*0 Eq — 


由于 Z 是一个奇算子，而基态宇称确定，所以 

=0 

而岣- <0 ， 所以 AE 0 <0 即基态能量减小. 
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11.10 球对称吸引势场中 S 态的 W . K . B . 本征值条件问题 


题 11.10 一个质量为 m 的粒子以零角动量在一个球对称吸引势场中运动 .（1) 

写出径向运动的微分方程，仔细定义径向波函数，并对束缚态确定它的边界条件.在这个 
势中的 S 态的 W . K . B . 本征值条件是什么（注意在一维 W . K . B _ 分析中径向运动 0< r<oo 
的限制）？⑵对 Wrh - V ^ xpU / a )， 用 W . K . B . 关系去估计％的最小值，使得有且仅有 


一个束缚态.把你的结果与指数势的精确结果 


2mV Q a 2 


1.44 作一比较 . 


解 （1) 粒子的波函数可以写为径向部分与角向部分之积 

¥ {r) = R{r)Y lm {e,(p) 

其中径向波函数汛 r ) 满足方程 

r n 2 1 df ^ …、_ _ _ _ 


h 乙 1 d r 0 d 1 

W 於石卜 ) 盼)， )， 


1 = 0 


束缚态的边界条件为戍 ( r ) 在 r — 0 时趋于 0, 在 r — 00 时， — 0 
以; IT ⑺代换，则得出一维方程 


2m dr 2 


+ y ir)x = E %, 0< r<oo 


Z ( r )~^0 


于是，问题化为在“半”势 V ( r ) 中粒子的一维运动.本征值的 W . K . B . 条件为 ( S 态) 

<j>^j2m(E- V)6r =〔打 + 备 ) A，n = 0,l,2,.". 

(2) 以 V ( r ) = - F 0 exp ( r / a ) 代入 (1) 中给出的回路积分方程，得到 


aln m 


2m £ + V 0 expl —— dr 


2( 4 j 


即 


崎喵 'I 


1 dr = — n + — h 


下面来估算这个积分. 

注意到％总应该取有限的值，而|£|在势 V ( r ) 中有且仅有一个束缚态时可以趋于0 


于是 


翔 / o 问 


E 


- exp — J — 1 dr « ^j2mV 0 = yj2mV 0 2a 1-J'— 


为了符合题中要求，我们需要 


-nh 

4 

2a^2mV 0 


1%% 


< 1 < 


2aJ2 t 


满足上式的 V Q 最小值为 


2mV 0 a 2 _ 9n' 


n 2 


64 


1.39 


可见它与精确解很相近. 


11. M 热平衡时，处于分子某振动能级与转动能级的概率比 

题 11-11 建立相关的方程(其中所有未知参数要作估计) . HC 1 分子键(弹性系数)约为 
470 N / m . 转动惯量为 MxlCT ^ kgT ^. d ) 在 300 K 时，分子处于第一振动激发态的概率是 

多少？ （2) 在所有处于振动基态的分子中，处于转动基态的分子数同处于转动第一激发态 
的分子数之比是多少？ 

解 （1) 

= — ^-— fuo % x 2 
° 2 // 2 ^ 


E，> ‘ 斗， ,= A 

I 2 ) V u 


所以 


1 + e _x + +... = 6 ( —e )’ x=： ^ 


式中 


L054x10~ 34 x 


470 

1.67 xlO -27 


1/2 


kT 


L38x10^ 23 x300 


13*5 


所以 


-13.5 


( 2 ) 


p x * e = 

圮=丄/ 2 
r 21 

E r (J) ^l) 9 


1.37x10 


J =0，1，2, 


所以 


^)=expf^]xl 

N(J = 1) F [lkT\ 3 


式中 7 因子是考虑到 / = 1 的转动能级有三重简并•由于 
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所以 


rg.osxio- 34 ) 2 ^ 

l T J.. J 

kT (1.38 xl(T 23 x 300) 


* 0.12 




11.12 双原子分子的电子态能级之间的跃迁 


题1112双原子分子电子基态 A 和一激发态 B 的势能如题图 11.2 所示.每个电子态 

B 都有一系列的振动能级，它们用量子数 v 表达 . （1>电子态 A ， B 的 
两最低振动能级差分别由4和4表示. 4比4大还是小？为什 

么？ （2) —些分子最初在电子态 B 的最低振动能级通过自发跃迁到 
电子态 A . 在这些跃迁中，电子态 A 的哪些振动能级最易被占据？ 
解释你的理由. 

解⑴因 



U» = o 


题图 11.2 

r Q 为平衡位置. 从题图中很易得出々 A >h 


k = 


9 2 V(jc) 


所以 






灸 B 



(2) 由于电子运动速度远比原子核的振动速度大，因此当电子从一个状态跃迁到另一 

个状态时，原子核间距离 r 几乎不发生变化，所以电子向各态跃迁的概率取决于电子在初 
态波的分布概率.本题电子在 B 态的振动能级的基态.电子位于平衡点 r = r QB 的概率大， 

从题图可以看出，电子态 A 的 v = 5的振动能级最易被占据. 

1 U 3 正负电子偶素的单态衰变成两个光子通过检偏器的概率问题 

题」 113正负电子偶素的单态衰变成两个光子，他们的偏振方向互相垂直.如题图 
11.3 所示安排实验，检偏器位于光子控测器之前，每个检偏器具有确定的透光方向，且两 
个检偏器的透光方向互相垂直，而偏振方向与检偏器透光方向相垂直的偏振光将完全被该 

检偏器所吸收.当观察了许多事件后，两个探测器均有记录的事件数目与仅有一个探测器 
有记录的事件数目之比是多少？ 

解设电子偶素静止，则衰变的两个光子的方向完全相反*从而可知，一个光子到达 

一个偏 振片. 另一个光子一定到达另一个偏振片.再设探测器所张立体角 Q 较小，那么到 

偏振片的光，其方向几乎全部垂直于偏振片.因此，可以认为光的偏振方向全平行于偏振 
片. 



电子 探澜器 

题图 11.3 


从题设条件容易得出，两偏振光的偏振方向分别与对应的检偏器的透光方向之间的夹 
角是相同的.设夹角为0，则两个光子能够通过对应检偏器的概率均是 COS 2 心于是，仅有 
一个探测器有记录的概率为 


1 , 271^0 

式中 酶测器均有记录的概率为 


?jx2x—j cos 2 0(1 - cos 2 0)d0^ — 


P2= ^r— 2 刪 = ? 


所以，大量事件后 


P m 

~巧2 


11.14 对点光源的光子探察器的计数率与符合计数率 


题 11.14 一点光源！2,各向同性地向空间发出频率为 仿及仿 + A 仿的相干光束， 
频率的发射功率均为 I ( J / s ). 两个感光面积均为&并有能对单个光 

子作出反应的探测器 A 和 B ， 分别放在距离点源0为匕及 / B 的地方， / 

如题图 11.4 所示，在以下的计算中，假定， A 6)/ g ?《1， 且此实验在 1a / 


每一 


真空中进行. （1) 计算 A ， B 上的单个光子的计数率(光子/秒 )( 表示成时 
间的函数).假定时间尺度远大于1/份. (2) 如果现将 A ， B 发出的脉冲 

输入一符合线路(分辨时间为 r ). 问符合计数率的时间平均值是多 
少？假定 r 《并记住，如果两个输人脉冲在时间间隔 r 内到达， 

符合电路将产生一输出脉冲. 

解 （1) 在 A 处，光子的波函数为(略去仿小量） 


,0 = c i re i<yi(/A/c -°+e i ^ </A/c - 0 ' 

■ _ 


发现光子的概率为(单位时间) 


P A = l^| 2 = q 2 l + l + 2cosAfi? 

L 

2 r r i \] 

= 2 q 1 + cos A 仿 — ^― 

. \ c - t ) 


4 K 


Ao 






图 11.4 
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l/hw 


若只有单个频率时， P A =| q | 2 ,那么此时单位时间的光子计数率应该为 


S 


所以有 




2 


Is 


4nl A z h 


co 


戶 A 


nl\ti 


h co ^ Aw( 1 - 


(O 


2 I c — t 


同理 


Is cos 2 A0> ^ 1b 


Pb 




2 


4|c 2 | 


2 … 2 


Acd 

~1 


c-t 

\ 


4 


c-t 


(2) 将 P A ， P B 输人符合线路，符合线路脉冲输出率为(取时间平均) 


T 





Ia 


c-t 


Aeo 


1 +cos A 似 


1 卜 


X 




c 


dx 


2r+2rcosAfi) 


( h .- 


t 




C 


其中已令 


c 


4 


I 2 s 2 


16 冗 V / A 2 方 V 


kfhl 2 


并且用到 3r.Acy«l ，从而有 


cosAo? 




\c-t-x 


dx = 2rcosA6> 


( h .- 


\ 


t 


c 


j 


所以 


T 


p = lim 


4c 


4 


t->oo 2T J 

T 


1 + cos 


k 


c-t 


Ao) 


1 + cos A 仞 


k _ 


t 




c 


2rd/ 


r->co 27 J -r 


J d?4c 4 *2r 


1 + cosAo) 


h t 
- 1 


\ 


c 


+ COS 


fk „, 






+ COS 


( Ia 


\ 


t 


c 


Aojcos 




V 


c 


A0 


=lim - 4c 4 - 2t 


t —>co 27 ^ 


2r +—cos /a ~ /b Am 


2 


c 


Stc 


4 


8r 


1 + -C0S 

2 

I 

I 2 s 2 


△6)( Z a ~/ b ) 


I6n 2 llllh 2 0) 2 


c 


l + ^-cos— (/ A -/ B ) 

JL C 



一 tI 2 s 2 「■ 1 Aco n 乂 

A B J 

11.15 近经典体系的能级 

题 11.15 一 个带电的近经典体系由于辐射失去能量.在能量为五时它以频率 v (五) 

= a ( E / E 0 )^ 辐射(及振动)，这里《、用 D 馬为正 的常数 • 计算体系的量子能级瓦， n » l . 
解对于 w 》1 ， Bohr 对应原理有效 

AV 

= —— = ha ( E / E 0 y fi 

6n 


E^dE = haE/dn 


由此得 


1 

\ha{p+ \)nE 0 P Y^ 


1 U 6 做圆周运动的无自旋带电粒子的能级 


题 11.16 —个无自旋粒子(质董为 m ， 带电为 ？) 被束缚在一半径为及的圆周上运动. 
对以下每种情况(题图 11.6) 分别求其允许的能级(可以有一个公共的附加常数 ). ⑴粒子的 
运动是非相对论的； （2) 在与圆面垂直的方向上有一均勻的磁场 (3) 同样的磁通穿过圆 
面，但是它现在被包在一半径为6⑦ >/?) 的螺线 管中； （4) 在圆面内有一极强的电场 F 存在 


h 2 /(mR 2 )) 


长但只有一半面积的椭圆所代替. 




⑻ 





F 


\0 


( b ) 


(c) 


( d ) 


题图 11.6 

解⑴此时 Hamilton 量为■由本征方程可解出本征态为 




相应的能童本征值为 

2m 

(2) 此时的 Hamilton 量为 


1( nfiV h 2 

2m(RJ 一 2 献 2 


n = 0，±1，±2, 


H -U p ~ A \ a 4 汝， 


本征方程为 


量子力学 


2^ r n R ' de ~^ 


^BRj y/(6) = Ey/(fi) 


其解为? K 的气为使 W = 要求《 = 0, ±1，±2，"•.代入方程得 

e =-{— S - br \ 

2m\R 2c J 

(3) 因为磁通冉 (2) 的情形相同，所以能级不变. 

(4) Hamilton 量为 

H=-—~^^(-qFRcosO) 

2 m R 2 d $ 2 

因电场 F 很大，粒子处在 0 〜 0° 附近的概率大，因此可以把 cos 沒展开 


旅 1 屮 2 娜 4) 


舍去0( 〆 )项，得到如下的//量 


2 mR 2 dO 2 { 2 J 

H+qFR = --+ 

2mR 2 d0 2 2 \ 

这是一个我们所熟知的谐振子的 Hamilton 函数.如果我们作如下规定 

M = mR 2 , Mm 2 - qFR 

得 


H+ ^-^ + -2 M ^ 2 


因而有 


+ qFR = 1 n + — 


式中 


： rt = [ n ^2 J~ qFR 


[ gFR = REE = l^K 


因而 


E n = -qFR + n + 


m 


(5) 由于动量很大， 


可用 W . K . B . 近似，或者由量子化条件 
p* 2itR = nh^ p = nh/R 


则极端相对论情况 
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E = pc = nti/Rcy 


0，U 


(6) 我们还是利用量子化条件 


p. 2nR = nft 9 p = nh/R 


所以 E= pc = nfi/R ， c ， 与 (5) 同样 . 


11.17 粒子被晶格散射的非相消散射条件 


题 11.17 考虑一个粒子被由基矢 II 、6、 c 组成的规则晶格散射，它与晶格的相互作 
用表示为 

I 

I 

其中 V (| r -/;.|) 是每个原子的势，它对于这个原子的格点是球对称的.利用 Born 近似证明非 

相消散射的条件是 Bragg 定律被满足. 

证明 Bom 近似给出 

m=- 


4nh 


2 / 




V(lr^-r, l)dr f 


化 JV (“〆 中 |dr' 


4nh 


2 


由此，我们只需考虑求和项 






由于求和遍及所有格点，要使它不为零，仅有 

r j - (k -k n ) = 2nn 


才行.于是，非相消散射的条件为 

rj^(k-k 0 ) = 2nn f 


由此得 


这就是 Bragg 定律 


对一切格矢 /> 


a^(k-k 0 ) = 2nl l 
b^(k-k 0 ) = 2nl 2 
c^(k-k 0 ) = 2nl 3 


11.18 在变分法中用线性组合波函数作为试探波函数求基态波函数等问题 

题 11.18 为求 Hamilton 量//的近似本征函数，我们可在变分法中用具有形式 
^ = 的试探波函数，式中為是给定函数，办是可变参数 • 证明能得到 n 个解^具 

有能量4 ={ w a \^ WaWaWa ) ，其中好为 Hamilton *. 我们将这些能量排起来，使得 

….从 Hamilton 量的 Hennite 性证明，或者自动地或者可被选择成具有性质 

{¥ a \¥ p ) = ^ { v a \ H \^^)^ e a S a 0 . 肯定能找到奶和的(它与的正衮)的一个线性组合，以 


量 子力学 


构成//的精确的基态，使其对应的本征值 为尽. 根据这一事实，证明 e 2 > 馬， 这 里灼是 
第一激发态的精确能量. 

解是一组线性无关的函数，不妨假定〜(至多作一次相应于 Schmidt 


正交化步骤的线性变换即可).于是 




n 

^Ei a i a j^V 
$ « 

J/_ 

E a i a t 


Z x * A/ x f 


x + 


Xx 


式中〜 = 产 2 , = 诸; c f 之间满足约束 |> f j 2 = i . 

荇 w ■=* 

由于又的 Hennite 性，作适当的旋转变换 X =户7，可要求2 ：=戶+戈戶=毛&是对角 
阵，且对角兀满足4 < VI22 …，于是 




式中％ 满足 




2 


根据变分原理，得 


O^SiH-a 


㈣ I 1 




式中有 2(4/- a ) l 乂例乂‘1 = 0， a 是 Lagrange 乘子 • 于是 

9 

I 

(Ai _ a )| 乃 i = 0， f = 1，2,…，《 

或者 《=4 ，或者 W = o . 故变分方程的《组解为 


a = ^ 


=今/， / = 1，2 ,…， n 


即我们得到 n 个解％， 其中第《个解乂⑷= 具有能量 
且从我们所选的〜 [ AF )]， 看出 


'^K)= ; W) = S7l 2 Eh ( "fE^ 




l^ a i 

% 

j 


(a) 


a 



⑼ 2 1>产)、 (/? 匕 


Sh 

j 


(a) 


\2 


^ a 0 


〈仏 I 好 W = 濟产 )| 2 ; h / 呷 


(0) 



" 2 a / a) e a^a 0 


所以，当选^ 


V 譯， 


{WaM = S afi> {¥ a \ H \¥fi)^ ^a S afi 


设 // 的基态波函数和第一激发态波函数为磷和鸲，它们的精确能量分别为 馬和馬 
根据题设，一定有数舛和处存在，使得 


同时，由噚和瑪正交可知必有 


2 




于是 


马=咖| +^1^[ 

^2 =€ x\^h\ ^ € 2\M]\ - ( e l ~~ e z)\^2f ^ € 2^ s 2 


UA 9 用变分法求基态能量 

理 11.19 求出尝试波函数 

Ae^ V , A 是归一化常数 


式中的参数 A 之值，它可以给出单粒子 Hamilton 量 

2m 6x 2 

的基态能量的最好近似.下列积分可能有用 


办是常数 


e-^dc = J ^ 


Z 2 ^ ax dx 




W / e-^dc 


4 




解先求; i _ 


ilo 〆 w 办处 =J* A 2 €T u2 ^ dx = A 2 
f /(x)ff^(x)dbc 

¥ - <30 

= 厂 A 2 〆’ f-— ~ + 

[ 2 m dx 



h 2 


(2A 4 x 2 -A 2 ) + bx 4 e^ V dc 
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A 2 -打 2A 4 . 


2 V (2 A 


It -2 I h I ~^ 

w \ 4 W ) 


5 


A h& +b .. 


16X 


令 


⑻每奢 < 


根据变分法，由<?〈//〉= 0,可得 


A 6 


3bm 


代人上式，得 


⑻ 


3( n 4 3b 

2 4 ^'T 


也可以根据不等式 4(fl+h + c)> (❿ c ) 3 , 可得 


⑻ = 轉 + 44 •封 

、 1 2 2 m 2 m 8^ 4 2 4 m 2 8 


故基态能量在此尝试波函数下的最好近似为 


〈孖 L 


3(3^3 bh 4 P 


4 l 4 




11.20 用量纲分析推导能量本征值与参数的关系，用变分法求基态能量 

題 11.20 考虑势 l/=g W 的能级 .（1) 用量纲分析，推导一般本征值与参数的关系 (w 
质量，&， g) •⑵用简单的尝试函数 

( x ) 

y/ = c9{x + a)6{a - x) 1 - 


计算基态能量的变分估计（这里 G a 是变数，当 x<0， 9 {x) = 0 ；当 jc >0， 0 {x) = 1 ). 

⑶为什么 7 = + 外 a -幻 不是一个好的尝试函数？⑷简述(不是方程)你将如何得到 

第一激发态能量的变分估计. 

解 （1) Schrodinger 方程为 

< 方 2 3 2 、 

--—.—r + ^UI = Ei//(x) 

2m dx l 
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9 2 2wi , K 


因为 


y /{ x ) = 0 


mE . 

= L ~ 2 


n 2 

■ 


‘方 2 」 


zr 3 


所以 


3 


h 2 


㈤ 


2 


」 


IE ] 


( h 2 


m 


8 


2 


方 2 2 、 


n ' m g 


3 


/ ⑻ 


式中 Aw ) 为正整数 n 的某一函数. 
(2) 先尝试对波函数归一化 


) 


/ ¥\x)y/{x)6x^\cf ^ e{x^a)d{a~x)U~^ 


n 2 


dx 


c 


2 


1_W 


a 


2 


dc 


2 a i a 


c 


所以 


J 


I 


c 


2 


2 a 

然后求 Hamilton 量好 = .丈 + 小 | 的平均值 


2 m 


H = j \ f /* Hy /6 x 


dr 2 
h 2 


但是 


Tmlj ^ (驰 + 豸 / W ( x )\ x \ i ^( x)dx 


00 


w* {x)\x\y/{x)6x ^\c\ 


2 



2) 

2 

a \c 





a 

4 


d 


— y /{ x ) = cd{x + a )0( a - x ) 1 — 与 - c $( x ^ d ) d ( x - a )^ - ^ 


a 

c 9{ x ^ a )0{ x - a )\ -趾 i 

x a 


a 


CO 


⑻ A 一 二 _ j 


oo 


< Xy / 

dr 


2 


6 x 
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2 


dx 


h 7： 


\ 2 


xa 


6x 


2\c 


2 


3 


a 


a 


2 


所以 


H 

SH 

da 


3 方 2 a 

_i5l + l = 0 

4 


得 


a 


2 


3 


J 


H 


3ft 2 


2 


2m U 2ft: 


gm 八呈⑽ 


2 


41 gm 


3 ( 3h 2 g 2 
4 2m 


,3 


⑶若取 V = + 则重复上述计算程序，得 

y/* {x)\x\y/6x = a 2 c 2 

00 

0 d 2 

y/ — 7^<k-0 


dx 2 


¥ 


dx = lac 2 


H = ga 2 c 2 = g 兰 


2 


da 2 


显然没有极点，故所选波函数不好. 

(4) 选择第一激发态的尝试波函数，要求它与基态尝试波函数正交，然后用与求基态 
能量变分估计相同的方法，求出第一激发态能量的变分估计. 

1 L 21 用变分法求介子的基态能量 

题 11.21( 用非相对论方法解此问题）多数介子可由夸克-反夸克束缚态(^歹)播述.考 
虑由 S 态的 ( gf ) 对构成介子的情形.设是夸克质量.假定束缚 g 和歹的势可写成 

I 

V =- + Br , A <0, J B >0. 请用 A ， B ， ％和方对这个体系的基态能量给出一个合理的近似•遗 

r 

憾的是对于一类适合于该题解的尝试函数，需要解一个三次方程，假如这件事被你遇上了， 
不必花费你有限的时间去解三次方程，你可以用4=0的情况(这并不减少得分)完成你的解. 
请把最后答案写成一个数值常数乘以 B 、 和 / i 的一个 函数. 

解法一取尝试波函数为氢原子式基态波函数 
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Y ( r ) = e 


一 rla 




的 0 

drr e 


一 /7 a 


0 


h 2 1 a 28 ^,. 

2// r 2 dr dr 


+ Br 


e 


-ria 



cc 


drr 2 e~ 2r/a 


3 Ba h 2 1 A 

~ Y~ + d + — 


变分原理要求 


SH 

8 a 


2 /i a a 

0 ，所以有 


3 方 2 1 

一 D 一- - - 

2 n a 


A 

厂7 


0 


即 


备* =o 


取4=0可解得 


a 


2 


3 Bm 


代入式 (1) 可得基态能量 




36 B 2 h 2 


v 


f 


148 


B 2 h 2 


m 


8 


注式 (2) 中 // 


m 


g 


2 


为 g ? 体系的约化质量. 


解法二此题基态能量也可用不确定性关系求得，准确到相差一个常系数 

2 ju r 


由于 


Z 类似)，对基态无妨假定 


Px^ 


% 

2 


于是 




8〆 %^y 2 S^iz 2 


求极值 


dx 


0,得 


-方 2 ^3=0 


Afxx 


2 


由\ y ， z 对称可知，达极值时 JC = y = z ， 即 r = |, 于是可得方程 


( 1 ) 


( 2 ) 
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n 2 a | b 

4/4X 3 ^ 3^3x 2 >/3 


令 A = 0 , 可得 


又旱 T， 

4冲 


4juB 


代人 好 中得 


Sax 2 1 4 ft 


2 1 啤 3 . 30 ㈣ 

2 m . 


11.22 以氢原子波函数为尝试波函数，用变分法求 V ( r )=- g 2 / r 3/2 时的基态能量 

上限 


题 11.22 —个粒子在吸引势 V(r) 


名 2 /r 3/2 中运动.运用变分原理求出其 S 态最低 


能量的一个上限.用类氢原子波函数作为你的试探波函数 


灸 3 


1/2 


解取试探波函数为 Y(r )= 厂 e_w( 此波函数为 S 态，且已归 一)• 对于 S 态 

oU 


H(k)- j 


1=0 


—r 2 —+ V(r)Vdr 

2mr 2 dr dr Y 


1/2 


-krfl 


o 8 tc 


_. Af r 2_9 _V 

2mr 2 3rI dr) r m Sn 


1/2 


• 4itr 2 dr 




灸 3 广 

yio 


dre 


-g 2 r in 


方 2 i d( r2 d 

2m r 2 dr \ dr 

n 2 h k 2 n 2 2 ) 

+ — kr - r L 

2 m 8 m 


il 

.3/2 


-krfl 


h 2 

2 4mk 


V 

2 k^J 


5 取极值时， S 应 /S&=0, 即 


心-¥以 2 


得幻 = 0( 此时 v=0, 不合题要求，故舍之) 


hi 


^ 4 ng 2 


易证当杉 


\ 一 3\/ng 2 m 


in 


2 


时，沒取极小值.此时 


H 


‘2D 


器 8 


128方 1 


又由岣 < 异，所以此粒子 S 态最低能量的上限为 


2^8 


27^ g 0 m 3 
128為 6 

11.23 求自旋为1的粒子的极化矢量和密度矩阵 


题1123由下列3个纯自旋态不相干混合成的自旋为1的粒子体系，每个态都是等 
概率的，即粒子在 〆 °，，， V 3) 态的概率均为各 


.( 2 ) 


+ 1 ++ 0， 


•⑶ 


(1) 对于这3个纯态分别计箅极化矢量 P . (2) X^Lt 述混合态求其单个粒子的极化矢量 />. 
(3) 计算这个体系的密度矩阵/?，并验证 Tr /?=1. (4) 用求极化矢量 P 并验证 (2). 

提示对于/= 1 


72 


解 （1) 利用公式 


0 10 
1 0 1 


0 -1 


可得 


72 


1 0 0 

0 0 0 

0 0-1 


戶⑴=〈 〆 o |/|俨 1 


0 10 


^=^( 1 . 0 , 0 ) 1 0 


p y 


士 (1，0,0) 


1 0 1 0 =0 

0 1 oj ^ 

o -i ovn 


0 -i 0 




'io o vr 

乓⑴ =(1，0,0) 0 0 0 0 =1 

0 0-10 


所以 


同理可算得 


尸⑴ = (0,0，1) 
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(去 


0，~ 


尸 ⑶ =(0,0,-1) 


(2) 对于混合态，非相干相加，故 


p = I(pO) + p(2) + p(3)J 




(3) 取正交归一基为 


(° 

|l〉= 0 ， |2)= 1 

0 0 


|3) 


则 


W ， 


( 2 ) 




(I 糾孙 


⑶ 


(3) 


可一般记成^ 


玄 C 幻 n〉 ， h 1，2,3;又出⑴=去，根据密度矩阵定义产2> (1) I〆 0 〉〈< 


知 




也即 


0 0 


6 6 


(4) 


I 6 2) 
^ 111 , 
3 6 2 
P = {7) = Tr(pJ). 


p x= Trp /太 




P y = TrpJy = 0 

p z = TrpJ,= - 


与 (2) 完全一致 


11*24 氘核电离后的波函数及自旋的相关性 


題 11.24 氘核是中子和质子的一个束缚态，这时两个核子的自旋耦合的总角动量为 
扣 1. 吸收一个能量高于 2.2MeV 的 r 光子，氘核就可分梦为一个自由中子和一个自由质子. 

(1) 用平面波及两个核子的合适的自旋坐标写出反应 y + + p 的末态波函数.假定与 r 
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•7 


光子的相互作用为电偶极矩親合 .(2) 假设在氖核分解后，在相互距离很远处探测中子和质 
子.在质心系中观察，求出对时间、空间以及自旋的关联.假定靶中氘核为非极化的 .（ 自旋 
关联的定 义为： 如果质子的自旋测出为“向上”，那么相应的中子的自旋被探测到为“向 
上”的概率为多大？） 

解⑴电偶极矩作用要求 ( n ，/>) 宇称为 - 1,设(《，/?)波函数为 〆 《，/7) r „，;* p ); Kn ，/0, 

对 X = X\ 交换核子后 W ( P ，《) = (- ; 对 Z = Z l o 交换核子后变为 
V ( P ，《) = (- l ) /+ V («， P ). Fermi 子系统要求交换反对称，前者/ = 1，3,…，后者/ = 0,2,4,...， 
相应的宇称分别为 -1 和 +1. 考虑宇称守恒，唯有尤=而 3 即自旋三态可能.5=1 ， L = l ，3, …可 
得7=0,1， 2 ，".，可以满足电偶极耦合4/= 0 或1的要求.因氘核非极化，扣， ZiomZi-iBf 
取概率相等.故用平面波及自旋波将 (/z ， p ) 表示为 

咖，的 ~ - e-W -^( Al +如 +D 

(2) 时间和空间关联分别意味着能量和动量守恒.故在质心系中，如果测得质子能量为 
E ?， 则中子能量将被探测到足如果测得质子动量为/>,则中子动量将为 - P . 

为求质子“向上”自旋时，中子自旋“向上”的概率，将自旋波函数部分重新写为 




V 3 


a { n ) + - j = p { n ) 


( ^ T 3 


72 


/⑻⑻ Pip) 


可见，取戊⑼时， n 取 a ⑻的概率为 



2 


I ) 2 ( I) 


11.25 求两个全同粒子的配分函数和能量 

题 11.25 (1) 设有一个由两个全同粒子组成的系统，粒子可以占据下面三个能级中的 
任意一个 


ns . 


0，1，2 


最低能级4=0为二重简并.系统在温度 r 下处于热平衡.对下面每种情形，仔细数清组态 

的数目，给出配分函数和 能量： ①粒子服从 Fermi 统计； ②粒子服从 Bose 统计； ③^子服 

从 Boltzmann 统计(这时粒子是可以区分的 ).(2) 讨论在什么条件下 Fermi 子和 Bose 子可以 
当作/> (3) = (0,0, 1) 粒子处理. 

解⑴记化=0的两个态为4、 B ， 尽的态为1， 2. 把系统的组态用两个粒子分别对 

所处状态的集合进行标记，在 Fermi 子的情况下，两个粒子的系统可能处于下列六种组态之一 
能量 ( A ,5)( A , 1)(5,1) ( A , 2) (5,2) (1,2) 

0 8 s 2 s 2 s 3 e 
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配分函数 

Z = U2e" £ + 20 + ，知 

平均能量 

s= (2se s 4- 4se~ 2£ + 3ee' 3s )/Z 

在 Bose 子情况还要加上 

(A, A) ( B ， B ) (1 ， 1) (2,2) 

0 0 2a 4a 

Z : 3 + 2e~ £ + 3e~ 2s + e~ 3e + ^ 

~(2se~ e + 6ee- 2£ + 3ee~ 3s + 4se^ £ ) 

7 j 

在 Boltzmami 粒子情况下，粒子可以区分，还要计及 (5,4) 、 (1,A), (1,5), (2, A) 、 （ 2, 
5) 、（ 2, 1) 等态 

Z = 4 + 4e^+ 5e~ 2£ + 2e~ $s + 

歹 = 丄 ( 4 從 +10^ + 6se~ 3s +4se^ £ ) 

Z 

(2) 当粒子数远远小于能级数目时，交换效应可忽略， Fermi 子和 Bose 子就可以当作 
Boltzmann 粒子处理. 

11.26 边界面附近的一个自由电子的扩散问题 


能量 

所以 


题 11.26 设有处于边界面附近的一个自由电子 .（1) 如果4 W 是电子的本征函数，证 
明 


« CM ) = 2 < ⑶戎⑼ exp 


k 


h 


j 


是某个扩散方程 的解. 确定相应的扩散系数 •（2) 由扩散理论的知识，你预料距原点 为/的 
边界的存在会怎样 影响姒 0，?）（电子会立刻还是经过一段时间才感觉到边界的存在)？ （3) 考 


察⑴中给出的《(0，()作为的求和式，在电子感到边界的存在时，哪个范围内的&对 


«(0，/)贡献较明显? 


解⑴ 焱00满足自由粒子的 Schrddinger 方程 


2 m 


vVfcW = ^( Jc ) 


所以 

▽ 2 wCm ) = -尝 地⑼ expf - 字 

托 k \ ^ J 

而 

》('’) = -这 “ W4(0)exp〔-f 



所以 0 满足扩散方程 


~u(x,t) = ^-V 2 u(x 9 t) 
dt 2m 

扩散系数为: 

(2) 11(；1：，0)=^0£：),?>0时电子的函数《开始向两侧扩散，电子要过一段时间后才会感 
到边界的存在. 

0) 设边界面为 x = L 扩散方程的解为 

M (,,0 = cexp [-^(/ + z 2 )]| exp [-^, 2 ]- exp [-^(,-2/) 2 ]} 

没有边界面存在时，方括号里只有第一项，当 S (0-2/) 2 ~ l 时，电子明显地感到边 

2nt 

界的存在 


2ml 


只有 f < i 的那些&才有明显贡献，即 


sk < 


2ml 


11.27 由“混合偶极子”的场角动量量子化导出 Dirac 量子化条件 

题11 .27 通过假定存在一荷强度为 g 的磁单极而将 Maxwell 方程对称化， Dime 导出 
了一个量子化条件 


卜， 


n 为整数 


式中， e 为电子电荷，<?为磁荷.按照 Bohr-Soirnnerfeld 量子化步骤，通过将“混合偶极子” 

系统的场角动量量子化的方法，半经典地导出类似的量子化条 z 

件. ) , 

提示该场的角动量 Poynting 矢量有何关系？ 

解如题图 11.27 所示混合偶极子系统的全空间电磁场分_ Q 

布为 XKV ! Z 


x- 


JT + 


B = g 


" + 2 


取柱坐标 


题图 11.27 


x = pcosOe { + psinOe 2 + ze 3 


电磁角动量为 


最子力学 


4nc 


Jxx(Ex B)d 3 x 


ExB = eg 


x-~ Jx(x+r/2) 


X —— • JT + 一 
2 2 


eg 


xxr 


x — * X + — 
2 2 


利用 


xx(x^<r) = (x r)x-x 2 r 

flit 

I co%Odd= I sin^d^ = 0 
Jo Jo 


得 


J 從 g 。 

L - = -^ 


气 (# 


££ 


dt 


[(p 2 + z 2 +a 2 ) 2 -4a 2 z 2 ] 

s 3 ds 


o [(/+ ， 2 +l) 2 -4f 2 ] 3/2 


式中 j = p/a f t = zfa. 
应用 


dr 


*°°_ s 3 6 s _ 

o [(^ + f 2 +l) 2 -4/ 2 ] 3/2 


得 




量子化条件为 


|4^| = ^ = -— » n = 0, ±1, ±2, 


所以 


—= n , w = 0， ± 1， ± 2, 
he 


11.28 金属中的热电子发射 

题 11.28 作为一种粗糙的图像，把金属看成由关在阱深为 V 0 的势阱中的自由电子组 

成的体系(题图11. 2 8)，由于热激发，具有足够髙能量的电子将逃出势阱，求发射电流密度 
并加以 讨论. 

_ 一 电流密度 解金属中的电子气服从 Fermi 离开单位表面的电子 


一—电流密度 

~ I F" 

| _|丄 


数为 


人 4 / 心;(厂二 r )+1 _ 2 f '， 


Z 


yj 2 mV 0 


题图 11.28 


式中 2 是电子自旋引起的简并度，^方向向上 
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Jn 


2 


而电流密度 


\b? J V 2mV o 





exp 


2 m 





+ 1 


4n 

mh 3 


foO 


P . dP , 




o 


exp 


2m 


4nkT 

h 3 ^yl2mVo 


4nkT 

~ir 


Win 


1 + exp 




+ 1 



巧 dP z exp 


編 

(pI 、 

kT 


2m i 

\ j 

i \ 


h 3 

4nmk 2 T 2 △ 备肅 

一 7 


Je 


4mnek 2 T 2 一 


(Yo^)/kT 


h 3 


其中利用了 


n 2 


在常温下’ ㈣ -- ㈣ 严 


为电子数密度. V 0 -M 


即通常所说的功函数.这一热电子发射效应称为 Richardson 效应. 


11.29 中微子振荡与测量 

题 11.29 通常认为至少存在三种不同的中微子，可以通过产生或吸收中微子的反应 
将它们区分幵来.我们称这三种中微子为 v e , %和已经认识到每种中微子有一很小但 

又确定的质量，且互不相同.在本题中，让我们假设在这三种中微子之间存在一微扰作用， 

除此之外，它们具有相同的静质量在每两种中微子之间的微扰矩阵元有相同的实数值 
方岣，而在每个4、 心和 v r 态中微扰的期望值为 0.(1) 在0时刻静止地产生了一个、中微 

子，问作为时间的函数，这个中微子在另外两个态的概率为多大？ （2) 设计了一个实验来 

探测这种“中微子振荡”.中微子的飞行距离为 2000 m ， 它们的能量为 iOOGeV . 如果有1% 

的他种中微子存在，则在实验灵敏度范围内肯定可测出.取 M 0 为 20 eV ， 问能被测量出的 
最小 A 岣值为多少？它如何依赖于 M 0 ? 

解⑴在 k 〉、| v A 〉 和卜:〉构成的表象中，系统的 Hamilton 量的矩阵为 

’ Mq H0J ha>^ 

M 0 ha ^ 

Jlo ^ ho ^ M 0y 


于是概率幅满足下列方程组 
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初始条件为 


由此可解出 


从而 


叫 (0) = 1 ， 02⑼ = 03(0) = 0 


叫(0 


- iAToZ/ft 


- e ^ +- e ' i2 ^ 
3 3 


a 2 (t) = ^ mt/n {e~ i2Wlt - e iWt， ) 
03(/) = -e'^^ (e _i2 _ -) 

•3 


2 

P{V M ) ^\a 2 {t)f =-(l-cos 3 邮 ) 
P(v r ) = |a 3 (0| 2 = |(1 _ cos 3 邮 ) 


(2) 时间间隔为(注 意： 应在^静止系中考虑) 




M 0 l M 0 l 


P 


E 


要使 P ( V// ) = 1%, 必须有 


^(1-cos 36?,7) = 0.01 
cos 36^7 =0.955 


最 小的勒 值为 




arccos 0.955 0,301 


3T 


3T 


所以 


ha^= ^^ = 0. 1~ = 7.88x 10- 21 J= 0.05eV 


3T 


m q i 


11.30 用近似法求周期势中电子的能级及能带宽度 


题 11.30 作为良好的近似，晶格中电子经受一个周期势场作用(题图 11.30). Floqiie 定 

理也是物理事实，指出任意周期势场中的能谱分离成带 

有“能隙”的连续的能带.为了构造一个关于这种效应 

的很粗略的模型(对最低能带)，设想“栅栏”非常髙， 
以致于“基态”集 | n >(- oo < n <+«>) 是近似的本征态， 

这里 | n > 为第 n 个阱中的基态.记每个的能量为勗，设两个相邻势阱之间的穿透振幅为 



题图 11.30 


al a 2 a3 




M0 ll II 




V 


^•^• fl? 





f = He ia (即 卜一1〉— |/1〉4卜+ 1〉的概率为|— 2 ， f 很小) • 建立一个 Hermite 的 Hamilton 量 
表示上述假设，并计算态 

|^)=E e ^| n ) 

«=-oo 

的能量，其能带宽度为多大？ 

解可以用矩阵来表示所需要的 Hamilton 量丑.这里取基底为 | n 〉 •设 

好 |n 〉 = 五 0 (1_ £■ —/)|n〉 + £ 0 肖《 +1〉+ £ 0 / 卜 - 1 〉 

则 

{m\H\n)^ jy/*(x - ma)H^(x - na)dx = {m\ £ 0 (l-£*-/)|n} + E 0 f|n + l) + £ ： 0 /|n-l) 

= S mnE 0 a - £-/) + S m ^ x sE 0 4 - S m ^eE 0 

其中利用了只有相邻势阱才有相互透射的假定，且略去叫 2 的项，并认为向右为产，向 
左为 kr ' 故//矩阵为 

E 0 {\~e-e) sE 0 

// = 〈 3 |， £*E fi E 0 (l-s-e) 

: .• **. 

• » • 

• • 

♦ • 

0 

a 

% 

I 1 ) |2) |3> … 

+oo 4 oo 

= E 0 艺 c ^ ln ' jQ .- s-s )+ E o & it10 - \ s\n +1) + | n -1)| 

/l=—oo n =mm <o 

=五 0 (1- 2 间 COS a)|〜£。g { eW ㈣ Y }| n 〉 

n:-oo 

= E 0 [ l - 2 \ e \ cosa + 2^1 cos (^- a )]|^) 

于是的本征值即能量为 



五沒 = 五 0 [1 — 2 (cos a - cos ( 沒 - 

由这两个表达式 可知： 




(1) 由于$连续变化，造成能量的连续变化，即能级成为能带.当 
^ = £max = £o { 1+2 \ e \ (1- cosa )}； 当沒: = TC + a ， Eo ^ Er ^^ Eoil - l ^ (1+ cosa )}. 故带宽为 

制 E 0 . 


(2) 当(由周期势阱形状所决定的)够小时，这种相邻势阱的透射总是使基态能量比 
原先单个阱中的基态能量更低 
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11.31 求被铝原子俘获的//子的能级、平均半径 


题 11.31 考虑一个理想化的铝原子(点电荷， Z =13, 4 = 27). 如果一个轻子或^子被 
这个原子俘获，它会迅速地进人电子壳层内的较低的《态上.在 g 子俘获情况下： （1) 当 p 
子在 《=1 轨道上时，计算能 量艮， 再估计平均 半径. 忽略相对论效应及核的运动 •（2) 考 
虑核的运动，计算玢的修正 .（3) 略去自旋，求出由于相对论效应引起的 Hamiltoti 量的微 
扰项，并估计这项修正 .（4) 定义核的半径.将铝核的半径与 (1) 中 n = l 轨道的平均半径相 
比较.定性地讨论， 当 〆 的原子波函数与核显著地重叠时，对 f 将会发生什么？在类似条 
件下对 f 子呢？ 


解⑴在本题中可以不考虑核外电子的影响，即只考虑 M 子在13的核的 Coulomb 
场中运动. 

P 子的能级为(非相对论近似） 




Z 2 


2h 


2 




m m t e 


m e 2ft 2 

ft 2 m 


z 2 = ^xl3,6eVxl3 2 = -^)4732(MeV) 


0.51 


h 2 


0.5 


Zme 


2 


13 x 105 


0-53 A = 1.9 x 10^( A ) 


(2) 考虑核的运动时，只需将质量 m 用折合质量 // = 


Mm 




代替即可.于是 



卜 £ 巧 

m 


1 + ! 




1 


x (-473200eV) = -04712(MeV) 


1 + 


M 27 x 938 

(3) 相对论效应的微扰项可如下求出 


T = y p 2 c 2 + m 2 c 4 -me 2 


2 


P 


4 


2m 8 m 2 c 2 


十 


所以 


H 


4 

P 


8m 3 c 2 


它对^的修正可如下考虑 


AE = {100\- 


I 

P 


8mV 


l _ 


_j 


p 2 p 2 


2mc 2 ' 、 2m 2m 


|100〉 


/ 


2mc 


2 


〈100| 


H 


Ze 


r 


2、 


H 


Ze 2 


忐 ㈣ 


v • J 


r 


100 ) 




r 


100 ) 
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由于我们只需估计这项积分，故可得 r 


AE = ~ 


2mc 


a 


，从而有 

i2 




J 


2mc 


-1057J(eV) 


(4) 原子核的半径可表示成质量数 4 的函数 

r = r 0 A ^ 3 

式中 r 0 ~1.2 x 10- ,3 cm . 于是铝核的半径为 

r = 1.2 x 10- 13 x 27 1/3 cm = 3.6 x 10- 5 (A) 

可见它与^的第一轨道半径相差不很大.这时 p 子波函数与核显著重叠，于是核的体积效应 
将给出一个正能量修正.同时，^子与核的磁矩在发生强烈作用.在相似环境下的 tT 子仍然 
存在体积效应，但无磁矩相互作用. 


11.32 用中子干涉仪测重力加速度 


题 11.32 核反应堆中出来的低能中子已被用来检验重力导致的量子干涉.如题图 
1 1.32 所示 ，从 A 人射的中子经过两等长路径 

及 ABDEF ， 并且在 E 处会发生干涉效应.使中子偏 

转的三块平行的原板是从一块单晶上切下的.为了 

改变引力势能的效应，整个系统可绕轴转动(题 
图11.32)_如果卢是转动角(当路径灿<：奸在水平面 

时，取卢= 0)， （1) 证明由于引力效应在丑处的相位 

差可以表示成 P = q 么味 其中分=尤15^112久 A 是 

中子的 波长； 尤是依赖于中子质量 M 、 引力加速度 

心 Planck 常量? i 和数值因子的适当常数.试确定尼假定引力势差与中子动能相比很小 .(2) 

实验中所用的中子波长为 1.45 A . 中子的相应的动能是多少电子 伏特？ ⑶如果 S = 4 cm ， 0 
= 22.5° 且 ; U 145 A . 当卢从 -90° 变到+90。时在 F 处的中子探测器中应出现多少次极大？中 

子质量为 939 MeV / c 2 , fe = 1.97 xlO ' u MeV - cm . 

解 （1) 中子的波函数可以写成 

^(x,t) = ce (ipr - m/n 



题图 11.32 


在沿着固定轨道运动时，有 


^(r,/) = cexp 


h 


j l ^2m(E-V)dx-~Et 


所以相位 



yJ2m(E - V)dc 


n 


在 忍处两 束中子分开，因而有 


在5<：及乃£段上情况对两束中子一样，因而有 


在 SD 段上，有 
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v 




h 


V=0 ， E^E 0 

Jo - dx - 全 £。 ~ = S-—^[2mE Q S j" —•— 」 2mE Q 


在 CE 段上 


A% c - -E〆 

V = mgh = mg ， BE• sin 沒 sin 炉， BE :2 S cos 沒 


所以 


V = mg S sin 2^sin^> 


S 


-云-去 V 


s 


V 


s 


wh—p I 2( e 0 - v ) 


m 


所以到 F 处两束中子的位相差为 


A © 


S 


V 


s 


n 2 


-- 

Eo 


有 


S 


/ 


△炉 = 、 yj^tflEQ 


I - 


V 


\ 


V 


s 


V 




sv 


2E 0 h 


y]2mE { 


SV 


4E 0 h 


yj2mE 0 


2 Eo ) 

3SV 
= 4 Eoh 


+ -^ 1 + - 


^ mE 0 


代人 V 值，有 


Aq> 


35 


4 E 0 n 


」 2mE Q • mg• 5• sin20.sin^ = qsin^ 




因为 


X 


27 th 2 nh 


P 」 2mE 0 


所以 


q = KXS 2 sin 2^ 


式中 


K 


3m 2 g 

4 tc ^ 


⑵义 = 1.45 A ，p 


h he 
一 = — 

X Xc 
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即得到两个耦合的一阶偏微分方程组.但实际上只有一组独立，如令％—妁， 
就把第一组方程变到了第二组. 

11.34 自由粒子的 Dirac 方程及其平面波解 


题 11.34 (1) 写出自由粒子的 Dirac 方程的 Hamilton 形式，并给出 Dirac 矩阵的显式. 
⑵证明好与对易 •户 为动量算符，为四分量旋量空间的 Pauli 矩阵 •⑶ 在为对 
角的表达式中求出 Dime 方程的平面波解，这里 P 为动量算符的本征值. 


解⑴ 


H = ca. (-iW) + fime 


2 


式中 


a 


v 


0 a \ 

<T 0 


P 


"1 0、 

0-1 


( 2 ) 


a P 


a P 0 
0 a P 


[a PM] 


aP 

0 


0 


p 


c 


0 a P 
aP 0 


+ mc 


2 


1 0 
0-1 


0 


(3) 取 P 在 z 方向，就是对角的 


(\ 


aP 


^ 0 
0 G - 


Pz 


1 










其本征矢为 

0 

Y 

• 


fi 

_ 

0 



♦ 

• 



•ip^z/n 


< rnr , 席 05 &可取两组不同的值.分别代入 


9 

Hyr = \h — y/ = Ey/ 
dt 

cP 7 / + mc 2 a = Ea 


cP z a- 


Ey 


E ± ^= ±yfm 2 c 4 + P z 2 c 2 


/ 


¥ 


0 

- me 2 


e 


i{P z Z-E ± t)!h 
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- cP z dme 2 P - E P 
cP z P-mc 2 S = Ed 

£ ± = ±^ c 4 + F / c 2 

0 


¥ 


1 

0 


me 2 - E ± 

~^z — 


i(P z Z-Ej)/fi 


11.35 由自由实标量场的 Lagrange 密度导出 Klein-Gordon 方程 

I 

题11_35考虑满足 Klein - Gordon 方程的自由实标量场 ( x M ^ x , y , z 对应于只= 

1 ， 2, 3, = ictl (1) 写出系统的 Lagrange 密度 .（2) 用 Euler 证实多满足 Klein-Gordon 方程. 

(3) 导出系统的 HamiUon 密度.写出 Hamilton 方程组，并证明它和 (2) 中导出的方程是一致 
的. 


解 （1) Lagrange 密度 


L(x) 




式中& 


9 

dx 


(2) Euler 运动方程为 




dL(x) 

_90 政 


dL(x) 

3 沴 ( x ) 


0 


所以 


d M d M ^(x) - m V W = 0 


即满足 Klein - Gordon 方程. 


⑶ 


H(x) = 


dL 


a(V)^- L== -fW + t^ 


2 


由 Hamilton 正则方程 


d 9 f 

~dj 




dH 


3 〆 


式中 


dH 


9(9^) 


有 


d^d M ^-m 2 ^ = 0 
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11.36 初动量为 P 的质壳上的带电粒子发射虚光子的概率为一协变张量 


题11,36可以证明，一个初动量为 P 的质壳上的带电粒子发射一个动量为 g 的虚光 
子的概率正比于协变张量 

+ BP^ + Cq^q v + D(q M P v + P^q v ) 

式中牵5, C 和 D 是自变量《 2 、 《，尸 和/^ =历 2 的 Lorentz 不变标量函数 .（1) 用流守恒证 
明 〜有如 下形式 

| V - 岭 

I ^ ) \ ^ )\ r ) 

即4、扒 C 和£>中只有两个是独立的 .(2) 对一个质量为 m 的 Dirac 粒子 

Tr[(/-/ + nOr^ (/ + m)y v ] 

计 箅恥和 W 2 , 

解 ⑴流守恒要求= 0,即 

Aq v + B(P * q)P v + cq 2 q v + D(q 2 P v +(P-q)q v ) = 0 

P v , 办是独立的， q 2 ^0 , 所以 

A-hCq 2 +D(P-q) = 0 
B(P-q) + Dq 2 ^0 

令 i 4 = W |， 石 = Wi ， 贝!]有 

c ~ 〆 ’ 2 ~^~ 

所以 

(2) W^= Tr [(/-/ + m)r M (/ + m)y v ] 

^Tt[/r M /r v +/r M mr v +^/ n +^^ v ] 

注意到广，上式中含奇数个 r 的那些项迹为零.并利用 

就有 

〜 = Tr[/^ /y v -/v^/r v + m 2 r^r v ] 

+ ^r：r^P a， ] 

-4[q a S^P a Sf _q a P a 〜 a < +q a <〜P a ，H4m 2 、 


-私 6 令 P ) S ^ + 仰 + 4m% v 
对在壳上的电子卢 = m 2 , 故 


% P V - 4 iq M P v + q v P M ) + 4 ( q ^ P ) S ^ 

W x = AqP , W 2 = 8 

如果注意到壳上电子在发射虚光子前后动量平方都是 m 2 , 即. 

P 2 = m 2 

{ P - q ) 2 = P 2 - 2 P ' q -^ q 2 = m 2 
不难验证上式中每一项都是与一般表达式一致的. 

11.37 证明 Dirac 方程的协变性，并改成 Hamilton 形式 

涯 11.37 下面的 Dirac 方程，可以用来解释粒子的反常磁矩 

式中 e 和 m 是粒子的电荷和质量， 疋是 无量纲参数，是四维势，是电磁场张量， 

P^AM I 

即 - ^―， 还有〜 v ^ JiDimc 矩阵，％=/ = /? 

ox v dx M 2 ^ 

y l ~ - Y \ - Pa 1 、 i = 1,2,3 

a ) 已知上述方程在足 = o 时是协变的.我们有 〆 co = sm ， 其中/ ，且 
a^f = S~YS , 证明如果疋矣0,方程仍然是协变的 .(2) 把方程改写成 Hamilton 形式，证 
明附加的作用项并不破坏原始 Hamilton 量的 Hermite 性. 

解 （1) <^= s - y ^， 故 

S ~% Sa (； = y v 

由/ rV ) = % U )， 有 

^^ ,a W) = K 0 f^s ¥ {x) = ^[r a r^-y 以 oKa 〖产 shx) 

v 

- S ~[ S ~ l y a Sa ^ S - l r ^ - S ^ Sa ^ S - l r a Sa a M ] F ^ W ( x ) 

蠡 

- [r^r v ~r v r M = Sa^F^^ix) 



有 
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两边同乘左乘) 


\— w = -ia -V -\- eA ° iff 

dt 4 m H 


所以 


H =- ia-V + M ° - ea - A ^ K — + m /3 

4 m ； H 


其中 


0 <j 
a 0 


由于在这一，表示中 ， YiR Hermite, / 0 Hermite 所以 q/Hermite, 
用 # 与 & 的反对易关系易证 

[芦， %] = 0 


而•反 Hermite . 利 


{ A ^/} = 0 


于是附加相互作用项的 Hermite 共轭是 




_WF 




即它是 Hermite 的，因而不破坏孖的 Hermite 性，这里用到了尤，匕 m 和的实数性质. 

1138同位旋矢量算符的性质及多核子系统的能量本征态与本征值 


题 11.38 质子和中子可视为一个粒子-核子的两个自旋态，用和|->分别表示质子 
和中子.定义下列算符 

，3| 土〉 = 士去 | 土〉 

4|;〉 = | 土） 

^|?} = 0 

算符，! =\ i ^ + U ， h=~(K - I ) 和6可以用臺乘2 x 2 Pauli 矩阵表示.它们形成同位旋 

空间中的矢量?.作为简单模型, W 个核子处于全同的空间态时的 Hamilton 量可写成下列三 
项和 

H = NE q + c 2 Q 2 

i>j 

式中馬， q 和 c 2 是正常数且 d > c 2 . &是第 f 核子的同位旋，2是以衫为单位的总电董.对 
所有核子对求和 .（1) 证明 T(T + 1)~ N ，: T 是系统总同位旋量子数.在本题以 

i>j Z L 斗- 

下部分需注意中子和质子都是自旋 | 的 Fermi 子 .(2) 两核子系统的能量本征态和本征值如 

何？各态总自旋如何？ （3) 四核子系统能量本征值，本征态如何？ （4) 三核子系统的能量本 
征值如何？ 
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解⑴ 




ir l / 


i>j 


i=l 


i=l 


(2) 两核子系统如下表: 


组合 


(P ， P) 


(n,n) 


ip, n) 


ip, n) 


组合 


同位旋态 


I ，〉 

1-)1-) 


+H- 〉 +l- 〉 W) 
^(K)|->-|-)K)) 



^ 〉 1 削離 〉) 


li 




12 




去 ㈣ 削離 >)1.> 或 1 ，〉 



表中|~， I 妁表示自旋+及-的单粒子态，能量£中已省略了一部分 . 

(3) 四核子是相同空间态下 Pauli 原理允许的最大粒子数.其组合必为 ( pn /> n )， 且两个 

中子及质子自旋态各自不同.相应于 Owpn ) 顺次排列的自旋态有 四种： 

( aapP ), (郎 aa )、{ afifia 你 { fiaafi ) 

对其他顺次可类推.值得注意，这时总波函数已不能写成自旋部分和同位旋部分的简单直 
积并使之各自对称或反对称.对系统可能的同位旋 取值： r =2, 1， o 相应可能的能量为 


E - AEq + 4 c 2 +—Cj, 


4E 0 + 4c 2 ~—c li 


4E 0 -h4c 2 --c 1 


但由于这 4 个核子空间波函数相同，而核子的自旋态只有两种，按 Pauli 原理，系统总同位 
旋只能取0,相应能量只能取本征态为 

Wi 1+ 〉 1 户 1 I -〉!％ I ~)i A ^ 

l+h I + ) 2 a \-) 2 <h I-) 2 a 


Hh 2, 3, 4)= 


l + 〉 3 a 3 |+〉 3 A I-) 3 a 3 \-)^P^ 

l + ) 4 a 4 l + ) 4 ^4 I- 〉 4 “ 4 |-) 4 A 


⑷ 


.核子系统的组态可为 ( p / w ) 或 (/ mp ), 同位旋可为■^或对 Opn ) 


E = 3E 0 + 4c 2 ± —C] 


对(卿) 
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E = 3 E q ^ c 2 ±^ 




11,39等边三角形分子俘获额外电子后的能量本征态及其性质 


题 11.39 —个等边三角形分子可以俘获一个额外 电子. 作为初级的近似，电子可以进 
人分别局域在三个顶角处的三个正交的态料，抑，％中的任一个.作为更好的近似，可以 
认为能量本征态是有效 HamiUon 量决定的灼，师，的；的线性组合.诙有效 Hamikcm 量在 
¥ a ， 物， 攸态上有相同的期望值而在其中任两个之间有相同的矩阵元 Vo . (1) 旋转 2 W 3 的 
对称性对灼，羚，的:的组合系数有什么限制？同时还存在交换 B 和 C 的对称性，这对有 
效 Hamilton 量的本征值有何限制？ （2) k 0 时刻，电子被俘获进人灼态，在时刻？电子仍 
处于羚态的概率为多大？ 

解 （!） 在旋转 2 tc /3 变换作用下，有 

卽， Wb > = W c ， R ¥ c = Wa 

易知 a = 1 ， e i 2 n /3 和 e i 4 n /3 . 设有效 Hamilton 量丑的本征态为 r = a x y / A + a 2 y / B -^ ，则由 

Ryr = y / Ry / A 、¥ b 、 阶正交性可得 

\ a \ a ~ a 2 


• = ^3 

d^Cl — 


于是有二种组合(在基外、抑、攸中，分别对应 CT 的三个数值) 


¥ 


( 1 ) 


1 

V 

i" (2) - 1 

r 1 、 

J2n/3 


’ e -i4 冗 /3 、 

i 

s 

乂 

’ ¥ _s 

V 

^ ~s 

1 

J4n/3 

k e ) 


取有效 Hamilton 量的对角元为0，则 


H 


0 V V 

V 0 V 

V V 0 


与 f ， ㊉ 、， V 3) 相应的能量是 2V，-v，-y. 

至于交换两个原子的对称变换夕，由于 p 与及不对易，故 p 在上面选定的丑与/?的本 

征态〆 ' 一 3) 下不是对角的，但〆的本征态，而,，,虽不是 p 本征态但已 

简并， P 对好的本征值无限制， 


(2) 展开 （= 0 时刻波函数羚 


¥a 


V 3 


y ⑴七 y /、 1 、 + e~ i27C； V 


(3) 


经 t 时间后发展成 


= 士 [e_ 膽 V 1 ) + e— ’ V 2) + e‘ i2n/3 e +iW/ V (3) • 


|{^k(0)| 2 =-[5 + 4cos 

y V * > 
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奇宇称 e- 2 ^ = 


偶宇称 




1 + 


2 ^0 
2kx 0 

A ) 


o 


如题图 11.41 所示，当々巧《1时，仅偶宇称有解&=户，更高一级 

灸=々(卜為） 

P 1 




E 


偶 



(1-料) 


2 


奇 


题图 1 L 41 


当尽 时，迭代得到近似解 

k=l 

2 

n 2 $ 


(IT 


-如 


E 


(1 不 e"^) 


式中不号对应于偶、奇宇称解.值得注意，对奇宇称 

E = —^^(i-eT〜 2 

Sm 

当 Xo 增大时下降，即使不考虑质子的斥力也已使系统不稳定，故不是束缚态解.本题只有 
两种极限情况下的偶宇称解. 


(2) 质子能量系统的总能量为 


(H) = E e+ T p +V p 


若采用绝热近似忽略质子动能7>， 代人V广 gf 200x 0 , 对尽 c Q 《l 情形 


由去㈤I 






0,得 


( 两 ) 2 (1- 网 ) 


400 


进而可得 




20 夕 


对 /^ d »! 情形 




由忐〈1 =0 , 


得 


h 2 


100( 你 ) 2 = e ' 瓶 》1 


0 


此时 
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= -|^ 3 e ^ + —= -^{px - 2 ) < 0 
dc^ v ^ 2 100 J Q 3 2 x 0 3 

即此极值点是极大点，不稳定. 

(3) 对0七《1情形，求得简谐振动的弹性系数疋为 

由― 3 

由此极易求得振动频率. 

另外，质子 动能〜| 足 (Ax) 2 《发々，电子动能一^―坳，故绝热近似成立. 

2 2m 

11.42 用 Schwarz 不等式证明不确定性原理，并证明最小不确定性态是 Gauss 

函数 


题 11.42 ⑴考虑积分/ = /(；1/乜) + (；1/乜)加，这里/， g 是一般的位置函数 ，雄 
实常数，证明 

// /dvj* + g*f)dv 

上式称为 Schwarz 不等式 . (2) 设！是两个可观察量的夸符，利用下式 

/ = (A — A ) y / 和 g = i (5 — B ) y / 

(其中 U 是 A ， B 在态 v 中的平均值)证明 

(AAf(AB) 2 > BA)^dvJ 

式中 M ， Afi 为 A 与 S 的不确定度 .（3) 证明知 Ac > A /2. ⑷证明若 4^ Ax =^/2, 那么 r 
是 Gauss 函数. 

证明 （1) 令 

M = f f*f 加 ， v = J/*gdv, w^jg*gdv 

则有 

I = j* ( 义 / + 裒 )*( 义 / + ^)dv = « ； l 2 +(v + v*)；l + >v (1) 

因为式 (1) 中被积函数处处只能大于或等于零，所以 

uA ^ + (v + v ) 又 + w > 0 (2) 

式 (2) 为实变量的一元二次不等式，满足的条件是 

4mv>(v + v*) 2 

即 

J/^vJ g*gdv >~[J(fg + g*/>dv] 2 (3) 

(2) 令/ = (4-办 = 代入式 (3) 左边，有 
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|[(A- A)y/\{A~ A)y/dvJB)y/\ i(B - I)^dv 


(4) 


2 / a t%\2 


= (MT(ABy 

在上面第二步中用到 A，5 是 Hermifc 算符 • 这时易算出式 (3) 的右边为 




(5) 


将式(4)，式 (5) 代人式 (3), 有 




(M) 2 (Afi) 2 >-^[A,5] 


(3) 令^去 S = x 有 


1^} = 1 


代人式(6)，有 


(Ap x f(Ax) 2 > ~(Vi) 2 | y Vdv = 士方 


2 


即 

Ap x Ax > njl (7) 

(4) 令 = 这不影响所求的结果，则有 

, ..dyf . 

f = -ih^- } g = vcy/ 

OX 

式⑺中的等号只有在; i/ + g=0 对所有的 X 都成立的情况下才是对的(其中;I为实常 


数)，所以条件成立时有 




即 


dy / 1 
6x Ah 


xy/ 


式⑻解为 


y/- Cexp(-x 2 /4A 2 ) 


式中 c 是常数， A 2 满足 


A 2 = ~ M /2 


尚有一个解 V = Cexp(x 2 /4A 2 ) 因为时，趋于无限而略去，这里;I应是负实数 ■ 

11.43 热平衡中的一维谐振子(混态)的位置概率函数 

题 11.43 处于温度为 T 的热平衡中的一维谐振子的位置概率函数是 
fM = -^ Z GX P (~ E n / Wu n 2 ( x ) ,这里 M n 是量子数为 W 的能量本征态，相应本征值为五„， 


Z = 2>p(-4/ 心 r ). 设 / ⑻ dr 为在 JC 〜: c + dx 间发现粒子的概率，这些粒子处于热平衡系 

n 

统中，是处于混态，在混态中不同 |n〉 态前的加权因子是 Boltzmann 常量因子.证明： （1) 


df 1 (Imm^ 2 (~E n 
— =- exp — - 

dx Z { h ) [ k B T 

』 If /if 2 (~E n 
心 U exp w 



4n + \ u n u n , 



W «-1«n 


U n u n+l ) 


式中 m 为质量，仿为角频率 •（2) f ( x )^ Cexp (- x 2 / 2 ( T 2 ), 这里 cr 2 =( 方/2訓 ；)coth (方 w/2it B r) ， 
C 是常数 .(3) 在高温 极限㈨ r》—),/ ⑶趋向经典形式. 


解 （1) 利用产生、湮灭算符 


a = (Imhd)) 2 (nuox^r ip) 
= (2mha)) 2 (nuox - ip) 


可解出 




同时可得到 


au n = 4n u n ^ , a f u n = 


^Jn + 1 


M n + 1 


因为 


d i fnw f 、 

a p = h ^ a _ a ) 


所以 


£ 




1 \ 2 m (0 

~ zi ~ Y ~ 


’一 E \ 

exp lj^K (⑽ "一 





%«卜1 


yfn + l 


« A + i 


类似有 


xf 


居? exp ㈤ _一、） 
店? exp d > “ 


(2) 因为式 (1) 中前一项的求和可改写为 

Z eX P [-'~ j ^^ n~l = Z eX P | -fv 

«=1 V K B l J m=0 V ) 


所以式⑴可改写为 


(1) 
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Ac 


Imco 


h 


1-exp 


-ho? 


S 


式中 


5= ^ Z ex p 


\ 




+ l 〜〜 +1 


类似有 


xf 


h 


2mm 


1 + exp 


-%6) 

l^r 


s 


比较式 (2)， 式 (3) 可知 


dx 


2 


xf 


式中 


h 


1 + &Kp(-ha)/k B T) 
2mco 1 - exp (-方 6?/ k B T ) - 


h coth n<0 


2mco 2k B T 


式 (4) 的解为 


f(x) = Cexp 


2 a 


式中(:为常数，由归一条件确定 


f(x)dx 


^是/0)的标准偏差，由式⑷可知它随着温度 r 升高而增加 

(3) 当方似 

2k B T 


coth(ha>/2k B T) 


ho ' 


且 M 


这样导致 


/(;c)->Cexp 


V 


ma) 2 x 2 

2k B T 


对于谐振子势中的粒子，其势能为 


V(x) = ^nuv 2 x 2 


所以有 


f 


/⑶ = Cexp 


V(x) 

k B T 


⑵ 


⑶ 


(4) 


这正是经典位置概率函数的表达式 Boltzmann 因子. 

讨论实际上处于温度 r 的热平衡系统的谐振子的密度矩阵为 p 

其中 |力 是能量本征值为的本征态，〈《 | 为 | 心的共轭态 n 




\n){n\!Z 


/ (x) =〈x I 小〉 = 去 2X Eb 1 〈♦〉 I 2 = 去 Z e 


- E n / k B T u 2 


n 


11.44 带电粒子在均勻磁场中运动时的产生、湮灭算符及能级 


题 11.44 —个质量为 m ， 电量为 e 的粒子在沿 z 轴方向的均勻磁场 Z? 中，在叮平面 
内运动 •⑴ 给出的粒子的 Hamilton 量是 //=+(/；- 螆) 2 ,其中 P 是广义动量，4是磁场 

Lit% 

的矢势，证明 


(2) 证明如下定义的算符 


p/+ ^iyp x -xp y ) + ~e 2 B 2 (x 2 -^y 2 ) 


b = im ^ 2 eBx + u > ^ r By - p \ 

心 ▲ 〔卜扣 41 


满足下列关系式 


bb 卞二 


fUD 2 


b^b 


ha ) 2 


式沖 0 = eB/m. 


⑶由此证明粒子的能量为五= n +- h &， 式中为正整数. 

. Z , 


证明 （1) 令 


2 ^* A y =-Bx, \ =0 


则由 B = 可得 5 = B^， 满足题意中的磁场要求 


由于 Hamilton 量是 


H =~(p-eA) 2 =—— {p 2 -lep^A + e 2 A 2 ) 
2m 2m 


将式 (1) 代入式 (2)， 同时注意到粒子动量朽=0,这时有 


2m 

⑵由匕 M 的定义有 


bb f 


Px 2 + Py 2 -^eB(yp x ~xp y )-^~e 2 B 2 (x 2 + /) 


P y X y 办 一也-孓仏 办 -Py 


2eBh\ 4 


e 2 B 2 (x 2 + y 2 ) + p x 2 + p y 2 + eB(yp x -xp y )^eB% 


上面最后一步用到了 [声， x] = f & ：y]= —成 [x-y] = 0. 
比较式⑶和式( 4 )，并注意到 = 所，有 


( 1 ) 


⑵ 


⑶ 


⑷ 
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hw 2 


( 5 ) 


类似的推导可得 


b f b 


H__l 

hw 2 


⑶式⑶与式⑹相减，可得 h 与 V 的对易关系再由式 (5), 式 (6) 相加可得 




+ 2 


由此可知，6和 V 同 Hamilton 量的关系与一维谐振子中的产生与湮灭算符 g 和 V 同 
Hamilton 量的关系相同，这一相同的关系导致本题中粒子的能量为 


E 


V 




11.45 相干态随时间的演化 

题11_45设一个质量为 m ， 角频率为历的一维谐振子在 r 为零时处于湮灭箅符《的本 
征态，本征值为《，即有 

aif/(x y 0 ) = ayr{x y Q) 


试证明 •• 




，式中如是归一化的谐振子波函数(量子数为 c 0 m 


化常数 . （ 2 )在以后的，时刻， KW ) 是 a 的本征值为 // exp (- i 砍)的本征态.⑶如果 
= ^ exp ( i />), 这里; I ，成实数，则有 


\¥{ x , t )\ 


2 




exp -(x-Xq ) 2 /2a 


式中， ^ = 2ct2cos(/7 - wt), a 2 = n/lmw . (4) 画出不同时刻 |# CM )| 2 的草图 


解 （1) 如果有 


ayf{x y Q)-ay/{x,Q) 


设的1，0)=艺<^〜，考虑到伽„ = A ，有 


W 00 C0 

E C n W n=Z C «^ M n-l =^Z C « 


由式 (1) 可知 


Cy =aC Qj ^2-~7T^i C 3 =~^C 2 =^^Cq 


S 1 Si 




这样，易看出 


( 1 ) 


yfnl 


Co 


于是有 


^ a n 


K ^ o )= c 0 y- 7 == T M 

n^o 


( 2 ) 


⑵在谐振子 Hamilton 量 作用下，有 


龄 C °L -(-_) = C '§X_i 


n + — 你 
2 


1 _ • 
C 0 exp ~ia>t J] 

^ / M 一 f% 


[aexp(-ia)t)] n 


(3) 


wy ^ 2 J 7 ^ ^ ^^ 

比较式 (2> 和式 (3 )， 可见，与 rU，0) 除一个相因子外，区别只在于由 aexp(-iv^) 
替代了 a， 由此可知 \ f /{ x y t ) 应为 a 的本征值为 aexp(-iwr) 的本征态. 

(3) 因为由定义有 


a = - 7 …… (mwx + ipx) =—— x + cr — 

yj2mhw 2a dx 


式中 (j 2 = h / lmw ，设 y = pCM) ，有 


ay /{ x , t )^ P \ f /{ x , t ) 


这里 


p-a txp(-iwt) = X exp(i0 )， 0 = p-wt 


将式 (4> 代入式 (5)， 有 


dw B x 

—^— = ^—ur - -w 

4c <j 2a 2 


式 (6) 的解为 


V^ = Cexp 


4 ct 2 


, i x 


式中 c 是与 X 无关的量.取式⑺的模方，有 


|H 2 =|c| 2 exp(-G) 


式中 


2 a ^ 




2 


2(7 


2Xx 


cos 沒 


2a 


j( x ~ 2< t / Icos 0) 2 - IX 2 cos 2 6 


令 


■*o = 2cr/lcos0 = 2<j/lcos(/?~ wt) 


由式 (8)， 式 (9)， 式 (10), 可得 


\wf =H 2 exp(2^ 2 cos 2 沒 ) exp -(x-Xq) 2 j[la 2 


由 a —条件可得 


(5) 


⑺ 


( 10 ) 


(id 


2 

c\ exp(2A 2 cos 2 0) 


V 2 tkt 


代人式 (11)， 有 
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\^/(x,t)f — exp[—0-%) 2 /(2 ct 2 ) (12) 

(4) 由式 (10) 和式 (12) 可知， | ㈣ W)| 2 是 Gauss 函数，它以不变化的形状作简谐运动，它 
的标准偏差即函数宽度是 cr ， 运动振幅为 2d U 是本征值振幅 ) ，运动草图如题图 11.45. 



题图 11.45 

11.46 求 N 个离子组成的环在自旋相互作用下的本征态与本征能量 

题 11.46 考虑一个由况个离子组成的环，每个离子的自旋为间隔相等•相邻离 

子受到 ara ^的作用，式中 oj •是第 f 个离子的 Pauli 自旋算符(任一离子被选为 

1)，/是常数.同时存在一个垂直于环的弱磁场，所以％有两个本征函数 offlA 系统的基 
态勒相应于所有自旋态都是 a 态.~态代表除了第 j 个离子处在/?态,其余态都处在 a 态.拭 

证明： （1) cr r cr M Zj =Zj j 关 i 或 j 关 i + 1 

= 2^ - Z M 

(2) 若 J = 是好本征值为丑的本征态，则有 

(E-EJC^JGUD 

1 

这里五0=]你.(3)若 C „^ l / V ^ exp (每 mi )， 这里 a 为离子间距离，那么 

E - Eq = 2 J ( l - cosqa ) 

解 ⑴可写成直积态 

Zj =邮供 … ap 严 … a N 義 

算符 arA +1 用其 H z 分量表示有 

a i ' a i+t = a ix a i+l,x + ^iy^i-t-hy + a iz^l,z 

又因为只作用在印态上， 对％ C />/) 不作用，且 

a b^i = Pi = -iPi - A 

^izPi = +A ^iyPi = ia i 

所以有 

(^ix^x + + a it a M,z ) a i a u\ = 、 PiPi+\- M + 1 + ) = ^a i+l 

这样就有 


又因为 


^i^i + iZj=Zj 


(汀 ix〜x +〒 i + l，y + + a^ M - 


所以当 /=/ 时，有 


•i • ^i+iZi - ^Zi+i ~ Xi 


(1) 


同理 ， j = M 时有 


)• ^i+lZi+l = ^Zi ~ %i+\ 


⑵ 


( 2 ) 由于 Z < r r cr M 為中有 W -2 项是 / 或都不等于《，这时圆括号内算符作用到 

</=1 / 

瓜上 仍为;只有两项 n = i 和/! = /+1的项作用后改变，由式(1)，式 (2) 可知 


Z ^ r^l Xn=^Xn^ ^(ZnA + X n+ l - ^X n ) 


因此，有 


1 ( N \ N 

E<V 〜1 Yj C nXn 
L V/*l 人 =1 

1 N N 

= ~^ JN Yj C nXn + J Yj C n{ 2 Xn ~ Xn-\ - Zn+i ) 


^nXn 


由式 (1) 办前的系数相等可得 


^-^) C n = J (2 C n - C n + l - C n _ 1 ) 


⑶若令 


Cn =~j^oxp(iqna) 


则 


c n + i = exp (㈣ C „ ， C“= cxp(-iqa)C n 


将式 (5) 代人式 (4)， 有 


( E - E 0 ) = 2/(1 — cos 穿 a ) 


11.47 中子干涉仪中最终千涉强度与其中一路磁场的关系 


⑶ 


(4) 


(5) 


题 11.47 中子干涉仪将一束单色热中子束分裂为径空间不同路径的两束，最后再会 

合到一起相干叠加(题图 11.47( a )). 在两条途径之一加上磁场，磁场会使中子自旋方向发生 

转动 • $ 器的设置使得在重新会合前，两束中子具有相等的强度，在没加磁场时两路具有 
等长的有效距离.取 x ， ％ z 为 Descartes 坐标，设《，肋义的本征态，⑴设人射中子束处 

于 a 态，常磁场 B 沿 x 轴方向加在其中一路上，证明经过时间/ =狀/2//„及(外是中子磁偶极 

矩)后这一路中子的自旋被颠倒 •（2) 自旋同样可以由沿: y 轴方向的 5( 同样强度)经过同样的 

时间来反转.在这两种情况下，中子经过磁场后中子的自旋波函数有无区别？在两种条件 
下，最终叠加后的自旋方向是什么？ （3) 若磁场沿 x 轴经过①（=狀/ 凡 ② 

其他条件都相同，在每种情况下，经过磁场的那束中子的自旋方向怎样？最终干涉强度有 
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区别吗? 






解 （1) 在题图 11.47 ⑻中 标有无磁场时中子束自旋的方向.因为磁场沿^轴方向，故 
磁场引起的 Hamilton 量 // = -//.B = -// n S， 其中//为中子磁矩，为磁矩的％分量.因此 

PV 的本征态 

(a + 夕) 

’ y /2 

即//的本征态，本征值相应为 

//„S 和—禹 fi 



题图 11.47(b) 


在£ = 0时，中子刚进入磁场时，自旋方向沿 Z 轴，自旋波函数为 

a 七 p 1 a-p 1 


^( 0 ) = a 

在//作用下，在？时刻波函数为 


V 2 V 2 V 2 ^ 


yf{t) = exp(-i 你 ) + a ^ exp(i6>0 = a cos cot - i^sin cot 


2 


2 


( 1 ) 


式中 


Hd) = ju n B 

当 t = a /2/^ B 时， 有 = f , 于是 = 这时离开磁场的中子束自旋方向沿 i 


轴. 


(2) 当磁场沿 y 轴方向，这时//的本征矢为 <r v 的两个本征矢，即 




a-ip 


本征值仍为凡5与 - Mn B 为中子磁矩^分量). 所以？ 时刻波函数为 


第 11 章其 他 


• 735 - 


= exp(-i cot) + a ^ exp(i@r) 


= acos0t- psmcot 


当妨 =| 时 ， ¥ { t ) = p , 离开磁场后，中子自旋方向也沿- z 方向. 

虽然这与 (1) 最后自旋方向相同，但自旋态却不一样，两者差一个相位因子 i ， 因此当 


和另一路不经过磁场的中子束(自旋态为为相干叠加后，两种情况的叠加后中子束的波函数 
分别为 

B 沿 x 方向 ⑵ 

^ = (a + p)j yfl 忍沿 : y 方向 （3) 


我们知道式 (2) 表示自旋沿 - y 轴方向，而式 (3) 的波函数表示自旋沿; c 轴方向. 

⑶①当 / = 狀/凡5时，姘=兀由式 (1) 可知 

y/{t) = 一 a 


这时虽然自旋转过 2; r ， 方向仍沿 z 轴正方向，但自旋波函数差一个负号，这也是纯量子效 
应.对于自旋是半整数的粒子都 适用. ②当 t = 2 nh // i „ B 时， wt ^2 n y 式 (1) 变为 

Wit ) = a 


即当自旋方向转过 4; r ， 粒子自旋波函数完全复原.自旋波函数的符号(相位因子)仅靠一束 
无法被测量到，但通过二束的干涉可被测量到. 0>清况下，两束中子相干相消，相干中子 
束强度 为零； 而②的情况下，相干光束相干相长，强度最大. 


11.48 奇偶相干态是为湮灭算符)的本征态 

题 11.48 试证明下面两种态为 a 2 的本征值为 d 的本征态 (a 为湮灭算符， a 为复常数) 

|«〉 e ， S h | af )'! 為2”〉 

Co ^yln+l 

>〉。=辦1 口^ +1 〉 

(上面 |a〉 e ,|a) o 常被称为偶相干态与奇相干态). 

解 

fl 2 |a) e =(coshljaf)"2f ； -^a 2 |2n) 

1 co In 

=(C0ShH)2 §#^ |2w - 2) 

co 2m 

=a2(cosh|a| ) 2 5 翼卜〉 

=^ 2 l a 〉 e 

类似有 

a 2 \a) o =a 2 \a) o 
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11.49 被约束在圆轨道上运动的粒子，在有无外磁场时的本征态、本征能量 

和磁矩，及它的顺磁能量与抗磁能量 


题11 .49 一个质量为 m ， 电量为 e 的粒子被约束在一个半径为 a 的圆轨道上运动.设 

为沿轨道的距离， （1) 证明波函数 

1 >»/、 1 


V27ta 


txp(inx/a\ 


yj2na 


exp(-inx/a) 


是 Schrodinger 方程的解，相应的本征能量为 


0 2 細 2 

这里《为零或正整数 .(2) 证明作轨道运动的粒子具有磁偶极矩 

.neh 


// = 土 


2m 


(3) 当一个垂直于轨道平面的均匀磁场 B 被加在轨道上，证明磁场可以用一个矢势4来描 
述 A 的方向与圆轨道相切，它的大小为 A = aB /2.(4) 对于确定的 n 值， （1) 中的两个波函 

数仍然是新的 Schrddinger 方程的解，但相应的能量本征值为 

E — Eq+E 1 +E 2 

这里 


= + 


nh 2 j 


E 2 


It 

2m 


hj = eA 


(5) 玢相应于顺磁能量，氏相应于逆磁能量. 

解 （1) 轨道中运动粒子的 Hamilton 量为 

H = ―― p 2 = 
2 m F 

所以 Schrodinger 方程孖 y = E 0 y / 可写为 


h 2 d 2 
2 m dx 2 


dV 

dx 2 


+ k 2 i // = 0 


这里 


2mE 0 

丁 


⑴ 


方程的解是 


式中 C 为常数， 


y/ = Cexp(iifcc) 
因为 x 与 x + 是同一点，所以有 

i/(x) = y/(x + 2nd) 


由此可知 


式中 n 为0或正整数 ♦ C 由归一化条件得出 


( 2 ) 
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k 2 = ImEjh 1 


( 10 ) 


由式⑻到式(9)，可得 


夺= 土 yju 2 一 w = i ( j 士灸) 


先不考虑归一化常数，我们得到 

W^r ( x ) = exp[i(j + 幻； c ]， y/_ (x) = exp[i(j’-^);c] 

由周期性边界条件 / ⑻= 7“ + 2仰），可得 


(ID 


j + k 


(对从 


j-k 


a 


(对 V -) 


( 12 ) 


将式 (12) 代人式(11)，则⑴中的两个波函数仍是此时 SchrMnger 方程的解，但能量却 
不一样了，由式 (10) 可知对％，有 


K 


—j ， E, 




2 m 




J 


对^，有 


K 


^ jy 


E 


ft 2 


一 + j 


这样有 


E ± —Eq + Ej + E 2 


这里 


E,=T 


nti 2 j 


五 2 


A 


ma ' 2m 

(5) 由关系式 ~ = eA&A = ai ?/2, 可知对于％态有 

nh 2 j neh 




2 m 


B--uB 


由式 (5) 可知，这正是轨道粒子原先的磁偶极子与所加的磁场的相互作用能即相应于顺磁能 

量. 因为丑的方向相同，所以五1小 于零. 对于 V - 态，粒子沿相反方向运动，反向， 

相互作用能为正值 .虼 的表达式为 

£ : 方 2 / = € 2 A 2 : e 2 a 2 B 2 
2 2m 2m 8 /n 

抗磁效应是磁场引起的磁偶极子的变化与磁场本身的相互作用.下面我们用经典的方 
法来计算这一相互作用能.假设磁场由零逐渐增加到最终的仇值，在磁场变化时要产生感 
应电场，由 Faraday 电磁感应定律有 

odB 


At 


2nas 


式中是感生电场，其方向和⑽方向成左手螺旋关系，如果粒子处于％态，速度为 V ， 则 
电场引起的动量变化为 


mdv- sedt =- dB 

2 


(13) 


由式(3)，式⑷可知粒子的磁偶极矩为 


第 11 章其 他 
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na 2 e eav 

u = - = —— 

^ r 2 

所以式 (13) 中动量的变化引起的磁偶极矩的变化为 

dju =—dv = -—dB 

2 4 m 

当磁场从0增加到 B 0 时，总的能量改变为 

= (14) 

^ Jo 4 m Jo 8 m 

去掉式 (14) 中 S 0 的下标， 可见五 2 = 五逆. 因为灼的公式中不包含&，所以再次让我们看到， 
在这种情况下量子与经典的结果一致. ' 

11.50 两束基态银原子如何区分是自旋纯态还是自旋混合态 


题11 .50 两束基态银原子，一束处于自旋混合态，一束为纯态.你能用 Stem-Gerlach 
实验装置检验出哪一束属于纯态或混合态吗？ 

解设纯态为 >〉= a |+> + A |-〉， 这里|+〉,|-〉为&的本征值为的本征态.若令 


a 


0 

2 


p 卜 sin 昏， 


0 < 0<71 


<p = aigfi - 


/ = ^(arg# + arga) 


则4> 可写为 


卜 〉= COS 




2 


e 


b/2 


K ) 


+ sm 


2 


y 2 l -) 


⑴ 


式⑴表示的态正好是 \ =S n 的本征值为+；^方的本征态，其中》= ( sin 沒 cos 私， sin 沒 sin 炉, 

▲ 

cos 的.所以对一个纯态来说，旋转 Stem - Gertach 仪器中的磁场方向总可以找到一个方向使 
银原子束通过时不再发生分裂，而混合态则无法做到这一点. 
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物理学，由于它在自然科学中所具有的主导作用，在人类文明史中，特别是在人类物 
质文明史中，占据着极其重要的地位.经典物理学的诞生和发展曾经直接推动了欧洲物质 
文明的长期飞跃. 20世纪初诞生并蓬勃发展起来的近代物理学，又造就了上个世纪物质文 
明的辉煌.自20世纪末到21世纪初的当前时代，物理学正在以空前的活力，广阔深入地 
开创着向化学、生物学、生命科学、材料科学、信息科学和能源科学渗透和应用的新局面. 
在本世纪里，物理学再一次直接推动新一轮物质文明飞跃的伟大进程已经开始. 

但是，发展到目前的物理学宽广深厚，累积的知识浩激无根.教授和学习物理学都是 
一 个相当艰苦而漫长的过程.在这个漫长过程的许多环节中，做习题是其中必要而又重要 
的环节.做习题是巩固所学知识的必要手段，是深化拓展所学知识的重要练习，是锻炼科 
学思维的体操.习题对于教师和学生双方都是重要的. 

然而，和习题有关的事都是很不起眼的事.在有些人眼中，求解和编纂练习题是全部 
教学活动中相当次要的环节.习题集也确实是所有著作中“最低层”的，是大约只有“傻 
子”们才肯做的事，“聪明人”常会找诸如习题集不应当出之类的理由，光明正大地规避 
掉. 

但是，在教授和学习过程中，只要是需要的，都是合理的，也总得有人去做才行.于 
是我们编委会的这些人，本着甘为孺子牛的精神，平时在科研和教学中一道题一道题地积 
累，现在又一道题一道题地编审，花费了大量时间做着这种不起眼的事.大家觉得，这件 
事终究是教与学双方共同需要的，也就是有益的 • 正如一个城市基础建设中，不能都去做 
地面上的摩天大楼和纪念碑等“抢眼球”的事，也还需要做诸如修建马路、下水道等基础 
设施的事， 

这套《物理学大题典》的前身是中国科学技术大学出版社出版的《美国物理试题与解 
答》丛书 (7 卷 >• 那套丛书于20世纪80年代后期由张永德发起并组织完成，内容包括普通 
物理的力、热、光、电、近代物理到四大力学的全部基础物理学.出版时他选择了 “中国 
科学技术大学物理辅导班主编”的署名方式.自那套丛书出版之后，虽历经10余年，仍然 
有不断的需求，于是就有了现在的这套丛书——《物理学大题典》. 

现在这套《物理学大题典》丛书的内容，除继续涵盖力、热、光、电、近代物理到四 
大力学全部基础物理学内容之外，还包括了原子核物理、粒子物理、凝聚态物理、等离子 
体物理、天体物理、激光物理、量子光学和量子信息物理等内容.就是说，追踪不断发展 
的科学轨迹，现在这套丛书仍旧大体涵盖了综合性大学全部本科物理课程的内容. 

这次重新编审中，大部奋鉸师仍为原来的，但也增加了一些新的 成员. 这次出版经大 
家着力重订和大量扩充，又耗时近两年 而成. 总计起来，这套丛书前后历时近20年，耗费 
了 30余位富有科研和教学经验的教授、近150位20世纪80年代和现在的研究生及高年级 
本科生的巨大辛劳.丛书确实是大家长期共同劳动的结晶. 

《物理学大题典》中包括了大量的美国物理试题.一般说来，美国物理试题涉及的数 
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学并不繁难，但却或多或少具有以下特色：内容新颖，富于“当代 感”； 思路灵活，涉及 
面 宽广； 方法和结论简单而实用，试题往往涉及新兴和边沿交叉 学科； 不少试题本身似乎 
显得粗糖但却抓住了物理本质，显得“物理味”很足.纵观选些，我们深切感到，这些题 
目的集合在一定程度上体现了美国科学文化的个性及思维方式的特色.惟鉴于此，我们不 
惮繁重，集众多人力而不怯，耗漫长岁月而不辍，还是值得的. 

至于这次扩充修订所增添的大量题目，也是本着这种精神，摘自大家各自的科研工作 
成果，或是来自各人的教学心得，实是点滴聚成. 

这里要强调指出，对于学生，确实有一个如何正确使用习题集的问题.有的同学，有 
习题集也不参考，咬牙硬顶，一个晚上自习时间只做了两道题.这种精神诚应嘉勉，但效 
率不高，也容易挫伤学习积极性，不利于培养学习 兴趣； 也有的同学，逮到合适解答提笔 
就抄，这样做是浮躁的、不踏实的.这两种学习方法都不可取.我们认为，正确使用习题集 
是一个“三步曲” 过程： 遇到一道题，先自己想一想，想出来了自己做 最好； 如果认真想 
了一些时间还想不出来，就不要老想了，不妨翻幵习题集找答案，看懂之后，合上书自己 
把题目做 出来； 最后一步，要是参考习题集做出来的，就用一两分钟时间分析解剖一下， 
找找自己存在的不足，今后 注意. 如此“三步曲”下来，就既有效率又踏实了.本来，效率 
和踏实是一对矛盾，在这类“治学小道”之下，它俩就统一起来了.总之，正确使用之下 
的习题集肯定能够成为学生们有用的“爬山”工具. 

丛书这次重订扩充工作是在科学出版社胡升华博士的倡议和支持下进行的，没有他的 
推动，这套丛书面世是不可能的.同时，在这次重订扩充工作里，我们得到了中国科学技 
术大学的部分教学资助，以及编委会中郭光灿和周又元两位院士和刘万东教授的支持.对 
于这些宝贵的支持，谨表示深切感谢. 


《丛书》的最子力学卷共计11章，题目总数由原来380道增扩为707道.題目来源是 
一些国际著名大学(包括哥伦比亚大学、加州大学伯克利分校、麻省理工学院、威斯康星大 


学、芝加哥大学、普林斯顿大学、纽约州立大学布法罗 分校) 的试题和习题， CUSPEA 考试、 
丁肇中考试试题 ，一 些量子力学习题集(作者分别是 H . Mavromatis , G . L . Squires , D terHaar , 
康斯坦丁内斯库等 ， B . M . rajinmodi 等，以及钱伯初 等)， 部分量子力学教材(朗道、张永 
德、曾谨言等)，另有相当一部分是我们自拟的. 


前后近20年中，参加本卷解题的人有任勇、戴铁生、萧旭东、周苏闽、王力军、何小 
东、孟国武、斯其苗、袁卡佳、何广梁、缪凌、康绍强、张洪、陈一新、杨仲侠、宁销、 
吴盛俊、 画东| 、赵博、赵梅生、杨洁、张强等.其间也听取过马雷、唐忠、潘建伟、刘 


乃乐、吴建达等人的意见.为了丛书行文简洁，书中不再另行指出他们姓名.另外，戴铁生、 
郁司夏、赵博、赵梅生、杨洁、张强、曾树祥和王立志分别承当过部分审校、抄写和计算 
机输人工作.编写期间曾承俞礼钧教授提供过资料.本卷前5章由柳盛典负责编写，后6 
章由吴强负责编写，然后再经交换 审阅. 全书由张永德统稿并断续地校阅过. 


编审者谟识 
2(X)5 年 5 月 



题意要览 


1.1 几个常见数值. 

1.2 基本量的数值估计- 

1.3 几个重要数值的量级. 

1-4 几个重要实验的意义. 

1.5 电子的双缝干涉. 

1.6 电子、中子、光子的 deBroglie 波长. 

1.7 原子的稳定性. 

1.8 光子衰变. 

1.9 电子偶素的衰变. 

1.10 光波的反射与折射. 

1.11 de Broglie 波的相速与群速. 

1.12 考虑相对论修正后电子的 de Broglie 波长. 

1.13 de Broglie 波长的计算. 

1.14 电子显微镜的分辨率. 

1.15 波函数的归一化. 

1.16 粒子的径向分布与角分布. 

1.17 验证不确定性关系. 

1.18 利用不确定性关系限深方势阱中的粒子的基态能量 • 

U 9 波函数的归一化及7、7的计算. 

1.20 自由粒子动量和动能平均值的计算. 

1.21 流密度算符. 

1.22 电子 Young 双缝实验与测量公设. 

1.23 测量公设例 (1). 

1.24 测量公设例⑵， 

1.25 测量公设例 (3). 

1.26 能量守恒. 

1.27 —维束缚态无简并. ‘ 

1.28 —维束缚态的性质. 

1.29 宇称(空间反演)算符. 

1.30 在 Hamilton 量定态分立谱中动量的平均值恒为零. 

L31 广义 Virial 定理. 

1-32 广义 Hellmann-Feynman 定理. 

133 [ 又云] + = 0时，在 Hermite 算符 A 的分立谱本征态下 B 的平均值为零. 
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1.34 [ h . A ] =0时能量本征态的性质. 

- -J+ 

1.35 算符函数的展幵. 

06坐标算符本征值谱的讨论. 

137动量算符本征值谱的讨论. 

1.38 坐标平移算符的本征值及本征态. 

1.39 轨道角动量算符&的 Hermite 性条件. 

1.40 Kubo 恒等式. 

1.41 压缩箅符的转置及 Hermite 共轭算符. 

1.42 算符■的转置及 Hermite 共轭 算符. 

or 

1.43 对 Hermite 算符 A ， 身，算符 ( A + i ^) 2 Hermite 性的条件. 

1.44 压缩算符在 X 表象中的表示. 

1.45 压缩相干态在 jc 表象中的表示. 

1.46 压缩态的另一种形式. 

1.47 Fourier (积分)变换的性质. 

1.48 动量空间的 Schr 5 dinger 方程. 

1.49 + 的本征态. 

1.50 算符 ; c + ^的本征态. 

6x 

1.51 两反对易算符存在共同本征态的条件. 

1.52 线性箅符在连续谱表象中的矩阵元——积分核 .. 

1.53 算符丄和4的积分核. 

r r 

1.54 算符£的炙疗，1的积分核， 

L 55 已知算符£积分核的形式，讨论 £& H e rmit e 条件. 

1.56 两对易算符的积分核之间的关系. 

1-57 与 Ip 都对易的算符为常数算符. 

1_ 58 积分核形如 FC ^) = / Cc )/*( jc ，) 算符的本征值、本征态. 
i .59 若 7 ty /{ x ) = v (-文)则 n < p { p ) = < p {- p ). 

L 60 算符函数在连续谱表象中的矩阵元—— 积分核_ 

1.61 投影 定理. 

1.62 投影算子. 

1.63 投影算子的积分核. 

1.64 投影算子的形式. 

1.65 力学量平均值对时间的二次微商. 

1.66 坐标算符平均值对时间的二次微商. 

1.67 算符整函数与夂戶的对易关系. 

1.68 Baker-Hausdorff 公式. 
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1.69 Glauber 公式. 

1-70 对易关系的一个重要结果. 

1.71 矢量算符的点乘积、叉乘积与标量算符的对易关系. 

1.72 轨道角动量算符与整函数算符的对易子. 

1.73 轨道角动量与动量算符的两个代数关系. 

1.74 矢量算符与角动量算符的一般代数关系. 

1.75 /?，沪的代数结果. 

1.76 L , P , 戶的混合积与二重叉积. 

1.77 关于£，卢的几个代数关系. 

1.78 Schmidt 正交化方案. 

1.79 算符的逆. 

1.80 算符的导数. 

1.81 Virial 定理的应用. 

1.82 态随时间的演化. 

1.83 力学量平均值随时间的演化. 

2.1 自由粒子波包的扩散. 

2.2 自由粒子运动的普遍解. 

2.3 粒子在一维无限深方势阱中的运动. 

2.4 —维盒中的粒子. 

2.5 平面转子. 

2.6 禁闭在一维盒中电子对器壁的压力. 

2.7 半壁无限髙方势阱. 

2.8 H = 的求解. ’ 

m 

2.9 —维束缚态的逆(反散射)问题 (1). 

2.10 一 维束缚态的逆(反散射)问题 (2). 

2-11 —维束缚态的逆(反散射)问题 (3). 

2.12 — 维束缚态的逆(反散射)问题 (4). 

2.13 半壁无限深和有限深对称方势阱存在束缚态的 条件. 

2.14 5势阱的束缚态. 

2.15 占势阱的束缚态中，使粒子处于的概率为 I / 2 的 而值. 

2.16 ⑻’ _ a<X<Q0 . 

①， ;c<-a 


2.17 一维束缚态逆问题. 

2.18 V ( x ) = - aS ( x ) + V \ 

2.19 y ( x ) = J °° ， 

\aS(x-a/2) 9 



文 <0 
^>0 


x<0,x> a 


0<x<a 
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2.20 处于谐振子叠加态的 <巧. 


2.21 


V ( x ) = 


V 0 S ( x ), 


x>-d 

x<-d 


222 Dirac 梳， 

2.23 双 5 势垒中的共振态能级. 

2.24 5 势阱中粒子波函数系数矩阵. 

2.25 在动量表象中求解 5 势阱束缚态问题. 

2.26 粒子在非经典区的概率(谐振子基态). 

2.27 粒子在对称方势阱中运动，阱口刚好出现一条束缚态能级的条件. 
2.28 van der Waals 力势场中的束缚态 . 

2.29 限制在圆周上运动且存在一个在势垒的束 缚态. 

2.30 限制在一段圆弧上运动的粒子. 

2.31 计算散射势垒的宽度. 

2.32 谐振子基态为最小不确定性态. 

233 谐振子能量本征态的演化. 

2.34 谐振子随时间的演化 (1). 

2.35 谐振子随时间的演化 (2). 

2.36 谐振子势中心加一个很髙很薄势垒. 

2.37 与给定的谐振子本征态能级相邻的本征态. 

2.38 i 皆振子随时间的演化. 

2.39 谐振子基态和第一激发态波函数在 p 表象中的形式. 

2.40 两个能量本征态的能级差. 

2.41 对势场 V ( x ) = F 0 ( x / fl ) 2 % 用不确定性关系估计基态能. 

2.42 —个关于一维 Schr5dinger 方程本征值的定理. 

2.43 束缚态存在定理. 

2.44 —维势存在束缚态条件的讨论. 

2.45 双势阱中态的一些讨论. 

2.46 —维反散射问题. 

2.47 自由粒子波包随时间的演化. 

2.48 自由粒子波包随时间演化的极限形式. 

2.49 83 Bi 212 的衰变的量子模型. 

2.50 V ( x )~ ~ g[S ( x ~ a)^S ( x + a )]. 

2.51 方势阱的透射. _ 

2.52 势阱的透射和反射. 

2.53 势阱的反射. 

2.54 粒子自势阶方向人射时的透射、反射. 

2.55 势阶反射 比率. 

2.56 势垒的透射_ 


题意要览 


2.57 一 维散射的能量守恒. 

2.58 v(x)= -vosech 2 jc 的 S 矩阵. 

2.59 中子束在平板上的反射. 

2.60 光学(虚)势的吸收系数. 

2.61 Galileo 变换下 Schr5dinger 方程的解. 

2.62 在 p 表象中求解^势垒的透射概率. 

2.63 在 p 表象中求解双5势垒的反射、透射系数. 

2.64 Dirac 梳的全 反射. 

2.65 受冲力⑺作用的谐振子基态. 

2.66 谐振子势场的突变. 

2.67 重力场中粒子的能量_ 

2.68 一维 Ising 模型. 

2,69关于 Dirac 梳的计算. 

2.70 由算符满足的最低阶方程求本征值. 

2.71 电荷算符与“电荷共辄”算符. 

2.72 算符本征态的完备性与可观测量 Hermite 性的应用 
2.73 能量表象中的求和规则 (1). 

2.74 V(x) = V 0 f---). 


2.75 

2.76 

2.77 

2.78 

2.79 

2.80 


2.81 

2.82 

2.83 

2.84 

2.85 


2.86 U(x) 


2.87 

2.88 
2.89 


氨分子钟工作原理. 

能量表象中的求和规则 (2). 

能量表象中的求和规则 (3). 

力学量的时间导数在能量表象的矩阵元. 

在动童表象中求解均勻力场中运动粒子的定态波函数, 

在均勻力场中运动粒子与^的关系. 

中子与反中子互相转变. 

表象与表象变换例 (1). 

表象与表象变换例 (2). 

由不确定性关系求最小不确定性态. 

U(x): —• 

1十 e _ 似 

r 7 / _ Uq 


晒 

cosh 


幺正算符与幺正矩阵， 

Heisenberg 表象中算符运动方程. 

幺正算符的时间导数. 


2.90 积分 方程邱 )= S ⑼ + i A , J o B ( r ) dr 的解 
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2.91 入射至半壁无限髙势阱粒子的入射波和出射波的相位关系. 

2.92 能量表象中的求和规则 (4). 

3.1 中心力场中有一定轨道角动量的定态中， ( r ) = 0.. 

3.2 Landau 險落. 

3.3 原子单位. 

3.4 三维无限深势阱. 

3.5 “夸克”禁闭. 

3.6 被空穴束缚的电子吸收谱的最大波长. 

3.7 处于无限深球方势阱基态电子对器壁压力. 

3.8 粒子在两个不可穿透的同心球壳中的运动. 

3.9 谐振子基态是最小不确定性态. 

3.10 中心力场运动粒子各能级径向波函数的结点数. 

3.11 三维各向同性谐振子能级的占有数和简并度. 

3.12 三维耦合谐振子. 

3.13 对数势中运动的粒子. 

3.14 氢原子受一无限高势壁的作用. 

3.15 氢原子波函数随时间的演化. 

3.16 电子偶素. 

3.17 电子在势场 V = kr ， A: >0 中运动. 

3.18 重夸克之间近似相互作用势 V ( r ) = A + Sr . 

3. 19 质子和中子通过交换 f 介子产生近似的吸引势 V(r) = 

d 

3.20 中心力场束缚态的一个重要关系. 

3.21 有限深球方势阱中的束缚态. 

3.22 有限深球方势阱存在束缚态的条件. 

3.23 在势 = X< °' 中运动的粒子，计算其 Green 函数及 

[0, x >0, y,z 任意 

\G(ryjf, 

3.24 电子在不可穿人的导体表面上方的运动. 

3.25 非相对论电子在无限大接地、不可穿透导体上方的运动. 

3.26 粒子在势场 V ( r ) = -^ •中运动，由不确定性关系估计其基态能* 

3.27 粒子在球势阱 V ( r ) = - W ( r - fl ) 中运动. 

3.28 7( r ) = -^~4, 0， A > O )， 粒子的能童本 征态. 

r r 

3.29 三维各向同性谐振子与 Coulomb 场束缚态径向方程的联系. 

3.30 V{r)^Xr\ -2< v < oo 的 v >0 和 v <0径向方程的联系. 

3_31 V(r) = Xr\ - 2 < v < oo 的能级量纲构 造式. 



题意要览 


3.32 V(r) = ； lr v , -2<v<o) 势场，粒子在半径为 a 的球面内出现的概率. 
3.33 中心势场， 若^>0, 则 J ^( V -〈 V 〉 ydr <0_ 

3.34 类氢离子处在束缚态计算 2 = - l ，-2，-3. 

3.35 类氢离子的 Kramers 递推公式. 

3.36 三维各向同性谐振子的本征态中的递推关系. 

3.37 原子核的突然衰变. 

3.38 用不确定性关系估算氦原子的基态能量. 

3.39 估算核力的力程. 

3.40 对于氢原子基态，验证不确定性关系. 

3.41 类氢 离子〜 =0态的讨论. 

3.42 氢原子 '=0 态，电子在经典禁区外的概率. 

3.43 氢原子态 s 态中计算 Ax ，. 

3-44 碱金属价电子受屏蔽势作用时的能级. 

3.45 中心力场等效势的讨论. 

3.46 双原子分子，分子内部运动能级的近似表达式. 

3.47 Morse 势的 s 态解. 

3.48 有限深球方势阱的一般讨论. 

3.49 n - p 体系束缚态. 

3.50 介子的弹性袋模型. 

3.51 二维和三维中心力场能量本征值的对应关系. 

3.52 在无限长圆筒中运动粒子的能量. 

3.53 中心力场束缚态能级对磁量子数 m 简并. 

3.54 中心力场存在束缚态的充分条件. 

3.55 氢原子定态波函数径向部分在动量表象中的形式. 

3.56 粒子在 Kratzer 分子势中运动束缚态解. 

3.57 三维中心力场的“反散射”问题 (1). 

3*58 三维中心力场的“反散射”问题⑵. 

3.59 一维氢原子的束缚态解. 

3.60 氢原子 ls ，2 s ，2 p 态在动量表象中的形式. 

3.61 氢原子中电子的电矩. 

3.62 刚性球半径突变时处于球内的粒子. 

3.63 粒子在 Hulthen 势中束缚态能级的不等式， 

3.64 无自旋粒子在柱对称势下运动的讨论. 

4.1 角动量的对易关系. 

4.2 角动量的升降算符. 

4.3 在/、 A 的共同本征态下，求〈 I 〉、〈4>及么人. 
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4.4 在/、共同本征态 | y ，％> 下，求〈人〉、 ( j b 2 ). 

4.5 在/、忑表象的 j = l 的子空间，'的矩阵表示及本征值与本征态. 

4.6 在 ）=1 的子空间中，证明#= 人. 

4.7 在 /、 / z 共同本征态中， 4、 易取±讲汸的概率相同. 

4.8 在 I 2 、 4 的共同本征态|如> 中， g 的平均值. 

4.9 在^态下， A 的可能值及相应概率. 

4.10 与角动量•/对易的标量算符在中的平均值与量子数 m 无关. 

4.11 角动董的投影定理. 

4.12 角动量算符和矢量算符的几个代数关系. 

4.13 a n 的本征值与本征态. 

4.14 自旋4粒子，％的可能值及相应概率. 

4.15 与 a 的三个分量都对易的非零二维矩阵必为常数矩阵. 

4.16 不存在与的三个分量都反对易的非零二维矩阵. 

4.17 SC / 2 矩阵的一般形式. 

4.18 同位旋算符 r . 

4.19 (€ r - A )(< T * J ») = AJ ? + i < r ( AxB ). 

4.20 Tr ( cr - A ), Tr [( cr . A )(< r . B )]. 

4.21 < r(a • A)-A = A ~(< r * A )< r . 

4.22 e lAtTz = cos 1 + ia z sin 1. 

4.23 e i<7A m e ifr - A e io " B . 

4.24 计算 

4.25 Q l ^< r&~ a<7n = na n +( nxo , ) xncos 2 A + nxasin 2/ l . 

4.26 a ± =<7 x ± ia y 的一些代数结果. 

4.27 自旋态 I $ 的投影算子. 

4.28 自旋极化矢量在均勻磁场中的动力学方程. 

4.29 在％ 本征态下的自旋极化矢量. 

4.30 s = 4 时极化矢童与投影算子的关系. 

4.31 在自旋态卜〉中，测得 s = 去粒子处于⑷态的概率. 

4.32 由测童结果确定自旋态. 

4.33 轨道、自旋和总角动量之间的一些代数关系. 

434总角动量的投影算子. 

4.35 A 对 ( L 2 ， J 2 ， J 2 ) 共同本征态的作用结果. 

4.36 在态心下/ 2 、 及的 可能值及相应 概率. 


题意要览 


4.37 在 (L 2 J 2 J z ) 的共同本征态下求 〈 a ). 

4.38 在态下求总磁矩分量 // z 的平均值. 

4.39 %满足的最简单代数关系. 

4.40 自旋交换算符. 

4.41 两个自旋4粒子的两体算符的展开. 

4.42 两个自旋 | 粒子的 Pauli 算符的一些代数结果： 

4.43 两个自旋$粒子自旋算符和总自旋算符的一些代数结果. 

_ 

4.44 张量算符 S 12 = 3(0^ - n )(< T 2 ' n )- a } a 2 

4.45 两电子原子处于自旋单态时， I - S 稱合对能量无贡献. 

4.46 两个非全同粒子的自旋状态中， S 2 的可能测量值及相应概率. 

4.47 两个自旋4粒子系受均匀外磁场作用时的能级. 

4.48 三个自旋4粒子系统求体系的能级和简并度. 

4.49 对于两个自旋 | 粒子系的自旋单态;，^^00=0及〈/00|<^|^)0〉= 0. 

4 * 50 (zooK^i ' a )( a 2 '^)Uoo} = 十务 

4.51 L 2 , L z ， 与 n ± ,/?3 的对易子. 

4.52 Padi 矩阵的一些性质. 

4.53 5 = 1的自旋算符的代数结果. 

4.54 角动量矩阵的本征值. 

4,55 a z 表象中 a ，, cr y 的本征态. 

4.56 在态 v + 中，总角动量及的期望值. 

4.57 对1 = 2良5 =访的粒子 ， H = 的能级及简并度. 

4.58 电子在 y = sit ^ + cos £^ g ( r ) 态中，^的可能值及概率. 

4.59 ( jmjU ( Ay ) lJm f ). 

4.60 两个自旋 | 粒子相互作用/ = a +岣 . cr 2 在規合与非耦合隸中的矩阵表示_ 

4.61 两粒子系#、4及，的可能值_ 

4.62 在给定的空间态中，£?，、的值. 

4.63 自由碳原子的电子组态. 

4.64 从带负电的全同的1的两粒子代替氦原子中电子求其基态简并 • 

4.65 电子自旋态的测量. 
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4.66 算符的本征值、本征态. 

4.67 三个自旋非全同)粒子系 Hamilton 量的求解. 

4.68 —个自旋为1的粒子 // = A \+ B \ 2 的能级. 

4.69 两个自旋4粒子系 Hamilton 量的求解. 

4.70 激发态原子二次发射的光子之间的关系. 

4.71 磁场中电子的自旋态. 

4.72 磁场中自旋$粒子的自旋态. 

4.73 磁场中自旋$粒子的 I . 

4.74 的解. 

_ M 

4.75 自由碳原子存在 U 精细结构耦合时，各可能态的 S , L ，/ 值及重数, 

4.76 7 c "+ d->n + n ? 中子对的轨道和总角动量. 

4.77 — A + K _ 中的角动量问题. 

4.78 两角动 量 / sl ， 厶的 C - G 系数. 

id 

4.79 电子在外磁场中运动时的自旋态及平均极化率. 

4.80 电子处于外磁场中时沿 ; c 和^方向的极化. 

4.81 两个自旋4粒子系在给定态下，总自旋 S =0 的 概率. 

4.82 与电子自旋有关的测量问题. 

4.83 为什么氘核不存在 P 态和 G 态. 

4.84 Stern - Gerlach 装置中的电子. 

4.85 处于基态的碱原子通过 Stem - Gerlach 装置. 

4.86 自旋 | 粒子束相继通过两个 Stem - Gerlach 装置. 

4.87 Stem-Gerlach 试验(银原子). 

4 .88存在自旋-自旋相互作用两个自旋 j 粒子系，在外磁场中情况讨论 • 

4.89 处于 2 化 2 态氢原子在弱和强外磁场中的有效磁矩. 

4.90 磁矩为 M=p 0 = 1/2) 在外磁场中的〈5〉. 

4.91 磁共振问题 (1). 

4 ,92磁矩/! = 粒子处于磁场 B = B 0 c 7,+ B x a x 中状态随时间的演化. 

4.93 磁共振问题 (2). 

4.94 中子束相继穿过两个方向不同磁场时，自旋态的演化. 

4 . 95 原子在外磁场中 Hamilton 量中各项的意义. 

5.1 速度算符及各分量间的对易关系. 



题意要览 


5,2 !和苎. 
dt dt 

53 自由电子在外磁场中的 Hamilton 量. 

5.4 带电粒子在均匀磁场中运动的轨道中心算符. 

5.5 带电粒子在均匀磁场中运动的轨道中心算符和轨道半径的本征值谱. 

5.6 电荷密度和电流密度算符. 

5.7 带电粒子在均勻磁场及三维各向同性谐振子势场中的能谱. 

5.8 限制在圆周上的带电粒子处于磁场中时的能级. 

5.9 磁通量量子化. 

5.10 对称规范与不对称规范. 

5.11 Pauli 提出的全面地反映电子在电磁场中的运动的 Hamilton 量. 

5.12 带电粒子受均勻电场作用时的含时 SchrMinger 方程. 

5.13 处于均勻磁场中无自旋带电粒子的能级. 

5.14 带电粒子在恒定相互垂直电磁场中运动. 

5.15 中子的旋量干涉. 

5.16 Aharonov-Bohm 效应 • 

5.17 将 Bohr - Sommerfeld 关系推广应用到有电磁场存在的情况. 

5.18 规范变换对波函数的影响. 

5.19 三维刚性盒中电子受一均勻磁场作用时的能级. 

5.20 导体圆环处于磁场中，在此环中运动电子的基态与外磁场的关系. 

5.21 时间反演不变时，波函数的时间反演形式. 

5.22 有自旋的带电粒子在均勻磁场中低速运动时的 Hamilton 量. 

5.23 中子干涉问题. 

5.24 处于 2 p 态氢原子在外磁场中，计算 

5.25 不带电荷磁矩为#粒子被约束在 (- L ， L ) 的无限深势阱中，在; c <0 区加 磁场各 仏，在 
x > 0区加磁场 S c e x ,求能量本征态及能级方程. 

5- 26 带电粒子在磁通为#的长螺线管穿过半径为及的双环中运动时，能级及本征函数. 

6.1 用微扰论计算椭球状刚性势阱中基态能量修正. 

6.2 微扰论计算切去一角的无限深阱中前三态的能量修正. 

63微扰论计算一维谐振子基态能量的相对论修正. 

64 Coulomb 场中电子在微扰势 V 微扰 = f ( r ) xy 作用下，能级的变化- 

6- 5 一维无限深势阱中有一小势阱时的基态能量一级修正. 

6.6 微扰论计算有两个小势垒的无限深势阱中能量一级修正. 

6-7 微扰论计算有一个小势垒的无限深势阱中的基态能量. 

6-8 微扰势 一 维谐振子基态的能量修正. 

6.9 弹性球在缓慢移动墙之间运动时能量随时间的变化. 

6.10 在一维无限深阱中突然加上方势垒后电子的跃迁. 

6-11 一维带电谐振子放人电场后基态能量的移动. 
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6.12 一维谐振子在 a / 微扰时，能量的最低级修正. 

6.13 —维谐振子在与时间无关微扰下的能量修正. 

6.14 —维谐振子在微扰 V ( jc ) = ~ kx 2 ^ cx A 下的基态能量改变. 

6.15 一位谐振子在微扰作用下，能量二级修正. 

6.16 电场使带电谐振子能量降低. 

6.17 小角度单摆的能级及小角度近似误差产生的基态能量的最低阶修正. 

6.18 刚性转子在弱电场中的能量修正. 

6.19 双原子分子的转动能级及其在弱电场中的能级移动. 

6.20 电偶极矩为的刚性转子在弱电场中的三个最低能级 • 

6.21 两端带电均匀棒的转动能级，本征函数及其在电场中的能量修正. 

6.22 对称陀螺的能级及稍不对称时能级的修正. . 

6.23 用微扰论与变分法分别计算氦原子的电离能. 

6.24 粒子在周期势 V=V 0 cosf¥^| 中的本征态及 R 很小时的能量本征值. 

6.25 周期性边界条件下一维运动电子的定态及其在微扰 V ( x ) = f cos 私下的能量 
修正. 

6.26 带电谐振子在微电场中的能移及电偶极矩. 

6.27 求氢原子 ls ，2 p 态能级的 Lamb 位移. 

6.28 电子偶素 〖 s 基态中单态与三重态的能级差. 

6.29 氢原子结合能. 

6.30 氢原子的 Is 态和 2p 态. 

6.31 原子中的电子能级. 

6.32 核的有限大小效应对基态能量的影响. 

6.33 71+ 原子的 Is 、2 p 态之间的能级差. 

6.34 M 介子原子由于核体积的有限性产生的能移. 

6.35 定性解释 Pauli 原理对能级的影响，给出氦原子态能级的微扰公式. 

6.36 圆周运动的粒子在微扰势孖、 Asin^cos^ 下的最低两个态及其能量修正. 

6.37 电子在 = x >0; = x <0 势中的基态能级，及基态能量的 Staric 

X 

移动. 

6.38 讨论和计算氢原子基态的 Stark 效应. 

6.39 为何氢原子激发态有线性 Stark 效应，而钠原子職态只有二次 Staric 航 
6.40 计算 Staric 效应引起的氢原子 S 〖 /2 , P 1/2 , P 3/2 态的能级变化. 

641 说明普通原子与氢原子 Stark 效应的区别及四个氢原子态的 Stark 能移， 

6.42 只剩一个电子的离子的 Zeeman 分裂与一阶 Stark 效应. 

6-43 用微扰论计算在弱电场时，氢原子 n = 2能级的简并消除与能移. 

6.44 类氢原子在均勻电场、磁场中 n = 2 的能级的分裂. 
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6.45 氢原子处于相互垂直的电、磁场中，求决定能移的方程 • 

6.46 用微扰论证明单电子原子在磁场中的能量改变. 

6.47 n = 2 的氢原子在静电场 s 中能级的分裂及讨论. 

6.48 假定上题中的％ 1() 和《 2 00具有不同的 能级炉 +」，炉-」，证明 

' h (0 Uh (1) 相应的矩阵有本征值五 0 土 Va 2 +」 2 • 

6.49 核视为带电球壳时绕铅核转动的 / T 介子的基态能量变化. 

6.50 以 e _& 为尝试波函数，用变分法求氢原子基态能级上限. 

6.51 处于一维盒中的两个非全同粒子，在相互作用势; ^(6- 七）的零级波函数及一级能 
移. 

6.52 三能级系统在微扰 Hamilton 量; Iff 下的能量最低级修正. 

6.53 在三维谐振子势中两全同 Femii 子在 - r 2 ) 势作用下的零级波函数和能量 


一级修正. 

6.54 Schwinger 表示下的角动量的本征态与本征值及其在微扰 y • J 下简并的解除. 
6.55 求二维谐振子在势^邛 ( jc 2 + /) 下的一阶微扰效应 • 

6.56 用微扰论计算 V =\k{x 2 + / + z 2 + Xxy) 中的能级. 

6.57 两原子由相互作用势作用时的零级波函数和一级能量修正. 

6.58 三维各向同性谐振子在微扰矿=吻下的能级分裂. 

6.59 微扰 /T = U [ A ，// 0 ] 作用下，算符的基态平均值. 

k 2 

6.60 三维谐振子在微扰 AV = kxyz^ 下基态能量 修正. 


6.61 自旋1 / 2的三维谐振子在微扰 • r 下的基态能量修正. 

6.62 球形腔内的粒子在弱磁场，弱电场及极强磁场中基态能量修正. 
6.63 三维谐振子在均匀电场，均勻磁场中能级的简并度及能量变化. 
6.64 原子在弱磁场及强磁场中的能级分裂. 

6.65 单价电子原子在弱、强磁场中的能级分裂. 

6.66 电子偶素在+ AS p -(珥 +/0. B 作用下的本征函数及能量. 


6.67 磁场作用远小于精细结构作用时，原子的能量变化. 
6.68 氘核在好 


2M 


+ RW + <V<r n V 2 (r) + 


X X 

气. 7 卜 7 


^V<r n ) 


V 3 ( r ) 作用下的 


角动量及视 V 3 ( r ) 为微扰时的能级移动. 

6.69 受有心力场作用的两个自旋1/2全同粒子系统在微扰 
H f = A [3 a ( l )- 紡⑵ • 户 - cr ⑴- tr (2)] 下的能级修正 • 

6.70 氢原子的超精细结构态在与时间相关的弱磁场中的变化. 

6.71 受到电场 £ = £ 0 sin 6^ 作用后，中心场中的粒子 S ， P 态被占据的概率. 

6.72 " -4) M 2 上的矩阵元与被作用离子的懸. 
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6.73 电子偶素的四种自旋态能量对磁场的依赖关系及磁场撤去后留在单态的概率， 
6.74 电子偶素基态半径及其在自旋-自旋作用和磁场作用下的行为 - 
6.75 估计处于基态的氦原子的磁化率. 

6.76 氢原子在电磁场中的定态方程及磁场为微扰势时基态能级移动与磁矩. 

6.77 估计氢原子的超精细结构的磁化率及氮原子基态极化率. 

6.78 八个全同粒子放人谐振子势中的基态能量和再加磁场后的基态能量 改变. 

6.79 氢原子中 s 态电子在强与弱作用下自旋态的变化. 

6.80 2 s 态氢原子通过带电电容器后处于不同;2 = 2 态的概率. 

6.81 两个相对运动惯性系的 Schr ^ dinger 方程及基态的变化. 

6.82 —维浅势阱中的能级. 

6.83 二维浅势阱中的能级. 

6.84 用变分法求双原子分子的零级近似波函数. 

6.85 在有磁场或无磁场时，核内“中子振荡”的跃迁问题. 

6.86 用变分法证明一维吸引势场中至少有一个束缚态. 

6.87 正交晶格离子在微扰势 V ( r ) = Ax 2 ^ By 2 - (A + B ) z 2 作用下的能量一阶修正及本 
征态. 

7.1 微分散截面^ = |/(艮列 2 . 

又2短程散射势 p 波的波函数及刚性球散射微分截面. 

7.3 半径为 i ? 的刚球散射下 s 分波的热平衡温度. 

7.4 气体内部原子-原子散射主要为 S 波的热平衡温度. 

7.5 低能粒子被中心势 = 散射时的截面. 

m \ cosh Xr ) 

7.6 粒子在势 V ( r ) = - C <5( 卜卜 a ) 作用下的束缚态与散射截面. 

7.7 粒子在中心势 v (r) = -_^ •— ^——中的散射. 

ma cosh ( r / a ) 

7.8 无自旋粒子在吸引球方势阱上的散射. 

7 - 9 球壳势 VWsWk - ro ) 作用下， Schr 5 dinger 方程的散射态解和束缚态存在条件. 

7-10 氦核的两个最低不稳定能级对氦气的 a 粒子散射的影响. 

7.11 弹性截面的上下限. 

7.12 波数为&的慢中子被半径的中性原子散射时相移 J 与灸的 关系. 

7 - 13 吸引球方势阱下，正能量粒子的〖= 0分波的相移各与能量的关系. 

吸引球方势阱下，低能粒子的散射截面，并与 Bom 近似比较. 

7 _15导出一级 Bom 近似下，散射波函数满足的微分方程. - 

7 .16当 Hamilton 量绕任意轴旋转不变时，不能说散射振幅/沒，的与沒无关 • 

7.17 粒子在一维势 V ⑶上的散射. 

7.18 F(/O = 0 3 ( r ) 散射截面. 

7.19 球对称势财 3 ( r - 对高、低能粒子的微分散射截面. 
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7.20 核子被一重核(散射势为吸引球方势阱)的弹性散射. 

7.21 用 Bom 近似计算粒子在球对称分布电荷的静电势场中的散射问题. 

7.22 用 Bom 近似计算粒子在 V = Ae V / fl 2 中的散射截面 • 

7.23 用 Born 近似计算粒子在球方势阱中的散射截面. 

7.24 已知散射截面曲线^回答散射势的力程与行为. 

6s2 

7.25 用 Bom 近似计算散射势 V = 的散射 截面. 

r 

7.26 用 Bom 近似计算下的散射截面- 

一 QT 

7.27 用 Bom 近似计算 V(r) = ^^ 下的散射截面 • 

r 

7.28 求证球对称势 V(r) = 2 e _ r 下的微分散射截面，并推导 Rutherford a 粒子散射 

r 

公式. 

7.29 求解金箔对 a 粒子的散射，由此求金的原子序数. 

7.30 求解中子束在 20$ 干燥空气中行进 lm 后的衰减. 

7.31 中子束被球对称方势阱散射的散射长度与总散射截面. 

732材料的折射率与全反射临界角. 

7.33 热中子+质子#氘核+光子，求一盒中两种过程的截面比. 

7.34 IkeV 质子被氢原子散射时的散射截面. 

7.35 根据高能电子被核散射的结果考虑核电荷的分布. 

7.36 Ramsauer - Townsend 效应的起源及低能电子的最大散射截面. 

7.37 由光在介质中被一散射中心引起的散射振幅推导色散关系. 

7.38 两个自旋粒子在作 用势 ％ nt =40^ *< r 2 - —下的散射截面. 

r 

7 .39用 Bom 近似计算中子-中子散射的散射截面. 

7-40 低能中子在质子上的散射与不同自旋态的关系. 

7.41 VW 七’咕，…，將总麵麵. ' 

[0 ， r>a 

7.42 自旋1/2 的粒子束被重核散射，散射势为 CS ! -々)求散射截面. 

7.43 两个自旋1/2的全同粒子在屏蔽 Coulomb 势 e 2 -—下的散射截面. 

r 

7.44 Bom 近似计算电子在散射势7=6-^ 2 (必+执7.|0下的散射截面. 

7*45 人射粒子 Pa 被处于束缚态的粒子 A 在相互作用势 K ( r -/) = V ^ 3 炉 ( r - 〆 )下的 
散射振幅. 

7.46 已知弹性散射总截面，求共振角动量与共振时0 = 180。的微分散射截面. 

7. 47 低能中子被一核子系统散射求散射 长度. 

8.1 关于吸收或发射一个光子的原子态在电偶极作用时的选择定则. 

8.2 无限深势阱中处于《 = 1态的电子在 £( r ) 作用下跃迁到 n = 2,3 的概率. 
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8.3 —维势箱的长度突变. 

8.4 处于无限深势阱中的粒子，在壁突然变化时，态与动量的变化. 
8.5 处于 jt 2 势中的粒子，在免突变后基态的 变化. 


8.6 一维无限深势阱中的粒子，当墙突然撤除时，能量与动量分布. 

8.7 带电谐振子在突加均勻电场中的跃迁概率. 

8.8 基态原子受急剧冲撞后的激发概率. 

8.9 氢原子受到突然冲撞后激发和电离的总概率. 

8.10 恒定微扰势作用下由以^到?/^的跃迁概率. 

8. H 频率满足£^ - 4 ㈤ +幻(£为小量)的周期性微扰对本征态的改变量. 

8.12 含时 if ⑴下作绝热演化的系统的含时波函数及 Berry 相位. 


8.13 原子核 ，衰 变后，电子仍留 在尺轨 道上的概率. 

8.14 氣々衰变后仍留在基态的概率. 

8.15 氖0衰变后，处于 Is 或 2 p 态的概率. 

8.16 沿 x 方向极化的热中子束通过一磁场 B , 证明自旋 是心的 本征态(\是自旋沿 
某一随时间转动方向的分量). 

8.17 氢分子通过两个不同取向的 Stem - Gerlach 仪器后各分束分子数的比例. 

8.18 位移平均值的变化与经典振子相似的谐振子 波包. 

8.19 处于基态的氢原子系统在脉冲电压的电容器中经过长时间后处于 2 p 态的比例. 
8.20 证明跃迁速率为/的原子体系的辐射能谱是 Lorentz 型的. 


8.21 已知 k 介子态⑹和 j / T s 〉 寿命，求冲 0 〉和 | f 。〉 出现概率. 


8.22 已知跃迁率求跃迁发射的能量比与能级辐射寿命. 

8.23 处于 2 p 的氢原子自发射辐等于受激跃迁概率的温度. 

8.24 基态氢原子在弱电场五=£^ _/ ^(0作用下，处于 n = 2 态的概率. 


8-25 分子转动能级，电偶极辐射选择定则及频率对/的依赖. 
8.26 —维深势阱中电偶极跃迁距阵元及选择定则. 


8.27 —维无限深势阱中对微扰 AV ( x )^ kx 无能量一级效应及电偶极辐射选择定则. 

8_28初始为^函数势下的束缚态粒子在勻强电场作用后处于非未薄态的概率. 

8.29 能级差为 ㈣ 2 的两能级原子在电磁辐射(频率份 ) 作用下的跃迁概率. 


8.30 已知 HC 1 分子在吸收线，判断是振动跃迁还是转动跃迁. 
8.31 在 H f ( t ) = H 0 e ~ t/T 下由|0> 到|1>态的跃迁 概率. 


8.32 

8.33 


立方盒中的带电粒子在£ = E 0 c ~ at 作用时从基态到第一激发态的概率. 
束缚于 i 皆振子势中的铝核由 从桃 衰变到办，并发射光子后处于妁与内 


概率比_ 

8.3 4 求铝核类氢"原子从 3 d 态衰变时发射光子的波长及衰变寿命. 


8.35 在吸引势啦 2 + / + 〆 )中运动粒子在小磁场下能级修正及微扰势 Ac C0S 你下 


的跃迁. 
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8.36 质子系统在恒磁场及旋转磁场作用下，系统的自旋波函数. 

8.37 处于叠加态的谐振子在激光电磁场作用下的跃迁概率. 

8.38 处于 2s 与 2p 叠加态. 

8.39 氢原子 ls 3 & 与 Is 1 *% 态之间的超精细分裂及辐射跃迁矩阵元. 

8.40 在磁场皂 = 5 G co S 欣， ' =B G sin 贼牟=常数(馬《 A) 作用下自旋态的跃迁 • 

8.41 关于核磁共振的一些问题. 

^>0 

8.42 在势/ 中的束缚态电子对平面光波的吸收截面. 

00 ， jc<0 

8.43 同一 Hamilton 量下引起的跃迁概率 P k ^ j ( t ) = 

8.44 一恒温盒中一组仅有两个非简并态的全同原子. 

8.45 氢原子通过电偶极辐射到基态，辐射的相对频率宽度数量级. 

8.46 超导 Josephson 结的隧道电流与加稳定电压后的險道电流 • 

8- 47 两个具有弹性力与自旋相互作用的自旋为 1/2 的可分辨粒子在 

作用下的跃迁概率幅. 

9.1 两个无相互作用的可区分粒子分别受力 - h , ■吸引，求本征函数与本征值. 

9.2 两个全同线性振子在相互作 用势丑 下的精确能级. 

93 一维谐振子势阱中两个全同粒子的基态波函数. 

9 A 两个相互之间以弹性力联系的谐振子. 

9.5 用一高势垒隔开的无限深方势阱中的两全同 Bose 子. 

9.6 以弹性力相联系的两粒子体系的对称性及基态波函数. 

9.7 处于谐振子势中的两全同 Bose 子通过 x 2 ) = ae ~^ { Xl ~ X 2)2 相互作用. 

9.8 由两个全同粒子组成的系统中，对称态与反对称态的数目比. 

9.9 无限深势阱中的两个无相互作用粒子， 

9.10 各向同性谐振子势中的两个无相互作用粒子. 

9.11 + 的衰减过程是不可能的. 

9.12 tT 介子与氘核作用形成的两个中子的状态和宇称. 

9.13 无限深方势阱中几个电子的平均能量. 

9.14 两个在有心势阱中运动的电子. 

9.15 两个全同 Fermi 子处于一维无限深势阱中时的三个最低能量. 

9- 16 一维盒子中相互作用势为-々）的两个无自旋粒子. 

9.17 相互作 用为孖 = _ S 2 - 3 S u S 2 x ) 的两个固定电子. 

9.18 两全同 Fermi 子形成的系统. 

9.19 两个粒子在同一 i 皆振子势中以弹性力相互作用. 

920两粒子体系的最低总能量、能级简并度和相应的波函数. 

9.21 两个在中心场中运动的电子. 

9.22 氢分子的转动能级. 
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9.23 一长方盒子中相互作用势为 V = AS { r x - r 2 ) 的两个粒子. 

9.24 卟啉环分子. 

9.25 —维谐振子阱中，以排斥的在函数势相联系的 W 个全同 Femii 子. 

9.26 HD 分子的两个最低转动能级差， 

9.27 氮分子的相邻的转动能谱强度之比. 

9.28 HJ 离子. 

9.29 写出氦原子的 Schrodinger 方程及由 ( lsy (2 sV 电子组态构成的单态和三重态之间 
的能级分裂. 

930各种电子组态的々值和简并度. 

9.31 氮原子基态的电子组态. 

9.32 服从 J / 耦合的铅原子在 6 p 壳中的两个电子可能 的允厶 ，《/值. 

9.33 在热平衡混合物中的氢分子. 

9.34 氢-氘分子两个最低的转动能级的简并度. 

9.35 三重电离的谱离子. 

9.36 He 离子和 He 原子的电子波函数. 

9.37 求氦原子中二个电子分别处于基态与第一激发态时，存在的8个轨道波函数的 
性质. 

9.38 由氦原子的最低 p 态的近似波函数组成12个反对称态，并研究其性质. 

9.39 在两个基态氢原子系统中，有三个排斥态与一个吸引态. 

9.40 氘核的简化 模型： V = V »+%( r ) S n . S p . 

# 

9.41 比较氢原子单态，三重态能童高低，及氢分子核自旋态单态与三重态能量 
髙低. 

9.42 两氢原子系统的波函数和势能曲线. 

9.43 氢分子的波函数. 

9.44 氢分子由两最低激发态到基态的跃迁特性. 

9.45 一群自旋为/的原子. 

9.46 等边三角形的顶点上三个相同原于组成的分子. 

9.47 三粒子系统中的谐振子力相互作用. 

10.1 球谐函数的叠加态. 

10.2 测量自旋. 

10.3 Stem - Gerlach 装置对电子自旋态的区分. 

10. 4 串接的 Stem - Gerlach 装置对|自旋态的相干分解与叠加. 

10.5 两个全同粒子体系可能状态的数目. 

10.6 双光子人射分束器后的出射态. 

1( X 7 对 Dirac “每个光子只能和自己发生干涉”论断的分析. 

10.8 用直积方法实现单 qubit 的 POVM . 

10.9 用直和方法实现单 qubit 的 POVM 
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10.10 单 qubit 的 POVM 及如何利用双 qubit 的正交测量来实现该 POVM. 

10.11 超算符独立实参数的数目以及超算符与密度矩阵的 一一 对应. 

10.12 Fock 空间中的等距算符 ■ 

10.13 转置是正映射，但不是完全正的映射. 

10.14 二维量子态的 Bloch 球表示. 

10.15 任意二维混态#示为两个纯态的凸性和. 

10.16 对二维密度矩阵 A ，/%， 计算了_ 冷)， 

10.17 单体混态 A 可看作两体纯态的约化密度矩阵. 

10.18 von Neumann 熵 . 

10.19 求给定的两体密度矩阵的本征值. 

10.20 Bell 基是力学量{«，«，的共同本征态 • 

10.21 对给定的两体纯态，求其约化密度矩阵及 Schmidt 分解形式. 

10.22 三粒子纯态不一定能进行 Schmidt 分解. 

10.23 求两 qubit 系统密度矩阵的谱分解和局域测量. 

10.24 用 Peres 判据判断一个态是否可分 （ 1). 

10.25 用 Peres 判据判断一个态是否可分 (2). 

10.26 对处于完全非极化态的粒子进行一系列过滤操作结果的概率， 

10.27 同一密度矩阵的不同实现. 

10.28 对给定初态的粒子，求 W 次算符 0^10 过滤测量结果的概率. 

10.29 Ramsey 谱学中频率测量. 

10.30 对于存在退相干的情况，考虑上题的问题. 

10.31 对《个两能级系统的髙纠缠态，考虑 Ramsey 谱学测量. 

10.32 Kraus 定理. 

10.33 保迹超算符可逆的充要条件. 

10.34 用超算符实现量子态的超空间传送. 

10.35 将给定的主方程等效地表示为 Kraus 求和形式. 

10.36 寻找一个实现量子纠缠交换 (swapping) 操作的 Hamilton 量. 

10.37 连续变量 teleportation, 

10.38 任意 d 维幺正阵不能被分解为少于心 1 个二维幺正阵乘积. 

10.39 EPR 佯谬的物理思想 . 

10.40 EPR 态是对 Bell 不等式造成最大破坏的态. 

10.41 迄今，在 BeH 不等式问题上什么是实验支 持的？ 什么是还没清楚的？. 
10.42 Hardy 定理. 

10.43 关于条件概率的 Bayes 定理. 

10.44 求给定系综的 Shannon 熵 H(K ^). 

10.45 含时 Schrodinger 方程演化下 von Neumann 熵是守恒量. 

1046 求 SU( 2 ) 型一般混态 von Neumann 熵的普遍表达式. 

1 0.47 
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10.48 von Neumann 熵的上限为 S (/ >)<lg£>. 

10.49 von Neumann 嫡的凸性. 

10.50 任意两体纯态存在纠缠的充要条件是条件熵 S ( A \ B )<0. 

10.51 证明正交投影测量必增加熵. 

10- 52 两体熵有次可加性. 

10.53 三体系统有 Araki-Lieb 不等式 成立. 

10.54 证明广义 Klein 不等式成立. 

10.55 体系两个密度矩阵的相对熵的是非负的. 

10.56 非正交态的实验鉴别. 

10.57 用 Peres-Wootters 方法对给定态构造 PGM 的 POVM. 
il.l 将表示为 2x2 矩阵， 

11.2 几个数学题. 

ii .3 z 轴的&的本征态，在取/轴上； y 的各种投影值的概率. 

11.4 科学家对物理学所作的贡献. 

11- 5 Galileo 变换下波函数的变换规律. 

11.6 几个物理量的数量级估计. 

1L7 —些物理概念 (1). 

11-8 —些物理概念 (2). 

11.9 W. K. B. 近似条件及电场中基态能量的减少. 

11.10 球对称吸引势场中 S 态的 W. K. B, 本征值条件问题. 
n . n 热平衡时，处于分子某振动能级与转动能级的概率比. 

1 U 2 双原子分子的电子态能级之间的跃迁. 

11.13 正负电子偶素的单态衰变成两个光子通过检偏器的概率问题. 

11.14 对点光源的光子探察器的计数率与符合计数率. 

11.15 近经典体系的能级. 

H 16 做圆周运动的无自旋带电粒子的能级. 

11.17 粒子被晶格散射的非相消散射条件. 

11.1 S 在变分法中用线性组合波函数作为试探波函数求基态波函数等问题. 

1 U 9 用变分法求基态能量. 

11.20 用量纲分析推导能量本征值与参数的关系，用变分法求基态能量， 

H 21 用变分法求介子的基态能量， 

11.22 以氢原子波函数为尝试波函数，用变分法求时的基态能量上限. 
H.23 求自旋为 1 的粒子的极化矢量和密度矩阵. 

11.24 気核电离后的波函数及自旋的相关性. 

11.25 求两个全同粒子的配分函数和能量. 

11.26 边界面附近的一个自由电子的扩散问题. 

11.27 由“混合偶极子”的场角动量量子化导出 Dirac 量子化条件. 
n.28 金属中的热电子发射. 
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11.29 中微子振荡与测量. 

11.30 用近似法求周期势中电子的能级及能带宽度. 

11.31 求被铝原子俘获的//子的能级、平均半径. 

11.32 用中子干涉仪测重力加速度. 

1 1.33 —维 Dirac 方程可以写成两个耦合的一阶偏微分方程组. 

H.34 自由粒子的 Dirac 方程及其平面波解. 

11.35 由自由实标量场的 Lagrange 密度导出 Klein-Gordon 方程. 

11.36 初动量为 P 的质壳上的带电粒子发射虚光子的概率为一协变张量. 

11.37 证明 Dirac 方程的协变性，并改成 Hamilton 形式. 

1 1.38 同位旋矢量算符的性质及多核子系统的能量本征态与本征值. 

11.39 等边三角形分子俘获额外电子后的能量本征态及其性质. 

11.40 用变分法求分子的基态能量及动能、势能的平均值. 

11.41 绝热近似下的双原子分子的本征函数与本征值. 

11-42 用 Schwarz 不等式证明不确定性原理，并证明最小不确定性态是 Gauss 函数. 

11.43 热平衡中的一维谐振子(混态)的位置概率函数. 

11.44 带电粒子在均匀磁场中运动时的产生、湮灭算符及能级. 

11.45 相干态随时间的演化. 

11.46 求 W 个离子组成的环在自旋相互作用下的本征态与本征能量. 

11.47 中子干涉仪中最终干涉强度与其中一路磁场的关系. 

1 1.48 奇偶相干态是 J (a 为湮灭算符)的本征态. 

li.49 被约束在圆轨道上运动的粒子，在有无外磁场时的本征态、本征能董和磁矩， 

及它的顺磁能量与抗磁能量. 

11.50 两束基态银原子如何区分是自旋纯态还是自旋混合态. 


内容简介 

《物理学大题典》是一套大型工具性、综合性物理题解丛书。丛书内容 
涵盖综合性大学全部本科物理学 内容： 从普通物理的力学、热学、光学、电 
学、近代物理到“四大力学”，以及原子核物理、粒子物理、凝聚态物理、 
等离子体物理、天体物理、激光物理、量子光学、量子信息等。内容新颖、 
注重物理、注重学科交叉、注重与科研结合。 

、量子力学》卷包括量子力学基础、 一 维定态问题、中心力场束缚态问 
题、轨道及自旋角动量、带电粒子在电磁场中的运动、定态近似问题、散射、 
含时近似方法与跃迁、少体问题以及量子信息等内容。 

本丛书可做为物理类本科生的学 习辅导 用书、研究生的人学考试参考书 
和各类高校物理教师的教学参考书。 


图书在版编目 (CIP 激据 _ 

~学/张永德等编著•一北京 r 科学出版社； 合肥: 中国科学技术大学 
出版社， 2005 

(物 理学大题典_永德 主编） 

ISBN 7-03-014510-0 

i •量… n. 张… m. 量子力学-解题 iv.02109 

中国版本图书馆 CIP 数据核字 (2004) 第 108824 号 _ 

策划 编辑： 胡升华/文案编辑：贾瑞娜/责任 校对： 赵桂芬 

封面设计：张放/责任 印制： 钱玉芬 


唞每 A 展社出版 

北京东黄城根北街16号 
誠编码： 100717 
fattp://Vww. scieccep. com 

中国科学技术大学出版社 

安徽省合 IE 市金赛路 96 号 
邮玫 编码： 230026 

坨岬印刷 

科学出版社发行各地新华书店经销 

丰 

2005年9月第一版 开本： 787 X 1092 1/16 

2005年9月第〜次印刷 印张： 481/4 

印数： 1 - 5000 字数： 1095000 

定价： 72.00 元 

(如有印装质童问题，我社负责调换 〈科印 >) 


